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本 书 以 经 典 理论 与 现代 应 用 相 结合 的 方式 介绍 了 初等 数论 的 基本 概念 和 方法 ， 内 容 包括 整除 、 同 余 、 二 
次 剩余 、 原 根 以 及 整数 的 阶 的 讨论 和 计算 .此 外 ， 书 中 附 有 60 多 位 对 数论 有 贡献 的 数学 家 的 传略 

本 书 内 容 丰 富 ， 趣 味 性 蝇 ， 条 理 清晰 ， 既 可 以 作为 高 等 院 校 计算 机 及 相关 专业 的 数论 教材 ， 也 可 以 作为 
对 数论 和 密码 学 感 兴趣 的 读者 的 初级 读物 . : 
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自古 (姑且 说 1975 年 以 前 ) 数 论 拥有 数学 最 纯粹 部 分 的 美称 .人们 之 所 以 研究 数论 ， 是 因 
为 它 历 史 悠久 且 硕 果 累 累 ， 也 因为 它 有 大 量 易于 理解 而 令 人 着 迷 的 问题 ， 更 因为 它 富 于 智慧 的 
BJ. 但 是 前 些 年 人 们 已 经 从 新 的 角度 来 审视 数论 了 . 今天 人 们 研究 数论 既 出 于 传统 的 原因 ， 
又 出 于 数论 已 成 为 密码 学 的 基础 这 一 引 人 注 目的 理由 . 本 书 第 1 版 是 将 初等 数论 的 现代 应 用 与 
传统 主题 相 结合 的 最 早 的 教材 ， 第 5 版 延续 了 原先 版 本 的 基本 思路 . 还 没有 其 他 的 教材 像 本 书 
一 样 以 如 此 深思 熟 虑 的 方式 介绍 初等 数论 及 其 应 用 ， 使 用 本 书 的 教师 将 会 惊喜 地 看 到 现代 应 用 
是 怎样 天 衣 无 颖 地 融和 人 到 数论 课程 中 去 的 . 

本 书 是 为 大 学 本 科 的 数论 课程 而 写 的 ， 适 用 于 任何 水 平 ， 除 了 一 定 的 数学 素养 外 ， 本 书 的 
大 部 分 材料 不 需要 什么 预备 知识 .本 书 既 可 以 作为 计算 机 科学 课程 的 有 益 补充 ， 也 可 以 作为 有 
兴趣 学 习 数论 和 密码 学 新 进展 的 读者 的 初级 读物 . 

第 5 版 保持 了 先前 版 本 的 长 处 ， 并 加 以 充实 、 改 进 . 熟悉 先前 版 本 的 教师 将 会 乐于 使 用 这 
个 新 版 本 . 初次 使 用 本 书 的 教师 则 会 看 到 这 样 一 本 最 新 的 教材 ， 其 中 将 跨越 几 千 年 的 数论 精华 
与 最 近 不 到 十 年 的 新 进展 加 以 整合 ， 熟悉 先前 版 本 的 教师 将 会 发 现 新 版 本 变 得 更 灵活 且 更 易于 
教学 ， 也 更 加 有 趣 和 引 人 人 胜 ， 他 们 还 将 发 现 对 于 数论 成 果 的 历史 渊源 及 数论 的 实验 方面 的 额 
外 关注 . 


第 5 版 的 变化 


应 读者 和 审阅 人 的 要 求 ， 新 版 本 进行 了 多 方面 改进 .新 版 本 应 该 更 易于 教学 ， 更 易于 阅 
读 ， 也 更 有 趣 和 令 人 大 开眼 界 . 新 版 本 更 有 效 地 表达 了 数论 的 数学 美和 它 的 应 用 价值 . 值得 注 
意 的 变化 包括 : ` 

。 更 灵活 的 题材 组 织 

第 4 版 的 1.1 节 分 成 了 较 短 的 两 节 . 1.1 节 涵 盖 了 数 和 序列 ， 并 介绍 丢 番 图 允 近 . 1.2 节 涵 盖 
了 和 与 积 ， 如 果 认 为 没有 必要 ， 教 师 可 以 略 去 这 两 节 的 大 部 分 内 容 ， 不 过 很 多 人 可 能 会 选用 关于 
丢 番 图 通 近 的 材料 . 第 4 版 的 3.1 节 也 分 成 了 两 节 . 3.1 节 介 绍 素数 ， 证 明 素 数 有 无 穷 多 个 ， 并 
讨论 如 何 寻 找 素数 . 3.2 节 讨 论 素数 的 分 布 ， 并 介绍 素数 定理 及 许多 关于 素数 的 猜想 . 

。 扩充 了 与 密码 学 有 关 的 内 容 

通过 引进 卡 西 斯 基 测 试 和 重合 次 数 ， 加 进 维 吉 尼 亚 密码 分 析 ， 提 到 包括 AES 加 密 标准 在 
内 的 新 近 的 密码 学 进展 ， 描 述 了 对 RSA 密码 系统 实施 攻击 的 方法 . 第 12 章 通过 使 用 来 自用 连 
分 数 的 丢 番 图 允 近 的 概念 开发 了 这 类 攻击 中 的 一 种 方法 ,在 习题 中 指出 了 推荐 的 零 知识 证 明 方 
XH. 

。 最 新 发 现 

数论 的 最 新 发 现在 本 书 中 得 到 了 反映 ， 其 中 包括 一 批 理 论 上 的 发 现 以 及 关于 证 明 一 个 整数 
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是 素数 的 多 项 式 时 间 算 法 的 讨论 ， 还 有 关于 卡 塔 兰 猜想 的 结论 。 计 算 方 面 的 发 现 也 加 进 书 中 ， 
例如 三 个 新 的 梅森 素数 .本 书 的 网 站 特别 重视 数论 方面 的 最 新 结果 ， 并 提供 本 书 出 版 之 后 新 发 
现 的 种 种 链接 . 

。 新 的 和 扩充 的 论题 

1.1 节 介绍 了 委 番 图 和 逼 近 的 内 容 ， 加 入 了 有 理 数 逼 近 实数 的 狄 利克 雷 定理 ， 给 出 了 一 个 应 
用 铝 梨 原理 的 证 明 . 超出 初等 数论 范围 的 许多 重要 论题 现在 也 得 以 讨论 ， 目 的 是 使 学 生 对 数论 
有 一 个 比较 全 面 的 评价 .出 于 类 似 的 思考 ， 对 委 番 图 方程 的 内 容 作 了 扩充 .这 一 版 包括 对 比尔 
猜想、 卡 塔 兰 猜想 及 其 新 近 分 析 的 简要 讨论 ， 还 有 对 费 马 - 卡 塔 兰 猜想 的 讨论 ， 对 abc 猜想 也 
作 了 讨论 ， 并 说 明 如 何 用 它 来 证 明 一 些 关于 丢 番 图 方程 的 结果 

增加 了 关于 高 斯 整数 的 新 的 一 章 . 这 一 章 介绍 高 斯 素数 、 高 斯 整数 的 最 大 公 因子 、 高 斯 整 
数 的 欧 几 里 得 算法 ( 轧 转 相 除法 ) 以 及 高 斯 整数 分 解 成 高 斯 素数 的 唯一 性 .这 新 的 一 章 还 阐明 
怎样 用 高 斯 整数 求 把 正 整 数 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 有 多 少 方式 . 

。 改 进 了 例题 和 证 明 

一 版 给 出 了 欧 几 里 得 关于 存在 无 穷 多 素数 的 证 明 . 许多 关于 无 穷 多 素数 的 其 他 证 明 可 在 
习题 中 找到 .很 多 证 明 作 了 改进 ， 其 中 包括 简化 或 补充 说 明 . 

。 加强 了 习题 

本 书 以 其 别具一格 的 习题 而 久负盛名 ， 这 一 版 的 习题 更 为 出 色 ， 书 中 全 部 习题 已 作 过 检查 
A a ee 

加 入 了 几 百 道 新 的 习题 . 补充 了 涉及 斐 波 那 契 恒等式 的 习题 .新 增 的 习题 用 不 同方 法 证 明 
存在 无 穷 多 素数 . 新 增 了 许多 与 密码 学 有 关 的 习题 ， 其 中 不 少 涉及 维 吉 尼 亚 密码 和 RSA 密码 
系统 ， 在 一 道 习 题 中 简 述 了 二 次 互 反 律 的 最 新 证 明 . AART ELA RERNE R E E 
巴 舍 方 程 、 马 尔 可 夫 方 程 和 同 余 数 ) 的 习题 . 

。 扩 充 了 历史 渊源 的 叙述 和 人 物 传记 

黎 曼 假设 的 历史 和 现状 包含 在 这 一 版 内 ， 对 Skewe 常数 作 了 介绍 ， 这 是 在 一 个 数学 证 明 
中 出 现 的 最 大 数字 之 一 ， 增 加 了 关于 Thomas Nicely 发 现 奔腾 芯片 著名 的 除法 缺陷 的 报道 ， 这 
一 发 现 是 由 于 涉及 迹 生 素数 的 两 次 计算 不 一 致 而 引起 的 .这 一 版 增加 了 很 多 新 的 人 物 传 记 ， 包 . 
括 伯 特 兰 、 费 瑞 、 华 林 、 巴 舍 、 克 罗 内 克 、 莱 维 本 热 尔 松 和 卡 塔 兰 等 ， 人物 传 记 中 添加 了 
BH. n 
o 增强 了 对 数学 软件 Maple 和 Mathematica 的 辅助 读物 和 支持 

用 高 斯 整数 进行 计算 的 指令 已 增添 到 附录 中 ， 在 这 个 附录 中 描述 了 用 数学 软件 Maple 和 
Mathematica 进行 数论 计算 的 指令 . c 

。 对 正确 性 的 格外 关注 

一 版 得 益 于 为 确保 教材 的 正文 、 习 题 和 解答 的 正确 性 而 格外 进行 的 工作 ， 三 位 精心 的 校 
对 费时 多 日 使 本 书 尽 可 能 避免 差错 . 

。 扩充 了 网 站 内 容 

本 书 的 网 站 (www. awlonline. com/rosen) 通过 多 种 重要 途径 加 以 扩充 和 增强 . “数论 新 闻 ” 
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是 一 个 特别 关注 数论 新 近 发 现 的 新 专栏 .与 本 书 相关 的 包罗 甚 广 的 数论 网 站 表 已 得 到 扩充 ， 所 
有 链接 都 已 更 新 ， 这些 链 接 将 在 这 一 版 的 生存 期 内 定期 更 新 .该 网 站 现在 还 支持 收 罗 广泛 的 数 
论 与 密码 学 的 应 用 小 程序 集 ， 这 些小 程序 可 用 于 相关 计算 和 探索 ， 该 网 站 也 支持 关于 PARI/GP 
的 辅导 ，PARI/GP 是 一 个 用 于 快速 数论 计算 的 计算 系统 ， 这 些 应 用 小 程序 建立 在 这 个 系统 之 
上 . 推荐 用 于 学 生 小 组 或 个 人 的 题目 库 也 可 在 该 网 站 找到 . 


本 书 特 色 


e 经 典 数论 的 发 展 . 

本 书 的 核心 是 以 一 种 有 助 于 理解 和 引人入胜 的 方式 阐述 经 典 初等 数论 ， 关 键 结果 的 史料 和 
重要 性 得 到 记述 . 在 精心 开展 每 个 论题 的 基本 材料 之 后 ， 接 着 论述 同一 论题 更 复杂 的 结果 . 

e 突出 应 用 

本 书 的 主要 长 处 是 包括 了 数论 的 种 种 应 用 . 一 旦 需要 的 理论 得 以 建立 ， 应 用 就 以 灵活 的 方 
式 编 入 本 书 . 应 用 设计 成 有 助 于 扩展 理论 的 应 用 范围 和 阐明 初等 数论 在 不 同方 面 的 用 处 .数论 
广泛 应 用 于 密码 学 ， 经 典 密码 、 分 组 密码 及 流 密 码 、 公 钥 密 码 系统 和 密码 协议 都 被 包括 在 内 . 
对 计算 机 科学 的 其 他 应 用 包括 整数 的 快速 乘法 、 伪 随机 数 及 校 验 位 .对 于 许多 其 他 领域 的 应 
用 ， 例 如 调度 、 电 话 、 昆 虫 学 和 动物 学 ， 也 可 在 书 中 找到 : 

。 一 体 化 的 论题 

取 自 初等 数论 的 很 多 概念 都 被 用 于 素性 检验 和 因数 分 解 . 进而 ， 素 性 检验 和 因数 分 解 又 在 
数论 对 于 密码 学 的 应 用 中 起 着 关键 作用 . 正 是 如 此 ， 这 些 主题 作为 一 体 化 的 论题 而 被 反复 论 
YR. 几乎 每 一 章 都 包括 涉及 这 些 主题 的 材料 . 

。 易于 入 门 

本 书 被 设计 成 只 需 最 低 限度 的 预备 知识 .本 书 几 乎 是 完全 自足 的 ， 只 需 具 备 通常 称 为 “大 
学 代数 ”的 知识 .只 有 几 处 用 到 了 一 些微 积分 的 概念 (例如 讨论 素数 分 布 及 大 0 符号 ) ， 少 数 
几 处 用 到 离散 数学 及 线性 代数 的 概念 . 所 有 依赖 于 超出 大 学 代数 论题 的 内 容 都 明确 注 明 并 且 都 
是 可 选 的 . 

。 准确 性 

已 付出 极 大 的 努力 来 保证 这 一 版 的 准确 性 . 来自 本 书 第 4 版 的 许多 读者 、 审 阅 人 及 校对 的 
意见 帮助 我 们 实现 了 这 一 目标 . 

。 收入 习题 广博 

学 习 数 学 的 最 佳 途径 (也 许 是 唯一 途径 ) 就 是 做 习题 . 本 教材 包括 极为 广泛 和 多 种 多 样 的 
习题 . 收入 许多 常规 习题 是 为 了 训练 基本 技能 ， 已 注意 将 带 有 奇数 编号 的 和 偶数 编号 的 两 种 习 
题 包含 在 这 一 类 题 中 . 大量 中 等 难度 的 题 有 助 于 学 生 把 若干 概念 结合 起 来 形成 新 的 结果 . 许多 
其 他 习题 或 习题 组 则 是 为 发 展 新 概念 而 设计 的 . 具有 挑战 性 的 习题 也 是 充足 的 ， 用 单 星 号 
( * ) 表 示 难 题 ， 双 星 号 ( ** ) 表示 很 难 的 题 . 有 些 题 包含 以 后 正文 中 要 用 到 的 结果 ， 这 些 题 用 
手指 符号 (号 ) 表 示 . 对 这 样 的 习题 ， 教 师 在 适当 的 时 候 应 尽 可 能 布置 . 

提供 了 广泛 的 上 机 作业 . 每 一 节 都 包括 借助 于 数学 软件 Maple, Mathematica 或 者 由 学 生 或 
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教师 自 编 的 计算 程序 可 以 完成 的 计算 和 研究 问题 ， 这 类 常规 的 习题 可 使 学 生 学 会 如 何 应 用 
Maple 或 Mathematica 的 基本 指令 (在 附录 D 中 描述 ) ， 而 更 多 开放 性 的 问题 是 为 实验 及 激发 创 
造 性 而 设计 的 . 每 节 还 包括 一 些 程序 设计 题 ， 要 由 学 生 使 用 自己 选择 的 程序 设计 语言 来 完成 ， 
可 以 用 Maple 和 Mathematica， 也 可 以 用 另外 的 语言 . 

。 习题 答案 

奇数 编号 的 习题 答案 请 从 本 书 网 站 下 载 . 

。 以 经 验 为 依据 的 发 现 

在 本 书 的 许多 地 方 ， 考 察 数值 凭 握 有 助 于 促使 关键 结果 的 产生 . 这 种 做 法 使 学 生 有 机 会 运 
用 猜想 ， 这 正如 当初 人 们 在 获得 许多 数论 结果 时 所 做 的 那样 . 

。 广泛 的 例题 

本 书包 括 阐 明 每 个 重要 概念 的 例题 ， 这 些 例题 是 为 闸 明 书 中 的 定义 、 算 法 和 证 明 而 设计 
的 ， 也 用 以 帮助 学 生 完 成 每 节 之 后 的 习题 . 

。 注意 诱导 式 的 证 明 

书 中 的 许多 证 明 用 例题 作为 诱导 ， 在 正式 证 明和 说 明证 明 的 关键 思想 之 前 先 用 例题 作为 诱 
SR. 证 明 本 身 则 以 仔细 、 严 谨 和 完全 明白 的 方式 表述 . 证明 的 设计 使 学 生 对 每 一 步 和 整个 推理 
过 程 都 能 理解 .经常 在 正式 证 明之 前 给 出 说 明证 明 步 又 的 数值 例题 . 

。 关于 算法 的 推导 

有 关 初 等 数论 算法 的 方方面面 贯穿 本 书 始终 .不仅 描述 算法 ,而且 对 其 复杂 性 加 以 分 析 . 
在 本 书 描述 的 算法 中 ， 有 多 种 计算 最 大 公 因 于、 素性 检验 和 因数 分 解 的 算法 .本 书包 含 算法 复 
杂 性 的 讨论 ， 教 师 在 自己 的 课程 中 可 以 随意 取舍 . 

。 人 物 传记 和 历史 注释 

这 一 版 包括 60 多 位 对 数论 有 贡献 的 数学 家 的 传记 . 这些 有 贡献 的 人 包括 古代 的 、 中 世纪 
的 、16 至 18 世纪 的 、19 世纪 的 和 20 世纪 的 ， 既 有 东方 的 也 有 西方 的 ， 编写 传记 是 为 了 让 学 
生 对 这 些 有 卓越 贡献 的 人 作出 正确 的 评价 ， 他 们 往往 引领 了 (甚至 仍然 引领 着 ) 有 趣 的 研究 
方向 . 

。 未 解决 的 问题 

数论 中 未 解决 的 问题 在 书 中 随处 可 见 ， 有 些 在 正文 中 ， 另 一 些 则 在 习题 中 ， 这 些 问题 表明 
数论 是 一 门 仍 在 向 前 发 展 的 学 科 . 读者 应 当 认 识 到 试图 解决 这 些 难题 往往 可 能 耗费 大 量 时 日 而 
徒劳 无 功 ， 然而， 如 果 其 中 某 些 问题 在 未 来 几 年 仍 得 不 到 解决 ， 人 们 还 是 会 感到 惊奇 . 

。 最 新 的 内 容 

书 中 包括 数论 的 最 新 发 现 . 描述 了 许多 未 解决 问题 的 现状 ,例如 新 的 理论 成 果 . 2004 年 9 
月 关于 素数 和 因数 分 解 的 新 发 现 已 列 入 这 一 版 的 第 一 次 印刷 之 中 . 这些 发 现 将 有 助 于 读者 理解 
数论 是 一 个 极为 活跃 的 研究 领域 ,他 们 甚至 可 以 看 到 他 们 可 能 如 何 参 与 发 现 新 的 素数 . 

。 参考 文献 

本 书 提供 了 内 容 广 泛 的 参考 文献 目录 . 这 个 目录 列 出 已 出 版 的 主要 数论 资源 ， 包 括 书 籍 和 
论文 .其 中 有 很 多 有 用 的 教材 ， 诸 如 论述 数论 史 的 著作 和 数论 特定 主题 领域 的 专著 .此 外 ， 包 


含 许 多 原始 文献 ， 鲍 如 有 关 密 码 学 的 资料 . 

* 对 数学 软件 Maple 和 Mathematica 的 支持 

本 书 提 供 了 一 个 附录 ， 其 中 列 出 Maple 和 Mathematica 用 于 数论 计算 的 命令 . 这 些 命令 是 
按照 本 书 使 用 命令 的 各 章 列 出 的 . 

。 网 络 资源 

本 书 的 网 站 (www. awlonline. com/rosen) 包 括 与 本 书 相 关 的 数论 内 容 以 及 一 大 批 其 他 资源 . 
为 了 方便 起 见 ， 最 重要 的 数论 网 站 都 在 附录 D 中 列 出 . 

。 表格 

附录 下 包含 帮 助 学 生 进行 计算 和 实验 的 5 个 表格 ， 查 看 这 些 表格 能 帮助 学 生 进 行 模式 搜索 
和 提出 猜想 . 当 这 些 表格 不 够 用 时 ， 建 议 使 用 诸如 数学 软件 Maple 和 Mathematica 这 样 的 计算 
软件 包 . 

。 符号 表 

本 书 使 用 的 符号 表 及 对 应 定义 的 页 码 列 于 文 前 . 


辅助 材料 


。 网 站 

本 书 网 站 包含 一 大 批 与 数论 有 关 的 网 站 的 指南 ， 提 供 带 有 注释 的 链接 . 这 些 网 站 与 书 中 进 
行 相关 材料 讨论 的 页 面 联系 在 一 起 .网 站 还 包括 显示 数论 方面 最 新 发 现 的 部 分 ， 同 时 也 提供 广 
泛 的 数论 和 密码 学 的 应 用 小 程序 . 


如 何 使 用 本 书 


本 书 的 设计 极其 灵活 ， 对 于 一 门 数论 课程 ， 基 本 的 核心 材料 可 以 包括 : m 从 整数 的 整除 性 
的 1.5 节 ， 讨 论 素数 、 因 子 分 解 与 最 大 公 因 子 的 第 3 章 ， 讨 论 同 余 的 4.1 ~4.3 35, 介绍 包含 
费 马 小 定理 的 重要 同 余 式 的 第 6 章 . 教师 可 选择 其 他 内 容 对 核心 材料 加 以 补充 来 设计 自己 的 课 
Fé. 为 了 帮助 教师 选择 课程 所 包含 的 章节 ， 将 本 书 的 不 同 部 分 概述 如 下 : 

1.1 ~1.4 节 的 材料 是 可 选 的 .1; 1 节 介 绍 整数 的 不 同类 型 、 整 数 序列 与 可 数 性 ， 还 介绍 丢 
番 图 通 近 的 概念 . 1.2 节 可 帮助 有 需求 的 学 生 复习 和 与 积 ，1. 3 节 介 绍 数学 归纳 法 ， 这 些 内 容 
T TACRARA (关于 整数 公理 与 二 项 式 定理 的 材料 可 在 附录 中 找到 . )1.4 节 介 
绍 斐 波 那 契 数 ， 这 是 许多 教师 喜爱 的 论题 ， 学 生 可 能 在 离散 数学 的 课程 中 学 过 ， 如 前 所 述 ， 
1.5 节 阐 述 关 于 整数 整除 性 的 核心 材料 ， 应 当 采 用 . 

第 2 章 是 可 选 的 ， 包括 以 8 为 基 的 整数 表示 、 整 数 的 计算 机 运算 与 整数 运算 的 复杂 
2.3 节 引 入 大 0 符号 ， 对 于 以 前 还 未 在 别处 见 过 这 个 符号 的 学 生 ， 这 是 很 重要 的 ， ile 
师 要 着 重 讲述 数论 中 的 计算 复杂 性 时 . 

如 前 所 述 ; 第 3 章 及 4.1 ~4.3 节 讲 述 核心 材料 ，4. 4 节 讨 论 的 以 素数 守 为 模 的 多 项 式 同人 
方程 的 解法 是 可 选 的 ， 不 过 对 发 展 p 进 数理 论 是 很 重要 的 ,4.5 节 需 要 一 些 线性 代数 的 背景 知 
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识 ， 这 一 节 的 材料 在 8.2 节 用 到 ， 若 不 需要 这 两 节 可 省 略 . 4.6 节 介 绍 一 种 特殊 的 因子 分 解 方 
法 ( 波 拉 德 p 方法 )， 也 可 省 略 . 

第 5 章 是 可 选 的 .教师 可 从 数论 的 不 同 应 用 中 选 讲 一 些 ，5. 1 节 介 绍 整 除 性 检验 ; 5.2 节 
涉及 万 年 历 ; 5. 3 节 讨论 循环 赛 赛程 安排 ; 5. 4 节 说 明 怎样 将 同 余 式 用 于 散 列 函 数 ; 5.5 节 描 
述 如 何 寻 找 和 使 用 校 验 位 ， 正 如 前 面 提 到 的 ， 第 6 章 讲述 核心 材料 . 

第 7 章 讨 论 乘 性 函数 : 7. 1 节 应 予 采用 ， 介 绍 乘 性 函数 的 基本 概念 并 研究 欧 拉 由 函数 . 因 
子 和 及 因子 个 数 的 函数 在 7. 2 节 讨论 ， 这 一 节 推 荐 所 有 教师 采用 . 所 有 教师 大 概 都 会 采用 7.3 
节 ， 这 一 节 介 绍 完全 数 的 概念 并 描述 如 何 寻 找 梅森 素数 . 

第 8 章 包 括 数论 在 密码 学 中 的 应 用 .竭力 推荐 这 一 论题 ， 因 为 这 很 重要 ， 并 且 学 生 也 会 发 
HERJAR. 8. 1 节 介绍 这 个 主题 的 基本 术语 以 及 一 些 经典 的 字符 密码 ， 计 划 在 课程 中 包括 
密码 学 内 容 的 教师 务必 要 采用 这 一 节 . 8. 2 节 介 绍 分 组 与 流 密码 ， 这 是 两 类 重要 的 密码 ， 并 且 
给 出 这 两 类 密码 基于 数论 的 例子 .8. 3 节 包 括 基于 模 取 宕 运算 的 特殊 类 型 的 分 组 密码 .8.4 节 
应 为 所 有 的 教师 采用 ， 这 一 节 介绍 公 钥 密码 的 基本 概念 ， 并 用 RSA 密码 系统 加 以 说 明 . 8. 5 节 
讨论 背包 密码 ， 这 一 节 是 可 选 的 .8. 6 节 提 供 关于 密码 协议 的 导 引 ， 向 对 现代 密码 学 的 应 用 感 
兴趣 的 教师 竭力 推荐 这 一 节 . (密码 学 的 其 他 论题 包含 在 第 9 ~ 11 章 内 . ) 

第 9 章 涉及 整数 的 阶 、 原 根 及 指数 的 算术 等 概念 . 9. 1 ~ 9.4 节 在 可 能 的 情况 下 应 予 采用 . 
9. 5 节 讨论 如 何 将 这 一 章 的 概念 用 于 素性 检验 ， 并 论述 费 马 小 定理 的 部 分 逆 命 题 ，9.6 节 讨论 
通用 指数 ， 是 可 选 的 ， 这 一 节 包 括 一 些 关于 卡 迈 克 尔 数 的 有 趣 结果 . 

第 10 章 介绍 一 些 使 用 第 9 章 材料 的 应 用 .这 一 章 包括 讨论 伪 随 机 数 、 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 
以 及 电话 线 缆 绞 接 方案 的 三 节 ， 这 些 材 料 是 可 选 的 .强调 密码 学 应 用 的 教师 会 特别 愿意 采用 
10.2 节 . 

11.1 节 及 11. 2 节 讨论 二 次 剩余 及 二 次 互 反 律 ， 这 是 数论 的 一 个 主要 结果 ， 只 要 可 能 就 应 
采用 . 11.3 节 及 11.4 节 讨 论 雅 可 比 符 号 与 欧 拉 钓 素数， 是 可 选 的 .11.5 节 包 括 零 知识 证 明 ， 
对 密码 学 感 兴趣 的 教师 只 要 有 可 能 就 会 采用 这 一 节 . 

12. 1 节 包 括 十 进 制 分 数 ， 会 被 很 多 教师 所 采用 . 对 连 分 数 有 兴趣 的 教师 会 采用 12.2 ~ 
12.4 节 ， 这 几 节 建立 了 关于 有 限 连 分 数 与 循环 连 分 数 的 基本 结果 .12.5 节 讨 论 用 连 分 数 进行 
因子 分 解 ， 是 可 选 的 . . 

大 部 分 教师 会 采用 13. 1 节 及 13.2 节 ， 这 两 节 分 别 讨论 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 及 费 马 大 定理 . 
13.3 节 讨 论 平方 和 ，13. 4 节 讨论 佩 尔 方程 的 解 及 用 连 分 数 求 解 ， 这 两 节 是 可 选 的 . 

第 14 章 是 可 选 的 ， 这 一 章 包 括 高 斯 整数 ， 这 种 数 的 许多 与 整数 相似 的 性 质 在 这 一 章 阐 述 
特别 是 ， 引 入 高 斯 素数 和 证 明 高 斯 整数 分 解 的 唯一 性 .最 后 ， 使 用 高 斯 整数 可 得 到 把 一 个 正 整 
数 表示 为 两 个 整数 平方 和 的 方式 的 数目 . | 

下 图 表示 各 章 之 间 的 依赖 关系 ， 用 于 帮助 教师 规划 课程 .虽然 第 2 章 在 不 需要 时 可 省 略 ， 
但 其 中 清楚 说 明了 描述 算法 复杂 性 的 贯穿 全 书 的 大 0 符号 ， 除 了 定理 12. 4 依赖 于 第 9 章 的 材 
料 外 ， 第 12 章 只 依赖 于 第 1 章 ， 在 第 13 章 中 只 有 13. 4 节 依 赖 于 第 12 章 .， 如果 9.1 节 中 有 关 


原 根 的 可 选 注释 被 略 去 ， 则 可 以 采用 第 11 章 而 不 采用 第 9 章 . 14.3 节 可 以 与 13.3 节 一 同 
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我 要 对 我 在 ATAT 实验 室 的 管理 同仁 表示 感谢 ， 他 们 对 这 一 版 的 准备 工作 给 予 了 大 力 支 
持 ， 并 提供 了 一 种 富 于 激励 性 的 专业 环境 .特别 要 感谢 Bart Goddard， 他 为 本 书 准备 了 辅助 材 
料 ， 并 要 特别 感谢 Douglas Eubert, Tom Wegleitner 和 Steve Whalen， 他 们 协助 审阅 手稿 以 保证 
正确 性 ， 并 对 习题 求解 提供 帮助 以 及 反复 核对 习题 的 答案 . 

感谢 本 版 编辑 Bill Hoffman 的 支持 ， 感 谢 本 书 前 几 版 的 Addison- Wesley 公司 的 编辑 们 ， 特 
别 需要 提 到 Wayne Yuhasz 和 Jeff Pepper， 他 们 对 本 书 的 初始 思想 深 表 赞同 并 认识 到 本 书 的 法 在 
魅力 ， 而 在 当时 其 他 出 版 商都 认为 数论 已 是 一 门 失 去 生命 力 的 课程 ， 毫 无 出 版 新 书 的 价值 . 我 
还 要 感谢 本 书 幕后 的 整个 编辑 、 印 制 、 营 销 和 媒体 团队 ， 他 们 是 : Mary Reynolds, Julie 
LaChance, Jeffrey Holcomb, Barbara Atkinson, Beth Anderson, Barbara Pendergast, Paul Anag- 
nostopoulos, Emily Portwood, Lynne Blaszak, Greg Tobin 和 Phyllis Hubbard. 我 同样 对 David 
Wright 表示 感谢 ， 他 对 本 书 网 站 作出 多 方面 的 贡献 ， 包 括 有 关 PARI/GP 的 材料 、 数 论 和 密码 
学 的 应 用 小 程序 以 及 推荐 的 作业 . 

我 从 本 书 前 几 版 读者 的 深思 熟 虑 的 评论 和 建议 中 受益 菲 浅 ， 他 们 的 许多 思想 已 体现 在 这 一 
版 中 . 

我 对 下 列 审阅 人 在 本 版 的 准备 过 程 中 提供 的 帮助 深 表 谢意 : 


Ruth Berger， 路 德 学 院 Slawomir Klimek ， 印 第 安 纳 大 学 - 普度 大 
Joel Cohen ， 马 里 兰 大 学 学 印第安 纳 波 利 斯 分 校 

Michael Cullinane ，Keene 州立 大 学 Stephen Kudla ， 马 里 兰 大 学 

Mark Dickinson, AKIR KÆ Jennifer McNulty, 蒙 大 拿 大 学 

George Greaves， 加 的 夫 大 学 Stephen Miller, 拉 特 格 大 学 


Kerry Jones， 保 尔 州 立 大 学 Michael Mossinghoff, Davidson 学 院 


Michael E. O'S ullivan, 2&3 X; M Sr X David Wright， 俄 克拉 何 马 州立 大 学 

Gary Towsley， 纽 约 州立 大 学 Geneseo 分 校 

我 还 要 再 次 感谢 本 书 前 几 版 的 审阅 人 ， 他 们 帮助 一 版 一 版 地 改进 本 书 ， 对 他 们 一 次 又 一 次 
参与 本 书 的 审阅 我 会 铭记 在 心 ， 他们 是 : 


David Bressoud, $E A i; J£ MV. JM vr 4 James McKay， 奥 克 兰 大 学 

Sydney Bulman- Fleming，Wilfred Laurier 大 学 John Mairhuber，Maine- Orono 大 学 
Richard Bumby， 拉 特 格 大 学 Alexsandrs Mihailovs, R & EEK 
Charles Cook ， 南 卡罗来纳 大 学 Sumter 分 校 Rudolf Najar， 加 州 州立 大 学 Fresno 分 校 
Christopher Cotter， 北 科罗拉多 RF 人 Carl Pomerance ， 乔 治 亚 大 学 

Euda Dean，Tarleton 州立 大 学 Sinai Robins ， 神 学 院 

Daniel Drucker， 韦 恩 州立 大 学 Tom Shemanske， 达 特 茅 斯 学 院 

Bob Gold， 俄 效 俄 州立 大 学 Leslie Vaaler， 得 克 萨 斯 大 学 奥斯汀 分 校 
Fernando Gouvea， 库 尔 比 学 院 Evelyn Bender Vaskas, 克拉 克 大 学 
Jennifer Johnson, ， 犹 他 大 学 Samuel Wagstaff, 普度 大 学 

Roy Jordan, Monmouth 学 院 : Edward Wang, Wilfred Laurier 大 学 
Herbert Kasube， 布 拉 德 雷 大 学 Betsey Whitman, Framingham 州立 大 学 
Neil Koblitz， 华 盛 顿 大 学 David Wright， 俄 克拉 何 马 州 立 大 学 
Steven Leonhardi，Winona 州立 大 学 Paul Zwier， 卡 尔 文学 院 
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关于 数论 流传 着 多 种 说 法 : 成 千 上 万 的 人 们 在 网 上 研究 共同 关心 的 数论 问题 ，PBS 电视 系 
列 节 目 NOVA 报道 了 一 个 著名 数论 问题 被 解决 的 新 闻 . 人 们 研究 数论 是 为 了 理解 信息 加 密 系 
统 ， 这 门 学 问 到 底 是 什么 ? 今天 为 何 有 那么 多 人 对 它 感 兴趣 ? 

数论 是 数学 的 一 个 分 支 ， 研究 一 类 特殊 数 的 性 质 和 相互 关系 .在 数论 所 研究 的 数 当中 ， 最 
重要 的 是 正 整 数 集合 .更 具体 地 说 ， 特 别 重要 的 是 素数 ， 即 那些 没有 大 于 1 并 且 小 于 自身 的 正 
因子 的 正 整 数 ， 数 论 的 一 个 很 重要 的 结果 表明 ， 素 数 是 正 整数 的 乘法 结构 的 基石 ， 这 个 叫做 算 
术 基 本 定理 的 结果 告诉 我 们 ， 每 个 正 整数 可 以 按 递增 次 序 唯一 地 写成 素数 的 乘积 ， 对 于 素数 的 
兴趣 要 追溯 到 2500 年 前 十 希腊 数学 家 的 研究 工作 ， 人 们 思考 的 第 一 个 问题 可 能 是 : 素数 是 否 有 
EFLA. E OLMEZ) (The Elements) 中 ， 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 (Euclid) 对 于 素数 的 无 穷 
性 给 出 了 证 明 . 17 和 18 世纪 研究 素数 的 热情 之 火 被 重新 点 燃 ， 费 马 (Fermat) 和 欧 拉 (Euler) 证 明 
.了 许多 重要 结果 ， 并 且 对 素数 的 生成 提出 许多 猜想 ， 素 数 的 研究 在 19 世纪 取得 重大 进展 ， 其 
结果 包括 : 在 等 差 数 列 中 有 无 穷 多 素数 ， 对 不 超过 正 数 s 的 素数 个 数 作 了 精细 的 估计 等 ， 在 20 
世纪 发 明了 研究 素数 的 许多 有 威力 的 技术 方法 ， 但 是 许多 间 题 用 这 些 方法 仍 不 能 解决 ， 比 如 
说 ， 一 个 未 解决 的 问题 是 : FEKA ( 即 相差 为 2 的 两 个 素数 ) 是 否 有 无 穷 多 对 ? 下 一 个 十 
年 里 肯定 还 会 有 新 的 结果 ， 因 为 专家 们 仍 在 致力 于 研究 与 素数 有 关 的 许多 未 解 问题 

现代 数论 的 发 展 始 于 德国 数学 家 高 斯 ( Gauss) ， 他 是 历史 上 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 在 19 dE 
纪 初 期 发 明了 同 余 的 语言 ， 我 们 称 两 个 整数 a。 和 5 是 模 m. 同 余 的 (其 中 m 为 正 整数 ) EMm 
整除 a- 5， 这 种 语言 使 我 们 在 研究 整除 性 关系 的 时 候 ， 变 得 像 研究 方程 那样 容易 ， 高 斯 提出 
了 数论 中 的 许多 重要 概念 ， 例如， 他 证 明了 最 具有 智慧 和 美感 的 一 个 结果 : 二 次 互 反 律 ， 这 个 
定律 把 素数 p 是 否 为 模 另 一 个 素数 g 的 完全 平方 与 4 是 否 为 模 p 的 完全 平方 联系 起 来 ， 高 斯 给 
出 二 次 互 反 律 的 许多 不 同 的 证 明 ， 其 中 有 些 证 明 开启 了 数论 的 一 些 新 领域 

将 素数 从 合 数 中 挑选 出 来 是 数论 的 一 个 关键 问题 ， 这 方面 的 工作 发 展 出 了 大 量 的 素性 检验 
法 ， 最 简单 的 素性 检验 是 检查 一 个 正 整数 是 否 被 不 超过 此 数 平 方 根 的 每 个 素数 所 整除 ， 不 幸 的 
是 ， 对 于 非常 大 的 正 整 数 ， 这 个 试验 方法 效率 很 低 ， 在 17 世纪 ， 费 马 证 明了 : 若 p 为 素数 ， 
则 p ÆR? -2， 一 些 数 学 家 考虑 反 过 来 是 否 也 对 ( 即 若 n 整除 2" -2， 则 ARA). BEE 
19 世纪 初期 人 们 找到 反例 :对 于 合成 数 n=341，n 整除 2 -2， 这 样 的 正 数 叫做 伪 素 数 ， 尽 管 
存在 伪 素 数 ， 但 是 多 数 合 数 都 不 是 伪 素 数 ， 基 于 这 个 事实 给 出 的 素性 检验 现在 仍 可 用 来 快速 找 
到 一 些 非常 大 的 素数 . 

将 正 整 数 素 因 子 分 解 是 数论 中 的 另 一 个 核心 问题 ， 可 以 用 试 除法 把 一 个 正 整 数 分 解 ， 但 是 
这 种 方法 非常 费时 间 ， 费 马 、 网 拉 和 许多 其 他 数学 家 提出 了 一 些 富有 想象 力 的 分 解 算 法 ， 这 些 
算法 在 过 去 的 25 年 中 扩展 成 一 大 批 因 子 分 解 方法 ， 用 目前 已 知 的 最 先进 技术 ， 我 们 可 以 很 容 
易 找 到 几 百 位 长 的 素数 ， 但 是 要 把 同样 长 的 整数 因子 分 解 ， 最 快 的 计算 机 目前 还 不 能 胜任 . 

找 山 大 素数 和 分 解 大 数 在 时 间 上 的 强 反差 是 当今 一 种 非常 重要 的 称 为 RSA 密码 系统 的 基 
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础 ，RSA 系统 是 一 种 公 钥 密码 系统 .在 些 类 系统 中 ， 每 个 用 户 有 公私 两 把 密 钥 .每 个 用 户 可 以 
用 别人 的 公 钥 来 加 密 信 息 ， 但 只 有 拥有 相应 私 钥 的 用 户 才能 解密 .要 明白 RSA 的 工作 机 制 就 
必须 要 懂得 一 些 数论 基础 知识 ， 现 代 密 码 学 的 其 他 分 支 也 要 求 这 一 点 .数论 在 密码 学 上 的 极端 
重要 性 推翻 了 早期 许多 数学 家 的 看 法 ， 那 就 是 数论 在 现实 世界 的 应 用 中 并 不 重要 . .具有 讽刺 意 
味 的 是 历史 上 的 一 些 著名 的 数学 家 ， 像 哈代 ( G. H. Hardy) 还 为 数论 没有 像 今天 这 样 得 到 广泛 应 
用 而 沾沾自喜 . 

寻求 方程 的 整数 解 是 数论 的 又 一 个 重要 内 容 ， 一 个 方程 车 要 求解 为 整数 ， 则 称 为 丢 番 图 方 
程 ， 以 纪念 古 希 脂 数 学 家 丢 番 图 ( Diophantus). 人 们 研究 了 许多 不 同类 型 的 丢 秋 图 方程 ， 其 中 
最 著名 的 是 费 马 方程 x*+y" s 费 马 大 定理 说 : 车 nn 是 大 于 2 的 整数 ， 这 个 方程 没有 整数 解 
(x, y, 2), XX Hi xyzse0. RAHE 17 世纪 猜想 这 个 定理 是 对 的 .在 随后 的 300 多 年 里 数学 家 们 
(和 其 他 人 ) 一 直 在 努力 地 寻求 证 明 ， 直 到 1995 年 才 由 怀 尔 斯 (Andre Wiles) 给 出 第 一 个 证 明 . 

正 像 怀 尔 斯 的 证 明 中 所 显示 的 ， 数 论 不 是 一 个 静止 的 对 象 ! 新 的 发 现 不 停 地 产生 ， 研 究 人 
员 经 常 得 到 重大 的 理论 结果 . 今天 计算 机 联网 所 产生 的 巨大 威力 ， 使 数论 在 计算 方面 大 大 提高 
了 研究 的 步伐 .每 个 人 都 能 加 入 到 这 项 研究 的 队伍 中 .比如 说 ,你 可 以 一 起 来 寻找 新 的 梅森 
(Mersenne) 素数 ， 即 形 为 2? -1 的 素数 ， 这 里 p 也 是 率 数 . .1999 年 6 月 ， 第 一 个 具有 100 万 位 
的 素数 被 发 现 ， 即 梅森 数 275 -1, 然后 大 家 又 致力 于 寻找 多 于 1000 万 位 的 素数 . 在 学 过 本 
书 的 某 些 内 容 之 后 ， 你 也 能 够 决定 是 否 涉猎 于 这 项 活动 ， 使 你 的 计算 资源 用 于 有 益 的 事业 . 

何谓 初等 数论 ? 你 可 能 会 想 ， 为 什么 书 名 上 冠 以 “初等 ”二 字 . 这 本 书 只 考虑 数论 的 一 
部 分 ， 即 称 为 初等 数论 的 那 部 分 ， 它 不 依赖 于 诸如 复 变 函数 、 抽 象 代数 或 者 代数 几何 等 高 等 数 
AES 有志 继 续 学 习 数学 的 学 生 会 学 到 数论 的 更 高 深 领域 ， 如 解析 数论 (使 用 复 变 函数 ) 和 代数 
数论 (用 抽象 代数 的 概念 证 明代 数 数 域 的 有 趣 结果 ). 

一 些 建议 ”在 你 开始 学 数论 的 时 候 ， 要 记 住 数论 是 一 个 具有 几 千年 历史 的 经 典 学 科 ， 也 是 
很 现代 的 学 科 ， 新 的 发 现 不 断 快 速 地 涌现 ， 它 是 最 富 含 人 类 智慧 的 一 个 纯 数 学 分 支 ， 也 是 应 用 
数学 ， 在 密码 学 和 计算 机 科学 以 及 电子 工程 方面 有 重要 的 应 用 ， 我 希望 你 能 捕捉 到 数论 的 多 种 
面孔 ， 就 像 在 你 之 前 的 许多 数学 迷 那 样 ， 在 离开 学 校 之 后 仍旧 对 数论 保持 浓厚 的 兴趣 

动手 实验 是 研究 数论 所 不 可 缺少 的 部 分 ， 本 书 的 所 有 成 果 都 是 数学 家 们 不 断 考察 大 量 的 数 
值 计 算 现象 ， 寻找 规律 并 作出 猜测 而 得 到 的 . 他们 拼命 地 工作 以 证 明 他 们 的 猜测 ， 一 些 猜 想 被 
证 明 而 成 为 定理 ， 另 一 些 由 于 找到 反例 而 被 和 否定， 还 剩 下 一 些 未 被 解决 . 在 你 学 习 数 论 的 时 
候 ， 我 建议 你 要 考察 大 量 的 例子 ， 从 中 寻找 规律 ， 形 成 你 自己 的 猜测 . 这 会 帮助 你 学 习 这 门 学 
问 ， 其 至 你 也 会 得 到 你 自己 的 一 些 新 结果 . 
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在 最 一 般 的 意义 下 ， 数 论 研究 各 种 数 集合 的 性 质 ， 在 本 章 中 我 们 讨论 某 些 特别 重要 的 数 的 
集合 ， 包 括 整 数 、 有 理 数 和 代数 数 集合 ， 我 们 将 简单 介绍 用 有 理 数 逼 近 实数 的 概念 ， 也 介绍 序 
列 ( 特 别 是 整数 序列 ) 的 概念 ， 包 括 古 希腊 人 所 研究 的 一 些 抬 积 数 序列 ， 一 个 常见 问题 是 如 何 
由 一 些 初始 项 来 判定 一 个 特别 的 整数 序列 ， 我 们 将 简单 讨论 一 下 如 何 解决 这 种 问题 

利用 序列 概念 ， 我 们 定义 可 数 集合 并 且 证 明 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 我 们 也 引进 了 求 和 符号 
和 求 积 符号 ， 建 立 一 些 有 用 的 求 和 公式 . | 

数学 归纳 法 是 数论 (和 许多 数学 分 支 ) 的 最 重要 证 明 方法 之 一 我 们 讨论 数学 归纳 法 的 两 
种 形式 ， 说 明 如 何 用 它们 来 证 明 各 种 结果 ， 并 且 解 释 数学 归纳 法 为 什么 是 一 种 有 效 的 证 明 
TE. 

然后 我 们 介绍 著名 的 斐 波 那 契 (Fibonacci) 序 列 ， 讲 述 引 出 这 种 数 的 原始 问题 .我 们 将 建立 
与 斐 波 那 契 数 有 关 的 一 些 恒等式 和 不 等 式 ， 其 中 有 些 证 明 就 使 用 了 数学 归纳 法 . 

本 章 最 后 一 节 讲述 数论 的 一 个 基本 概念 : 整除 性 ， 我们 建立 整数 除法 的 基本 性 质 ， 包 括 
“ 带 余 除法 ”， 还 解释 如 何 用 最 大 整数 函数 来 表示 一 个 整数 去 除 另 一 个 整数 的 商 和 余数 . (也 讲 
述 了 最 大 整数 函数 许多 有 用 的 性 质 . ) 


1.1 数 和 序列 


本 节 将 介绍 一 些 基 础 知识 ， 它 们 在 本 书 中 通 篇 使 用 ， 特 别 地 ， 我 们 将 涉及 数论 中 所 研究 的 
重要 的 数 集合 、 整 数 序列 的 概念 、 求 和 与 求 积 符号 . 


数 


首先 ， 我 们 介绍 一 些 不 同类 型 的 数 ， 整 数 是 集合 |…，-3，-2，-1,，0，1，2，3，…| 
中 的 数 ， 整 数 在 数论 的 研究 中 扮演 着 重要 的 角色 . 关于 正 整 数 的 一 个 性 质 是 值得 关注 的 , 

良 序 性 质 ( The Well-Ordering Property) “每 个 非 空 的 正 整数 集合 都 有 一 个 最 小 元 

良 序 性 质 看 起 来 是 显然 的 ， 但 是 在 1. 3 节 中 我 们 将 看 到 这 是 能 够 帮助 我 们 证 明 关于 整数 集 
合 的 许多 结果 的 一 个 基本 性 质 . 

良 序 性 质 可 以 作为 定义 正 整数 集合 的 公理 ， 或 者 由 一 组 公理 推导 出 来 . (附录 A 列 出 了 整 
数 集合 的 这 组 公理 . ) 我 们 说 正 整 数 集合 是 良 序 的 .但 是 所 有 整数 的 集合 不 是 良 序 的 ， 因 为 在 有 
些 整数 集合 中 没有 最 小 的 元 素 ， 例 如 负 整 数 的 集合 ， 小 于 100 的 偶数 集合 和 全 体 整数 的 集合 . 

在 数论 学 习 中 的 另 一 类 重要 的 数 是 那些 可 以 被 写 为 整数 的 比 的 数 的 集合 . 

定义 ”如 果 存 在 整数 p 和 4 天 0， 使 得 r=p[g， 则 称 实数 rr 是 有 理 数 .， 如 果 r 不 是 有 理 的 ， 
则 称 为 无 理 数 . 

例 1.1 -22/7, 0-0/1, 2/17 和 1111/41 都 是 有 理 数 . 4 


注意 每 个 整数 n 都 是 有 理 数 ， 因 为 n=n/1.， 无 理 数 的 例子 有 V2，m 和 ee， 我们 可 以 用 正 整 
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数 集合 的 良 序 性 质证 明 V2 是 无 理 数 . 我 们 给 出 的 证 明 ， 尽 管 技巧 性 较 强 ， 但 不 是 证 明 Y2 是 无 理 
数 的 最 简单 的 方法 .读者 可 以 参考 我 们 在 第 4 章 给 出 的 证 明 ， 那 是 基于 第 4 章 中 所 给 出 的 概 
念 ，(e 是 无 理 数 的 证 明 作为 习题 44， 关 于 m 是 无 理 数 的 证 明 并 不 容易 ， 请 参考 L HaWr79]. ) 

定理 1.1 V2 是 无 理 数 . | 

证 明 假设 /7 是 有 理 数 ， 那 么 存在 正 整数 a 和 4， 使 得 V2 =a/b. KW, S= {kV2 |k 和 kV2 
为 正 整 数 | 是 一 个 非 空 的 正 整 数 集合 ( 非 空 是 因为 。= bY2 是 5 的 一 个 元 素 )， 因 此 ， 由 良 序 性 
质 ，S 有 最 小 元 ， 记 为 * =:V2. 

sV2 - MENS DUE dodi 都 是 整数 ，s V2 -s=sV2 -tV2 = (5-02 
也 必须 是 整数 ， 进 一 步 ， 这 个 数 是 正 的 ， 这 是 因为 *V2 -s=s(Y2 -1) 并 且 V2>> 1， 而 这 个 数 
又 小 于 s， 这 是 因为 s sVi=2t 并 且 V2<=2. 这 与 ;是 5 中 的 最 小 元 矛盾 . 因此 V2 是 无 
理 数 . " 

整数 集合 、 正 整数 集合 、 有 理 数 集合 和 实数 集合 通常 分 别 记 为 Z , Z, QRIR. 我 们 也 
用 xeS 来 表示 x 属于 集合 $， 在 本 书 中 我 们 偶尔 会 用 这 些 记号 . 

这 里 我 们 简要 地 提 及 几 种 其 他 类 型 的 数 ， 之 后 在 第 12 章 才 会 再 涉及 它们 . 

定义 ” 数 a 称 为 代数 数 ， 如 果 它 是 整 系数 多 项 式 的 根 ; 也 就 是 说 ，a 是 代数 数 ， 如 果 存 在 
XA a, |, a, 使 得 aa" a, (a +…+ao=0 如 果 数 @ 不 是 代数 数 ， 称 之 为 超越 数 . 

例 1.2 无 理 数 /2 是 代数 数 ， 因 为 它 是 多 项 式 x -2 的 根 . < 

注意 每 个 有 理 数 都 是 代数 数 ， 这 是 因为 数 a/b 是 多 项 式 bx -a 的 根 ， 这 里 a, b 是 整数 且 
bz0， 在 第 12 章 中 ,我们 将 给 出 超越 数 的 一 个 例子 ，e 和 7 也 是 超越 数 ， 但 是 这 些 事实 的 证 
明 超 出 了 本 书 的 范围 ( 可 参看 [ HaWr79 ] ). 


最 大 整数 函数 


在 数论 中 我 们 用 一 个 特别 的 符号 来 表示 小 于 或 等 于 一 个 给 定 的 实数 的 最 大 整数 . 

定义 ”实数 x 的 最 大 整数 (greatest integer) 记 为 [x] ， 是 小 于 或 等 于 xz 的 最 大 整数 ， 即 [xz] 
是 满足 

[x] €&x«[x] +1 

例 1.3 [5/2] =2, [ -5/2] = -3, [m123, [ -2]= -2, [0] «0. 4 

注 记 “最 大 整数 函数 也 被 称 为 取 整 函数 (floor funetion)， 在 计算 机 科学 中 通常 用 记号 Lxj] 来 
Rir] LAR Bg (ceiling function) 是 在 计算 机 科学 中 常用 的 相关 函数 .一 个 实数 x 的 上 整 
数 函 数 记 为 [x1]， 是 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 ， 例 如 [5/21=3, [ -5/21= -2. 

最 大 整数 函数 出 现在 许多 情况 下 ， 除 了 在 数论 中 有 重要 应 用 之 外 ,我们 在 这 本 书 中 也 会 看 
到 ， 它 在 计算 机 科学 的 一 个 分 支 一 一 算法 分 析 中 也 扮演 着 重要 角色 . 下面 的 例子 体现 了 这 个 函 
数 的 一 个 非常 有 用 的 性 质 ， 最 大 整数 函数 的 其 他 性 质 可 参看 本 节 后 的 习题 和 [ GrKnPa94 ]. 

例 1.4 证 明 : 如 果 n 是 整数 ， 则 对 于 任意 实数 x， 都 有 [x +n] =[x] n. 为 了 证 明 这 个 
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性 质 ， 设 [x] 2m, Wm JE, Hl mex-—mel dEÓHJDÉEGXAOR X EH n f85]m-e-nzx4n- 
m*n*l. 这 说 明 m+n=[x] +n 是 小 于 或 等 于 x+n 的 最 大 整数 ， 从 而 [x+n] =[x]+n. < 
定义 ”实数 x 的 分 数 部 分 (fractional part) 记 为 |x} ,是 x 与 [x] 的 差 ， 即 |x) 2x- [x]. 

由 于 [x] <x<<[x] +1， 从 而 对 任意 实数 x, 0< {fx} =x-[x]<=1， 因 为 x=[x] * ixl, Br 
VÀ x 的 最 大 取 整 也 叫做 x 的 整数 部 分 . 

例 1.5 {5/4} =5/4 - [5/4] 55/4 -1- 1/4. | -2/3} = -2/3-[ -2/3] = -2/3 - ( -1) = 
1/3. 4 


丢 番 图 逼近 


我 们 知道 一 个 实数 和 与 之 最 接近 的 整数 的 距离 不 超过 1/2， 但 是 我 们 可 否 证 明 一 个 实数 的 
前 个 倍数 中 的 某 一 个 一 一 定 更 接近 某 个 整数 ? 数论 中 一 个 很 重要 的 部 分 称 为 丢 番 图 迄 近 ， 正 是 
研究 这 类 问题 的 ， 特 别 地 ， 丢 番 图 允 近 着 重 于 用 有 理 数 逼近 实数 的 问题 ，( 丢 番 图 这 个 词 来 自 
于 希腊 数学 家 丢 番 图 (Diophantus) ， 他 的 传记 见 13. 1 节 . ) 

这 里 我 们 将 要 证 明 在 实数 a 的 前 个 倍数 中 必 有 一 个 实数 与 最 接近 它 的 整数 的 距离 小 于 
1/n， 这 个 证 明 是 基于 德国 数学 家 狄 利克 雷 (Dirichlet) 提 出 的 饮 笼 原理 (pigeonhole principle). 
简单 地 说 ， 这 个 原理 告诉 我 们 ， 如 果 有 比 盒子 多 的 物体 ， 那 么 当 我 们 要 把 这 些 物体 放 进 盒子 中 
时 ， 至 少 有 两 个 物体 被 放 入 同一 个 盒子 里 ， 尽 管 这 个 想法 看 起 来 特别 简单 ， 但 是 它 在 数论 和 组 
合 数学 中 非常 有 用 .我 们 现在 陈述 并 证 明 这 个 重要 的 事实 ， 如 果 你 所 拥有 的 鸽子 数 多 于 铀 知 
数 ， 那 么 必 有 两 只 角子 栖息 在 同一 个 铝 笼 中 ， 因 此 我 们 把 它 称 为 钢 笼 原理 ， 

定理 1.2( 鲍 逢 原理 ) 如 果 把 上 +1 或 者 更 多 的 物体 放 入 开 个 盒子 中 ， 那 么 至 少 有 一 个 使 
子 中 有 两 个 或 者 更 多 的 物体 . 

证 明 如 果 开 个 盒子 中 的 任何 一 个 中 都 没有 多 于 一 个 的 物体 ， DATEN 总 数 至 多 为 
&， 这 个 矛盾 说 明 有 一 个 盒子 中 至 少 有 两 个 或 者 更 多 的 物体 . " 

现在 我 们 来 叙述 并 证 明 狄 利克 雷 有 逼近 定理 ， 它 能 够 保证 一 个 实数 的 前 个 倍数 之 一 必定 在 某 
个 整数 的 1/n 邻 域内 ， 我 们 给 出 的 证 明说 明了 铝 笼 原理 很 有 用 . (关于 铀 笼 原 理 的 更 多 应 用 参见 
[ Ro03 ]. )( 注 意 在 证 明 中 我 们 用 到 了 绝对 值 函 数 (absolute value function) ， 在 这 里 我 们 先 回顾 一 
下 ，|*| 即 * 的 绝对 值 , 当 *>0 时 等 于 *， 当 *<0 时 等 于 -xx [x-y] 8B T x 53 y 的 距离 . ) 

定理 1.3( 狄 利克 雷 允 近 定理 ) 如果 Qa 是 一 个 实数 ,nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 存在 整数 a 和 5b， 
1«asn, 使 得 |aa — b | 17h. 


证 明  vEne€143XX0, lal, i2al, =, Ina]. 这 n+1 个 数 是 ja, j=0, 1, c, n I 
分 数 部 分 ， BrELOsljeal«1, j=0, 1, =, n. 这 n+1 个 数 中 的 每 一 个 都 位 于 nn 个 互 不 相交 
的 区 间 0<x<1l/n, 1/nzx-«2/n, *«, (j-1)/nx €j/n, =, (n-1)/nx«1 中 的 一 个 . 


由 于 我 们 考虑 的 是 +1 个 数 ， 但 是 仅 有 mm 个 区 间 ， 铀 笼 原 理 告诉 我 们 至 少 有 两 个 数位 于 同一 
个 区 间 中 .由 于 这 些 区 间 的 长 度 都 等 于 1/n， 并 且 不 包含 右 端 点 ， 所 以 位 于 同一 区 间 中 的 两 个 


加 狄 利 克 雷 并 未 把 定理 1. 2 称 为 售 逢 原理 ， 而 是 用 德语 称 为 Schubfachprinzip， 译 为 英语 是 抽 展 原理 ( drawer principle). 4k 
利克 雷 的 传记 见 3. 1 节 . 
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数 的 距离 小 于 1/n， 从 而 存在 整数 /和 0<j 二 k<n, 使 得 | [kn] - ija} | 17n.. MER a= 
k-j, b-[koa]-[ja]. 由 于 0<j<k<n, WA sasn. mH. 


lac -b| = |(k-j)a - ([ka] - [ja]) | 
= |(ka - [ka]) - (jæ - [ja] ) | 
= |{ka} - {ja} |<1/n. 
这 样 我 们 就 找到 了 想 要 的 整数 a Hb, Lasn Ei |aa-b|<1/n. a 


例 1.6 假定 w =VI 卓 =6. RIER - /Z=1.414, 2 - 2—2.828, 3 * 424.243, 
4 : JZ =5.657, 5 + /2=7.071, 6 .=~8.485， 在 这 些 数 中 5 . V2 的 分 数 部 分 最 小 .我们 看 到 
15. 2 -7|=17.071 -7 | =0.071 三 1/6. 所 以 如 果 a -42, n-6, 那么 我 们 可 以 取 a =5， 
5=7， 从 而 使 得 | ca -b|-1/n. . 4 

对 于 定理 1.3 我 们 采取 的 是 狄 利克 雷 1834 年 的 原始 证 明 . 把 定理 1.3 中 的 1/n 替换 为 
1/(n+1)， 可 以 得 到 一 个 更 强 的 结论 ， 它 的 证 明 并 不 困难 (见习 题 32)， 进 一 步 ， 在 习题 34 中 
我 们 展示 如 何 用 狄 利克 雷 逼 近 定 理 来 证 明 对 于 一 个 无 理 数 a， 存 在 无 数 多 个 不 同 的 有 理 数 p/q 
使 得 | a -p/q|-1/q , UL E E EDEGIERU E E ZAR. 我们 将 在 第 12 章 再 回 到 这 个 话题 ， 


序列 


序列 {0,} 是 一 列 数 mw ，o ，a cc. 序列 中 的 项 可 以 用 映射 扎 2a; 跟 正 整数 集合 建立 起 
一 一 映射 (one to one correspondence， 也 被 称 为 双 射 ， 它 既是 单 射 又 是 满 射 . ) 我 们 在 研究 数论 时 
会 考虑 一 些 特殊 的 整数 序列 .在 下 面 的 例子 中 我 们 将 介绍 一 些 有 用 的 序列 . 

例 1.7 序列 ia,} ,这 里 a, 2 m^, 由 1，4，9，16，25，36，49，64，… 开 始 . 这 就 是 整 
KEFEJ. EAI], XE b, 22^, H2, 4，8，16，32，64，128，256，… 开 始 ， 这 是 2 
的 乘 方 序列 .序列 1c,1} ， 这 里 当 是 奇数 时 c =0， 当 nn 是 偶数 时 c,=1, 由 0, 1, 0, 1, 0, 
1，0，1，… 开 始 . 4 

有 一 些 序列 每 个 后 继 的 项 都 是 由 前 一 项 乘 一 个 共同 因子 得 到 的 . 例如 , 在 2 的 乘 方 序列 中 
每 一 项 都 是 由 前 一 项 乘 2 得 到 的 . 这 导出 了 下 面 的 定义 . 

定义 等 比 数列 (geometric progression) 是 形式 为 4g，ar，ar ，ar ，… 的 序列 ， 其 中 初始 项 
( initial term) a 和 公 比 (common ratio) r 都 是 实数 ， 

例 1.8 序列 a, ,这 里 a,=3 .5 (za=0，1，2，…) 是 一 个 等 比 数列 ， 初 始 项 是 3， 公 比 
355. (注意 这 个 序列 是 由 项 a 开始 的 . 项 的 下 标 可 以 从 0 或 者 我 们 选择 的 其 他 任何 整数 开 
始 . ) 4 

数论 中 的 一 个 常见 问题 是 如 何 寻找 构造 序列 的 通 项 公式 或 者 规则 ， 即 使 仅 有 很 少 的 几 项 是 
已 知 的 (例如 寻找 第 二 个 三 角 数 1+2+3+… tn WAR). 尽管 一 个 序列 的 几 个 初始 项 不 能 

定 这 个 序列 ， 但 是 知道 前 几 项 有 助 于 我 们 猜测 通 项 公式 或 规则 ， 考 虑 下 面 的 例子 . 
l 例 1.9 猜测 w. 的 公式 ， 这 里 序列 je.} 的 前 8 项 是 4, 11, 18, 25, 32, 39, 46, 5. R 
们 注意 由 第 二 项 开始 的 每 一 项 都 是 由 前 一 项 加 7 得 到 的 . 因此 第 ”项 应 该 为 初始 项 加 7(Pm - 1). 
一 个 合理 的 猜测 是 a, 4-7(n-1) 27n-3. 4 
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例 1.9 中 给 出 的 序列 是 一 个 等 差 数 列 (arithmetic progression ) ， 即 形式 为 a, a *d, a +2d， 
g +nd,，… 的 序列 . [| 1.9 中 的 序列 是 a =4，d =7 的 特殊 形式 . 

例 1.10 猜测 a, 的 公式 ， 这 里 序列 1a,} 的 前 8 项 是 5，11，29，83，245，731，2189 ， 
6563， 我 们 注意 到 每 一 项 都 接近 前 一 项 的 3 fir, ORE TE a, 的 通 项 公式 中 有 项 3"， 对 于 n=1， 
2，3，…， 整 数 3" 分 别 为 3，9，27，81，243，729，2187，6561.， 比 较 这 两 个 序列 ， 我 们 会 
发 现 产 生 这 个 序列 的 公式 为 a, =3” +2. < 

例 1.11 猜测 a, 的 公式 ,这 里 序列 |a,} 的 前 10 项 是 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 
55. 从 不 同 的 角度 观察 这 个 序列 ， 我 们 注意 到 这 个 序列 中 前 两 项 之 后 的 每 一 项 都 是 它 之 前 两 项 
的 和 ， 也 就 是 说 ， 我 们 发 现 a, 2a, a, ,, 3€nx10. 这 是 一 个 递归 定义 序列 的 例子 ,将 在 
1.3 节 中 讨论 ， 在 这 个 例子 中 列 出 的 项 是 斐 波 那 契 序列 的 前 几 项 ， 这 个 序列 将 在 1.4 节 中 讨 
ie. < 

整数 序列 在 数论 中 的 许多 地 方 出 现 ， 在 这 些 序列 中 我 们 将 会 研究 斐 波 那 契 数 ， 素 数 (第 3 
章 ) 和 完全 数 ( 在 3.7 节 中 介绍 )， 除 了 数论 ， 整 数 序列 还 出 现在 很 多 其 他 学 科 中 . 尼 尔 . 斯 劳 
恩 (Neil Sloane) 总 结 了 超过 8000 个 整数 序列 的 各 种 分 类 方式 ， 与 西蒙 普 洛 夫 (Simon Plouffe) 
共同 创立 了 整数 序列 百科 全 书 (The Encyclopedia of Integer Sequences) ([ SIPI95]).. 在 网 上 可 以 
找到 这 个 清单 的 一 个 扩展 版 本 和 一 个 程序 ， 可 以 用 来 寻找 与 输入 的 几 个 起 始 项 亚 配 的 序列 你 
会 发 现在 你 今后 的 数论 (和 其 他 学 科 ) 学 习 中 这 是 一 个 很 有 价值 的 资源 . 

我 们 现在 定义 什么 是 可 数 集 ， 并 且 证 明 一 一 个 集合 可 数 当 且 仅 当 它 的 元 来 可 以 被 列 为 一 
序列 . 

定义 ， 一 个 集合 可 数 (countable ) , EE E E T 
一 个 一 一 映射 ， 如 果 一 个 集合 不 是 可 数 的 ， 则 称 为 不 可 数 (uncountable )， 

一 个 无 穷 集合 是 可 数 的 当 且 仅 当 其 中 的 元 素 可 以 排 成 一 个 由 正 整数 标 记 的 序列 .为 了 看 到 

只 要 注意 从 正 整 数 集合 到 一 个 集合 5 的 一 一 映射 /其实 就 是 把 集合 中 的 元 素 列 成 序列 
a，om，…，a，…， 其 中 a; zf(). 

例 1.12 整数 集合 是 可 数 的 ， 因 为 整数 可 以 被 列 出 来 ， 由 0 开始 ,， 接 下 来 是 1 和 -1, 
2 和 -2， 如 此 继续 下 去 这样 产 生 一 个 序列 0，1，-1，2，-2, 3，-3，…， 这 里 a, =0， 
a ER, Gp, = - n, nz1, 2, w. < 

有 理 数 集合 是 否 可 数 ? 这 个 问题 第 一 眼看 上 去 ， 似 乎 在 正 整 数 集合 跟 有 理 数 集合 之 间 不 存 
在 一 一 上 映射， 然而， 其 中 确实 存在 一 个 映射 ， 如 下 述 定理 所 述 : 

定理 1.4 有 理 数 集合 是 可 数 的 . 

WEB] ”我 们 可 以 将 有 理 数 作为 一 个 序列 的 项 列举 如 下 : 首先 ， 我 们 将 全 部 有 理 数 排列 成 一 

二 维 阵列 ， 如 图 1. 1 所 示 . 我 们 将 第 一 行 放置 分 母 为 1 的 所 有 分 数 ， 它 们 的 分 子 按照 例 1. 12 

的 顺序 放置 ， 接 下 来 ， 我 们 按照 图 1.1 的 顺序 ， 将 所 有 分 数 序列 列举 在 连续 的 对 角 线 上 .， 最 
后 ， 我 们 将 所 有 用 来 表示 已 经 列举 过 的 有 理 数 的 分 数 删除 . 〈 例 如 ， 并 不 列举 2/2， 因 为 已 经 
列举 了 1/1.) 


o njo = 
一 w- 一 
1 1 1 
lb = 
NIN 一 
aja wje mj ~ 


图 1.1 列举 有 理 数 


所 得 序列 的 初始 几 项 是 0/1 =0, 1/1 =1, -1/1 = -1, 172, 1⁄3, -1/2, 2/2122, -2/1= 
-2，--1/3，1/4， 等 等 .此 过 程 将 全 部 有 理 数 列举 为 一 个 序列 的 项 ， 请 读者 自行 补充 证 明细 


节 . " 
1.1 52] 
l1. 确定 下 列 集合 是 否 是 良 序 的 .或 者 使 用 正 整数 集合 的 良 序 性 质 给 出 一 个 证 明 , 或 者 给 出 集合 的 一 个 没有 最 
小 元 的 子 集 作为 反例 . l 
a) 大 于 3 的 整数 集合 
b) 偶 正 整数 集合 
c) 正 有 理 数 集合 . 
d) 能 够 写成 a/2 形式 的 正 有 理 数 集合 ， 其 中 a 为 正 整数 
e) 非 负 有 理 数 集合 . 
W032. 证明; 如 果 a 和 6 为 正 整 数 ， 则 在 所 有 形式 为 a- bk(keZ ) 的 正 整 数 中 有 一 个 最 小 元 . 
3. 证 明 两 个 有 理 数 的 和 与 积 都 是 有 理 数 
4. 证 明 或 推翻 下 列 命题 . 
a) 有理 数 与 无 理 数 之 和 为 无 理 数 . b) 两 个 无 理 数 的 和 是 无 理 数 
c) 有理数 与 无 理 数 之 积 是 无 理 数 . d) 两 个 无 理 数 的 积 是 无 理 数 
*5. 用 良 序 性 质证 明 V3 是 无 理 数 . 
6. 证 明 每 个 非 空 的 负 整 数 集合 都 有 一 个 最 大 元 . 
7. 求 下 列 最 大 整数 函数 的 值 . 
a)[1/4] b)[ -3/4] c)[2271] d)[ -2] e)[I172] « [172]] D[-3*[-1/2]] 
8. 求 下 列 最 大 整数 函数 的 值 . 
a)[-1/4]  b)[ -2277] c) [5/4] d)[[1/]] e)[3/72]-*4[-37]] DI3-[172]] 
9. 求 下 列 数 的 分 数 部 分 . 
a)8/5 b)1/7 c) - 11/4 d)7 


10. 求 下 列 数 的 分 数 部 分 . 
a) -8/5 . b)22/7 c) -1 d) - 1/3 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 


16. 
17. 
` 18. 
* 19. 
* 20. 
21. 


22. 


23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
* 28. 
* 29. 
30. 


31. 


32. 


# 数 9 


[x] +[ -x] 的 值 是 什么 ? 其 中 x 为 实数 . 

证 明 当 x% 为 实数 时 [x] + [x € 172] =[2x]. 

证 明 对 于 所 有 实数 x 和 yy， 都 有 [x+y] 宇 [x] +[y]. 

证 明 当 x 和 yy 为 实数 时 ，[2x] e [2x] 2 Exd € Ey] +[x+y]. 

证 明 : 如 果 x 和 y 是正 实数 ， 则 [xy] 宇 [x][y]. 当 x 和 7y 都 负 实数 时 结果 如 何 ? 当 x 和 7y 一 个 为 正 ， 一 个 
为 负 时 结果 又 如 何 ? 

证 明 当 > 为 实数 时 ，- [ -xj 是 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 . 

证 明 [x+1/2] 是 最 接近 x 的 整数 ( 当 有 两 个 整数 与 x 等 距 时 ,这 是 其 中 比较 大 的 那个 ). 
WEB]: ADAE m 和 是 整数 ， 则 当 % 为 实数 时 , [ (x+n)/m] 2 EC[x] *2)7m]. 

证 明 当 为 非 灸 实数 时 ,[ V[x]] = x]. 

证 明 : 如 果 普 为 正 整数 ， 则 当 x 为 实数 时 , [mx] =[x] +[x+(1/m)] & [x € Qm) ] + [x € (m -1)/m]. 
如 果 一 个 序列 的 前 十 项 如 下 ， 猜 测序 列 { c,} 的 第 ”项 公式 . 

a)3, 11, 19, 27, 35, 43, 51, 59, 67, 75 

b)5, 7, 11, 19, 35, 67, 131, 259, 515, 1027 

c)1, 0, 0, 1,0, 0,0, 0, 1, 0 

d)1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123 

如 果 一 个 序列 的 前 十 项 如 下 ， 猜 测序 列 La, E 的 第 ”项 公式 . 

a)2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458, 4374, 13122, 39366 

b)1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0,1 

e)l, 2, 3, 5, 7, 10; 13, 17, 21, 26 

d)3, 5, 11, 21, 43, 85, 171, 341, 683, 1365 

REFI a 的 三 个 不 同 通 项 公式 或 规律 ， 其 中 序列 的 前 三 项 分 别 是 1，2，4. 

找 出 序列 fa, 上 的 三 个 不 同 通 项 公式 或 规律 ， 其 中 序列 的 前 三 项 分 别 是 2，3 ，6. 


证 明 大 于 - 100 的 所 有 整数 构成 的 集合 是 可 数 的 . 

证 明 所 有 形 如 n/5 的 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 这 里 n 是 整数 . 

证 明 所 有 形 如 a + bYV2 的 数 的 集合 是 可 数 的 ， 这 里 a 和。 是 整数 . 

证 明 两 个 可 数 集合 的 并 是 可 数 的 . 

证 明 可 数 多 个 可 数 集合 的 并 是 可 数 的 . 

如 果 必 要 ， 使 用 一 些 计 算 辅 助 方 法 , 求 整数 a 和 45 使 得 1<as8 且 |aa-b|<1/8， 其 中 a 为 

a)/2 b2 c)m d)e 

如 果 必 要 ， 使 用 一 些 计算 辅助 方法 , 求 整数 a 和 5 使 得 1<as10 且 |aa-65|<1/10, 其 中 a 为 

a)V3 bus c e)a d) es 

证 明 下 面 的 强 狄 利克 雷 和 逼近 定理 . 如 果 a 是 实数 , 是 正 整 数 ， 则 存在 整数 4a 和 b [R$ 1«aznB 
| oa -b| &1/(n*1). (提示 : XE n2 430, =, (jal, =, LR LAC (E D 7( € D) x 
k/(n+1), k=1, =, n+l.) is 


. 证 明 : 如 果 a 是 实数 ，n 为 正 整数 ， 则 存在 整数 k， 使 得 | a -nk| <172k. 

. 使 用 犹 利克 雷 逼 近 定 理 证 明 : WR a 为 无 理 数 ， 则 存在 无 穷 多 个 正 整 数 g9， 对 于 每 个 g 存在 一 个 整数 p, 
使 得 |a-p/g | «1/4*. 

. 求 四 个 有 理 数 p/g, 1818 | 2 -p/q | «1/4. 


70 $1s 


36. 
37. 


38. 


39. 


40 
** 41. 


求 五 个 有 理 数 prg， 使 得 | /5 -p/q | 1/4. 
证 明 : 如 果 a =a/8 是 有 理 数 ， 则 只 有 有 限 多 个 有 理 数 p/q, 1818 | p/q -a/b | «1/4. 
实数 a 的 谱 序 列 (spectrum sequence) 是 第 n 项 为 [na] 的 一 个 序列 . 


求 下 列 各 数 的 谱 序列 的 前 十 项 . 

a)2 b)/2 c)2 «2 d)e e) (1 4/5) 72 
求 下 列 各 数 的 谱 序列 的 前 十 项 . 

a)3 b)J3 c) (3 443) 72 d)a 


WEB]: 如 果 oc, W a 的 谱 序列 与 B 的 谱 序列 不 同 . 
证 明 : 每 个 正 整数 仅 在 a 的 谱 序列 或 B 的 谱 序列 中 出 现 一 次 ， 当 且 仅 当 o 和 有 是正 无 理 数 且 1/a 1/8 = 1. 
ARXBRqUEXu(nz1,2,3, -) 3 T. 我 们 规定 =1 且 w, z2. 4E TOI SA Em, m2, Xx 


整数 是 鸟 拉 姆 数 当 上 且 仅 当 它 可 以 唯一 地 写成 两 个 不 同 的 鸟 拉 姆 数 之 和 .这些 数 是 以 斯 坦 尼 斯 诺 ， 鸟 拉 姆 的 名 
字 命 名 的 ， 他 于 1964 年 第 一 个 描述 了 它们 ， 


42. 
* 43. 
x 44. 


1. 


斯 坦 尼 斯 诺 ， 乌拉 姆 (Stanislaw M. Ulam, 1909—1984 ) 出 生 于 波兰 的 Lvov ili. 从 
他 12. 岁 收 到 叔叔 送 给 的 一 架 望 远 镜 的 时 候 起 ， 他 开始 对 天 文学 和 物理 学 感 兴趣 . 
乌拉 姆 决心 去 学 一 些 必 要 的 数学 知识 来 读 懂 相对 论 ， 而 且 在 14 岁 的 时 候 ， 他 开 
始 从 课本 上 学 习 微 积分 和 其 他 数学 知识 . 

在 Lvov 的 理工 学 院 学 习 期 间 ， 乌 拉 姆 在 数学 家 巴 拿 赫 ( Banach) 的 指导 下 ， 于 
à 1933 年 获得 了 实 分 析 专业 的 博士 学 位 .1935 年 ， 他 应 邀 在 高 等 研究 院 进 行 了 几 个 月 的 
高 级 研究 ，1936 年 ， 乌 拉 姆 作为 Society of Fellows 的 成 员 进 入 哈佛 大 学 工作 一 直到 1940 年 其间， 每 
年 夏天 他 都 会 回 到 波兰 ， 在 苏格兰 咖啡 厅 之 类 的 地 方 与 他 在 这 里 的 数学 家 伙伴 们 深入 研讨 数学 . 

乌拉 姆 是 幸运 的 ， 他 于 1939 年 离开 波兰 ， 而 一 个 月 后 第 二 次 世界 大 战 就 爆发 了 .1940 年 ， 他 
在 美国 威斯康星 大 学 做 助理 教授 .1943 年 ， 他 在 Los Alamos 从 事 第 一 颗 原子 弹 的 研究 工作 ， 这 是 曼 
蛤 顿 计划 的 一 部 分 ， 在 Los Alamos， 乌 拉 姆 还 发 展 了 蒙特 卡 罗 ( Monte Carlo) 方 法 . 这 是 用 随机 数 抽 
样 技术 寻找 数学 问题 的 解 的 一 种 方法 . 

二 战 后 ， 乌 拉 姆 在 Los Alamos 一 直 待 到 1965 年 ， 他 在 南 加 州 大 学 、 科 罗拉 多 大 学 、 佛 罗 里 达 
大 学 的 学 院 工 作 过 .乌拉 姆 有 超 强 的 记忆 力 ， 而 且 口 才 极 好 ， 他 的 头脑 是 汇集 轶 闻 、 笑 话 、 智 力 游 
戏 、 语 录 、 人 公式、 问题 和 许多 其 他 信息 的 宝库 .他 写 了 许多 书 ， 包 括 《Sets，Numbers and Univer- 
ses) 和 (Adventures of a Mathematician). 他 对 包括 数论 、 实 分 析 、 概 率 论 和 生物 数学 在 内 的 很 多 数 
学 领域 感 兴趣 ， 并 作出 了 贡献 . 


求 前 十 个 乌拉 姆 数 . 
证 明 存 在 无 穷 多 个 乌拉 姆 数 . 
WEB] e 是 无 理 数 . (提示 : 使 用 e=1+1/11+1/21+1/31+… 这 一 事实 . ) 


1 节 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 


1. 求 10 PAER p/q 使 得 | m -p/q | «17g. 


整 数 . 11 


N 


. 求 20 个 有 理 数 p/g 使 得 | e -p/q | <1/q’. 
. 尽 可 能 多 地 求 出 V2 的 谱 序列 中 的 项 ( 谱 序列 的 定义 参看 习题 38 前 面 的 导言 ). 
. 尽 可 能 多 地 求 出 站 的 谱 序 列 中 的 项 ( 谱 序列 的 定义 参看 习题 38 前 面 的 导言 ). 
. 求 前 1000 个 乌拉 姆 数 . 
- 你 能 找到 多 少 对 都 是 乌拉 姆 数 的 连续 整数 ? 
. 除了 1 和 2， 其 他 任意 两 个 相继 的 乌拉 姆 数 之 和 是 否 可 以 为 另外 一 个 乌拉 姆 数 ? 如 果 是 ， 你 能 找到 多 少 个 
这 样 的 例子 ? 
8. 相继 的 乌拉 姆 数 之 间 的 差 有 多 大 ?你 认为 这 些 差 可 以 是 任意 大 吗 ? 
9. 关于 小 于 整数 ”的 乌拉 姆 数 的 个 数 ， 你 有 什么 猜想 ? 你 的 计算 是 否 支持 你 的 猜想 ? 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
L 给 定 一 个 数 a, 求 有 理 数 p/g 使 得 | a -p/q | <18. 
2. 给 定 一 个 数 o, RE B EU PI. 
3. RA n TSAR, AE n EEG 


1.2 和 与 积 


由 于 和 与 积 在 数论 的 研究 中 出 现 得 如 此 频繁 ,我 们 现在 就 来 介绍 和 与 积 的 记号 .下 面 的 记 
Sd a, 95, "S a, 的 和 : 


y a n 上 上 wm 


n 
Ya, = QI 二 402 十 十 Q 
kzi 


和 of summation) ， 是 一 个 “ 虚 变量 ”， 可 以 用 任意 字母 代替 .例如 
Sa = Ja- Jaga 


例 1.13 我 人 看 到 Y, j=1+2+3+4+5=15， yà- 2242424242210, y 2/2. 


jz1 7 了 =1 


n* 


2? (2? «2* «2? 262. 
我 们 还 注意 到 ， 在 求 和 的 记号 中 ， 求 和 下 标 可 以 在 任意 两 个 整数 之 间 变 动 ， 人 


超过 上 界 . DAR m Won 是 整数 是 满足 m<n， 则 2. a,-a, *a,,, t ta, Bim, TORTE > k= 


3! 4+4 +5 250; > 3t =3° 43! +3? -30 S, B=(-2) +(-1) +0 +P =- < 


我 们 经 常 需要 考虑 一 些 和 ， 其 中 的 求 利 下 标 是 取 遍 所 有 具有 某 种 特殊 性 质 的 整数 我 们 可 
以 使 用 求 和 记号 来 标记 在 和 式 中 出 现 的 单项 的 下 标 所 必须 满足 的 特殊 的 一 条 或 多 条 性 质 ， 下 面 
的 例子 说 明了 这 个 记号 的 作用 . 

例 1.14 RIA 

m 1/(f +1) = 171 € 172 € 1/5 + 1710 = 9/5, 


j <10 
Je in2lne Zi 


和 式 中 的 项 是 所 有 的 那些 与 不 超过 10 的 完全 平方 数 j 对 应 的 项 . < 
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章 
下 面 的 三 个 和 式 的 性 质 通常 是 很 有 用 的 .我 们 把 它们 的 证 明 留 给 读者 . 
»DEDP (1. 1) 
Y (a *b) = Ya * Y 5 (1.2) 
EiwcCÍEX((S-EàEe 4 b 


接 下 来 ， 我 们 给 出 几 个 有 用 的 求 和 公式 .我 们 经 常 需 要 求 一 个 等 比 数 列 的 相继 若干 项 的 
TI. 下面 的 例子 说 明了 如 何 推导 这 样 的 和 的 公式 . 
例 1.15 求 等 比 数列 4a，ar，…，ar,，… 的 前 n+1 项 的 和 


Sz X2 
我 们 把 上 式 两 边 同 时 乘 以 > 并 对 结果 进行 处 理 ， 
rS = r5 ar’ 
= Ya 
= Yat (平移 求 和 下 标 ) 


= 2 ar + Car” -a) (移出 第 上 =m +1 项 ,并 添加 第 上 = 0 项 ) 


= S + (ar"' - a). 
这 说 明 
rS -S = (gr - a). 
2 r1 时 求解 5， 


n+l 


_ar* -a 
| r-1 ^ 
注意 当 r=1 时 ， RME Y ar = 和 o=(n+1)a. 4 
6 
例 1.16 在 例 1.15 得 到 的 公式 中 取 a=3, r= -5 和 n=6，, 我 们 得 到 » 3(-5)!- 
3(-5)'-3 _ 
SIEUT z 39 063. «4 


下 面 的 例子 说 明 2 的 前 n MERNEM 2 FAR 1. 
$11.17. ön HERR. RA 


D2 2142425442, 
k=0 


整 ox | 13 


利用 例 1.15,， 并 取 a =1，r=2， 得 到 
pa =f 


CE2 4 和 -1. 


A 


JE un Y (a; -a_i) 的 和 被 称 为 是 合 进 的 (telescoping)， 其 中 Qos 0,, 05, "7, Qn 是 一 序 

Pj. 对 进 和 是 很 容易 计算 的 ， 因 为 
了 -= üi, 三 (ai - a) 十 (a, - a) dock (a, -= 0.1) = 0, ~ Qo. 

古 希腊 人 对 排列 规则 等 间距 的 点 组 成 的 序列 很 有 兴趣 .下 面 的 例子 说 明了 这 样 的 一 个 
序列 . 

例 1.18 EX UL b, 13, 7, d, … 是 一 个 序列 ， 其 中 所 A38 j 418 j 个 点 的 开行 三 角 
阵列 中 点 的 个 数 . < 

图 1.2 ŽK k=1, 2, 3, 4, 5 时， 相继 增 大 的 正三 角形 中 点 的 个 数 1 


A A EN 


图 1.2 三 角 数 


接 下 来 ,我们 将 要 确定 第 个 三 角 数 6 的 表达 公式 . 

例 1.19 我 们 怎么 能 够 找到 第 ”个 三 角 数 的 表达 式 呢 ? 一 种 方法 是 使 用 恒等式 (k +1)”- 
大 =25+1， 当 我 们 把 因子 大 分 离 出 来 时 ， 得 到 有 = ((kE 1) -k )/2-1/2. TEGX T RESUME k 
求 和 ， 其 中 小 =1，2，…，7， 我 们 得 到 


w^ 
t, 2 


= (X «D! £2) - yu (OR +1)? - E)/2 RR k) 


= ((n +1)°/2 - 1/2) - n/2 (46 fà & SER) 
= (m? +2n)/2 - n/2 
= (n° +n)/2 
= n(n + 1)72. 
我 们 推出 第 个 三 角 数 i sn(a+1)/2. (t, 的 另 一 种 求法 见习 题 7. ) 4 


与 求 和 类 似 ， 我 们 也 给 乘积 定义 一 个 记号 ， 数 a, a, con, a, 的 积 记 为 
II« = 0,05'0,. 
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^ 


上 面 的 字母 /是 “ 虚 变 量 ”， 可 以 用 任意 字母 代替 . 
801.20 为 了 说 明 求 积 符号 ， 我 们 有 


j=1.2.3.4.5 


II2=2.2.2.2.2 


120, 


Ep A - 35. 


阶乘 函数 (factorial function ) 在 数论 中 是 经 常 出 现 的 . 


定义 dE n AER, WD mn!( 读 为 “的 阶乘 ” ) 是 整数 1，2，… 


义 01 =1， 采用 乘积 符号 ， 我 们 有 ml = IT 


例 1.21 1!=1, 4!=1.2.3.4=24 和 12!1=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10. 


479 001 600. 


1. 


1. 


* 5. 


2 节 习 题 


求 下 列 和 式 的 值 . 


5 
a) 之 了 了 
FET 


. 求 下 列 和 式 的 值 . 


a) $3 


- 求 下 列 和 式 的 值 . 


8 
a) > 27 
j=1 


- 求 下 列 和 式 的 值 . 


10 
a) X 8 . 3; 
j-0 


LEDVIeGESS T F VEAR, HEN. 
. 把 两 个 三 角 阵 列 组 合 在 一 起 ， 其 中 一 个 是 4 行 而 另外 一 个 是 n-1 行 ， 形成 一 个 正方 形 阵列 (下 图 所 示 为 


b) > 5( -3)! 


j=1 


b Y (2) 


j-0 


e) Y, 1/1) 


j=1 


e) Y, G+1)/G+2) 


j-0 


c) > 3( - 172)! 


c) 2 (1/3)? 


n=4 的 情形 )， WEH t, oet, mm, RE e 是 第 个 三 角 数 . 


25 = 32, 和 


，n 的 积 ， 我 们 还 特别 


"12 = 


4 
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7. 把 两 个 三 角 阵 列 组 合 在 一 起 ， 每 个 都 是 nn 行 ， 形成 一 个 有 i eh th ODE 4 的 情 
Æ), 证 明 2i,=n(n+1)， 从 而 得 到 i =n(n+1)/2. 


五 边 形 数 (pentagonal numbers)p!，p。，…，p，"… 记 录 的 是 上 个 内 套 在 一 起 的 五 廊 形 中 点 的 个 数 ， 如 下 图 


op fo 


1 5 12 22 


8. 证 明 p, 21, TXI km2, p, =p + (3k-2). Aifip,- Y, (3k-2). 


9. 证 明 第 (n -1) 个 三 角 数 与 第 个 平方 数 之 和 为 第 个 五 边 形 数 . 
10. a) 用 与 三 角 数 、 平 方 数 、 五 边 形 数 类 似 的 方法 定义 六 边 形 数 . (注意 六 边 形 是 个 有 六 个 边 的 多 边 形 .. ) 
b) 求 六 边 形 数 的 公式 . 
ll. a) 用 与 三 角 数 、 平 方 数 、 五 边 形 数 类 似 的 方法 定义 七 边 形 数 . (注意 七 边 形 是 有 七 个 边 的 多 边 形 . ) 
b) 求 七 边 形 数 的 公式 . 
四 面体 数 (tetrahedral numbers)T,，T,，T;，…，T,，… 记 录 的 是 上 个 砍 大 ,在 一 起 的 四 面体 的 面 上 点 的 个 数 ， 


如 下 图 所 示 . 
10 20 


12. 证 明 第 个 四 面体 数 是 前 个 三 角 数 之 和 . 

13. 求 第 nn 个 四 面体 数 的 公式 并 证 明之 . 

14. 当 分 别 等 于 前 十 个 正 整 数 时 求 n1. 

15. 把 整数 1001，100'”，2” 和 (501)? 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 .证 明 你 的 结果 是 正确 的 . 


16. 把 下 面 各 乘积 用 [T o, 表达 ， 其 中 上 为 一 个 常数 


a) IH ka; b) II ia, e) II a; 


小 
* 
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E 1 和 E 1 
17. 使 用 恒等式 KRAI = 让- 有 计算 X iur 


E pco Id m 
18. 使 用 恒等式 三 = 二 (了 -FT 计算 Xs 


19. 用 类 似 于 例 1. 19 的 方法 和 公式 求 》 尼 的 公式 . 


20. 用 类 似 于 例 1. 19 的 方法 以 及 该 例 与 习题 19 的 结果 ， 求 » E 的 公式 . 
21. 不 用 计算 各 项 的 乘积 ,证 明 
a)10! 2617! b)10! 271513! c)16! 21415121 d)91 - 71313121 
22. Wa, a, 5, a, 为 正 整 数 ， 设 = (a,12,1--a,1) -1, c=a, la, ! a, !. MER c! =a la! a, 151. 
23. 求 所 有 满足 x! +y!=z! 的 正 整数 *，y 和 xz 
24. 求 下 面 各 乘积 的 值 . 


a) [T (1 - 1/7) b) [[ a -17» 
1. 2 节 计 实 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 , 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
l. 使 得 n! 少 于 100 位 数字 的 n 的 最 大 值 是 什么 ? 使 得 n! 少 于 1000 位 数字 的 的 最 大 值 是 什么 ? 使 得 n! 少 于 
10 000 位 数字 的 的 最 大 值 是 什么 ? 
程序 设计 
用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 给 定 序列 a, a, o, a, 的 各 项 , 计算 2 mw TT o 
2. 给 定 一 个 等 比 数列 的 各 项 ， 求 它 的 各 项 和 |. 


1.3 数学 归纳 法 
对 于 比较 小 的 n 值 ， 观 察 前 个 正 奇 整数 的 和 ， 我们 可 以 猜想 这 个 和 的 公式 ， 我们 有 


Ecl. 
14324, 
14324529, 


14345-47216, 
1423454749225, 
1432527249411 - 36. 


n 


从 上 面 的 值 ， 我 们 猜想 对 于 正 整 数 m， 有 Y, Qj-1) 21434547 + 42n-1z n. 


我 们 如 何 才能 证 明 这 个 公式 对 所 有 的 整数 n 都 成 立 ? 
数学 归纳 原理 (The principle of mathematical induction) 是 证 明 与 整数 有 关 的 结果 的 一 个 有 效 
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工具 一 一 例如 上 面 关 于 前 个 正 奇数 和 的 公式 的 猜想 .首先 ， 我们 叙述 这 个 原理 ， 然 后 说 明 如 
何 应 用 ， 接 下 来 ， 我们 使 用 良 序 原理 来 说 明 数 学 归纳 法 是 一 个 有 效 的 证 明 方法 .在 我 们 关于 数 
论 的 研究 中 ,将 要 多 次 使 用 数学 归纳 原理 以 及 良 序 性 质 . . 

使 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 特定 命题 对 所 有 正 整 数 都 成 立 ， 我 们 必须 实现 两 步 . 第 一 , WES 
为 我 们 认为 命题 成 立 的 那个 正 整 数 集合 ， 我 们 必须 说 明 1 属于 S; 即 命题 对 整数 1 为 真 . 这 叫 
做 基础 步骤 

B, RIEMER, HATERS n, WR nET SN n+l 也 属于 5; 即 如 果 这 个 命题 
对 为 真 ， 则 对 n+1 也 为 真 ， 这 被 称 为 归纳 步骤 .一旦 这 两 步 都 完成 了 ， 我们 就 可 以 由 数学 
归纳 原理 得 到 结论 : 命题 对 所 有 正 整 数 为 真 . 

一 个 包含 1 的 正 整 数 集合 如 果 具 有 如 下 性 质 ， 即 若 其 包含 整数 
5， 则 其 包含 整数 有 +1， 那 么 这 个 集合 一 定 是 所 有 正 整 数 的 集合 . 

ADSL DEADNU REA. 首先 我 们 证 明 本 节 开 始 给 出 的 猜想 . 

例 1.22 我 们 将 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 


$ -1 21434--«4(2n-1) =r 
对 所 有 正 整 数 n 成 立 . (顺便 指出 ， 如 果 我 们 关于 上 述 和 式 的 值 的 猜想 是 错误 的 ， 数学 归纳 法 
将 不 能 给 出 证 明 !) 
我 们 从 基础 步骤 开始 ， 由 于 
Y Gia cd sd 
所 以 这 一 步 成 立 . 
对 于 归纳 步骤 ， 我 们 的 归纳 假设 为 公式 对 于 nn 成立 ， 即 假定 2; (2j-1) =r. 使 用 归纳 
假设 ， 我 们 有 | | 
Y Gj-0 - Y Gi-n + (2(n+1) -1) (把 j= n+1 的 项 分 出 来 ) 
=n +2(n+1)-1 (使 用 归纳 假设 ) 
=n +2n+1 
= (n41).. 


由 于 基础 步 又 和 归纳 步 又 都 完成 了 ， 我 们 知道 结果 成 立 . < 
下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 不 等 式 . 


数学 归纳 法 的 起 源 

已 知 的 数学 归纳 法 的 使 用 最 早出 现在 16 世纪 数学 家 Francesco Maurolico( 1494—1575) 的 工作 中 ， 在 
他 的 著作 《Arithmeticorum Libri Duo》 中 ，Maurolice 给 出 了 整数 的 各 种 性 质 以 及 证 明 . 为 了 完成 一 些 证 
明 ， 他 发 明了 数学 归纳 法 .在 他 的 书 中 ， 数 学 归纳 法 首次 出 现在 证 明 前 ”个 正 奇数 的 和 是 n 中 . 


18 $1x 


501.23 我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 n! n^ 对 任意 正 整数 n 成立， 基础 步 又 ， 也 就 是 当 
n=1 时， 由 于 1!=1<1 =1， 故 命题 成 立 ， 现 在 假定 n! n^; 这 就 是 归纳 假设 ， 为 了 完成 证 
明 ， 我 们 必须 证 明 ， 在 上 述 归纳 假设 成 立 的 条 件 下 ，(m +1)!< (n+1)"” .应 用 归纳 假设 ， 
我 们 有 

(n*1)! (n1) *n! 
x (n1)n* 
< (n*1)(n 1)" 
= (n&1)"*. 
这 样 就 结束 了 归纳 步骤 ， 并 且 完 成 了 整个 证 明 . 4 
现在 我 们 根据 良 序 性 质证 明 数 学 归纳 原理 . | 

证 明 设 5 是 包含 1 的 正 整 数 集合 ， 并 且 如 果 它 包含 整数 n， 则 一 定 包含 n+1， 假定 (为 
了 推出 矛盾 )5 不 是 所 有 正 整数 的 集合 ， 因 此 有 某 个 正 整数 不 包含 在 集合 SI. h REFER, 
由 于 不 包含 在 $ 中 的 正 整数 集合 是 非 空 的 ， 所 以 不 包含 于 5 中 的 所 有 正 整 数 中 存在 一 个 最 小 
的 ， 记 为 n， 注 意 由 于 1 在 S$ 中 , 故 nz1. 

现在 ， 由 于 nn>1( 因 为 不 存在 正 整 数 n WE n<1), n-1 是 小 于 nn 的 正 整 数 ， 并 且 一 定 
在 集合 5 中 .但 是 因为 5 包含 -1， 从 而 一 定 包含 (n -1) +1=n， 这 与 假定 为 不 包含 于 5 
中 的 最 小 整数 矛盾 .这 说 明 S 一定 是 所 有 正 整 数 的 集合 . " 

数学 归纳 法 的 另 一 形式 有 时 在 证 明 中 也 很 有 用 . 

定理 1.6( 第 二 数学 归纳 原理 ) 包含 1 的 正 整数 集合 ， 并 且 具 有 下 述 性 质 : 对 每 一 个 正 整 
数 屎 ， 如 果 它 包含 全 体 正 整数 1，2，…， nn， 则 它 也 包含 整数 n+1， 那 么 这 个 集合 一 定 是 所 有 
正 整 数 的 构成 的 集合 . 


为 了 区 别 于 数学 归纳 原理 ， 第 二 数学 归纳 原理 有 时 也 称 为 强 归 纳 ， 而 数学 归纳 原理 也 称 为 


88 Ja 4h. 

在 证 明 第 二 数学 归纳 原理 的 有 效 性 之 前 ， 我 们 先 给 出 一 个 例子 说 明 如 何 使 用 它 . 

例 1.24 我 们 要 证 明 任何 超过 1 分 的 邮资 都 可 以 仅仅 由 2 分 和 3 分 的 邮票 构成 ， 对 于 基础 
步 又， 注 意 2 分 的 邮资 可 以 使 用 一 张 2 分 的 邮票 ，3 分 的 邮资 可 以 使 用 一 张 3 分 的 邮票 . 

对 于 归纳 步骤， 假定 所 有 不 超过 n(n 2 3) 4: IA E VESE RI DLE 2 分 和 3 分 的 邮票 构成 ， 则 
n * 14r fS EVE RI EAE n -工分 的 邮资 和 一 张 2 分 的 邮票 构成 ， 这 就 完成 了 证 明 . < 

现在 证 明 第 二 数学 归纳 原理 是 正确 的 . 

证 明 设 了 是 一 个 包含 1 的 整数 集合 ， 并 且 满 足 对 任意 正 整 数 n， 如 果 它 包含 1，2，…， 
n， 则 它 也 包含 n+1， 设 5 是 所 有 使 得 小 于 等 于 n 的 正 整数 都 在 7 中 的 正 整 数 的 集合 ， 则 1 
dE Sh, 并且， 根据 假设 ,我们 看 到 如 果 nn 在 $S 中 , 则 n+1 在 S$ 中 ， 因 此， 由 数学 归纳 法 原 
理 ，5 必 为 所 有 正 整 数 的 集合 ， 故 显然 了 也 是 所 有 正 整 数 的 集合 ， 因 为 5S 是 了 的 一 个 子 集 . a 


递归 定义 | 
数学 归纳 原理 提供 了 一 种 方法 来 定义 函数 在 正 整数 处 的 值 ， 我 们 不 用 明确 给 出 函数 在 n 处 
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的 值 ， 而 是 给 出 其 在 1 MAKE, DDROMTEGEIENENO n, MAARE n 处 的 值 来 寻找 在 n+1 处 的 
值 的 规则 . 

定义 ”我 们 说 函数 是 递归 定义 的 ， 如 果 指 定 了 /在 1 处 的 值 ， 而 且 对 于 任意 正 整 数 n， 
都 提供 了 一 个 规则 来 根据 f(n) 确 定 f(n+1). 

数学 归纳 法 原理 可 以 用 来 证 明 递归 定义 的 函数 在 每 个 正 整数 上 都 是 唯一 定义 的 (参看 本 节 
末尾 的 习题 25)， 我们 用 下 面 的 例子 说 明 如 何 来 递归 定义 一 个 函数 . 

例 1.25 我 们 将 递归 定义 阶乘 另 数 /(n) =n!， 首 先 ， 我 们 给 定 

fa) =1. 
然后 我 们 对 每 个 正 整 数 给 出 一 个 根据 f(n) 求 f(n+1) 的 规则 ， 即 
f(n*1) = (n1) *f(n). 

这 两 个 公式 对 正 整 数 集合 唯一 定义 了 nl. 

根据 递归 定义 来 求 K6) =6! 的 值 ， 连 续 应 用 第 二 个 公式 如 下 : 

f(6) =6:f(5) 26-5-f(4) 26-5-4-*/f(3) =6.:5.4.3.f(2) =6.5.4:3. 2. f(1) 
然后 应 用 定义 中 的 第 一 个 公式 使 用 /(1) 的 值 1 来 代替 它 ， 得 到 
6! =6.:5.:4.3.2.1 = 720. : 4 

第 二 数学 归纳 原理 也 可 以 作为 递归 定义 的 基础 ， 我 们 可 以 如 下 定义 一 个 定义 域 为 正 整 数 集 
合 的 函数 : 首先 指定 它 在 1 处 的 值 ， 并 且 对 每 个 正 整数 nx， 给 定 一 个 根据 f(j) (1<j<n-1) 的 
值 求 /(n) 的 规则 ， 这 将 是 在 1.4 节 中 讨论 的 斐 波 那 契 数 序列 定义 的 基础 
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l. 用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 正 整数 nx， 有 nn<2". 
.猜想 前 =” 个 正 偶数 的 和 的 公式 . 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结果 . 


N 


3. 用 数学 归纳 法 对 任意 正 整 数 w， 有 了 oem rop tope 2r T 
4. 对 较 小 的 整数 ”猜测 Y, y = 本 + 于 了 + + CT 的 公式 ,用 数学 归纳 法 证 明 你 的 猿 测 是 正 


确 的 . (53 1.2 节 习 题 17 比较 . ) 


. 猜测 4" 的 公式 ， 其 中 4= (0 1 


UA 


] ， 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 猜测 


CN 


. 用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 正 整 数 4, 都 有 $ j=1+2+3+ +n=n(n+1)/2. (与 1.2 节 例 1.19 比较 . ) 


- 


. 用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 正 整 数 =， 都 有 2. j V 2 +3 +e tn 2n(n41)(2n *1)/6. 


oo 


. 用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 正 整数 上 ， 都 有 PEP +3 +o z[n(n«1)/2]*. 


X 


用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 正 整数 n， 都 有 Y jG+1) =1 "2+2 .3+ +n: (n+1) =n(n+1)(n+2)/3. 


10. 用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 正 整数 =， 都 有 > (x1) =P co! 3) (1) n(n 172. 


B 
* 


20 


24. 


25. 
26. 
27. 
28. 


29. 


30. 


31. 
32. 


-R Bax. 


. 证 明 对 任意 正 整 数 4， 都 有 Y jeje 1182-2 een nb (n+1)1-1 


. 证 明 大 于 11 分 的 任意 整数 分 值 的 邮资 都 可 以 仅仅 由 4 分 和 5 分 的 邮票 构成 . 
. 证 明 大 于 53 分 的 任意 整数 分 值 的 邮资 都 可 以 仅仅 由 7 分 和 10 分 的 邮票 构成 . 


OH, EORR OC ME n SUR, HH, = Y 1%. 


. 用 数学 归纳 法 证 明 Hn m1 + n/2. 

. 用 数学 归纳 法 证 明 His lon. 

: 用 数学 归纳 法 证 明 : WR 为 正 整 数 ， 则 (2n) 12" (nl). 

. 用 数学 归纳 法 证 明 x-y 是 和 马 - 入 的 因子 ,其 中 x 和 yy 是 变量 . 

.应 用 数学 归纳 原理 证 明 ， 包 含 整数 的 整数 集合 如 果 满足 只 要 包含 4 就 包含 n+1， 则 这 个 集合 包含 大 于 等 


于 上 的 整数 集合 . 


. 应 用 数学 归纳 法 证 明 对 于 n>4， 有 2 «nl. 

. 应 用 数学 归纳 法 证 明 对 于 n>4， 有 二 n1!. 

. 应 用 数学 归纳 法 证 明 : ADR AT -1， 则 对 于 任意 非 负 整 数 n, 1 +nh< (1 +h)". 

.七巧板 问 题 就 是 把 它 的 每 一 块 按照 正确 的 方式 组 合 在 一 起 .证 明 解 决 n 片 七 巧 板 问题 恰 需 要 移动 n -1 步 ， 


其 中 移动 一 步 表 示 把 两 块 放 在 一 起 ,而 每 一 块 包含 一 个 或 多 个 装配 好 的 片 ，( 提 示 : 用 第 二 数学 归纳 

原理 . ) : 

解释 下 面 利用 数学 归纳 法 证 明 所 有 马 都 是 同色 的 过 程 错 在 哪里 : 显然 只 有 一 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 是 同色 

的 ， 这 就 是 基础 步骤 .现在 假定 任何 n 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 是 同色 的 .考虑 有 n+1 匹 马 的 集合 ,分 别 

标记 为 整数 1，2，…， n+1.， 由 归纳 假设 ,标号 为 1，2，…, n 的 马 为 同色 的 ,标号 为 2, 3,…, n, n+l 

的 马 也 为 同色 的 .由 于 这 两 个 集合 有 公共 成 员 ， 即 2，3, 4，…, nn 号 马 ， 所 以 所 有 的 这 n+1 匹 马 一 定 是 

同色 ， 这 就 完成 了 归纳 步骤 . 

应 用 数学 归纳 原理 证 明 递 归 定 义 的 函数 在 每 个 正 整数 处 的 值 都 是 唯一 确定 的 . 

ESO) =2 和 fn+1) «2f(n) , nz 1 递归 定义 的 函数 An) 是 什么 ?用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结论 . 

如 果 g 是 由 g(1) =2 和 g(n) =2"- 7)(n>2) 递 归 定 义 的 ,那么 g(4) 是 多 少 ? 

应 用 第 二 数学 归纳 原理 证 明 : 如 果 指 定 f(1) 的 值 ， 旦 给 定 了 根据 /在 前 个 正 整 数 处 的 值 求 /(n+1) 的 规 

Wy, DU f(n)Xr AE 1E 8E n 都 是 唯一 确定 的 . 

我 们 对 所 有 正 整数 二 递归 地 定义 函数 如 下 : /(1) 81, f(2) 95, BE n2, fin *1) 2f(n) *2f(n - 1). 

用 第 二 数学 归纳 原理 证 明 f(n) 22" e C-1)*. 

证 明 当 n 为 大 于 4 的 整数 时 ，2” o n. 

BE aQ-21, a =3, a,-9, HX n23, a, =a, +a, +a 3 证 明 对 每 个 非 负 整数 ，o, 3". 

河内 塔 是 在 19 世纪 末 流 行 的 难题 ， 这 个 题目 包括 三 个 本 桩 和 八 个 不 同 尺 寸 县 按照 尺寸 大 小 放置 的 圆 环 ， 

这 些 圆 环 最 大 的 在 底部 ， 全 都 套 在 一 个 木 柱 上 .， 题 目的 目的 是 每 次 移动 一 个 圆 环 ， 并 不 能 把 尺寸 大 的 圆 环 

放 在 尺 二 小 的 圆 环 上 面 ， 利 用 第 三 个 辅助 木 桩 ， 把 所 有 的 圆 环 从 第 一 个 木 桩 移动 到 第 二 个 木 桩 . 

a) 应 用 数学 归纳 法 证 明 ， 按 照 前 述 规则 把 ”个 圆 环 从 一 个 本 桩 移动 到 另外 一 个 木 桩 上 的 最 小 移动 次 数 为 
2" -1. 

b) 一 个 古代 传说 讲述 的 是 在 一 个 有 64 个 金 环 和 三 个 钻石 桩 子 的 塔 中 的 一 些 僧侣 .当世 界 被 创立 之 初 ， 他 
们 以 每 秒 钟 移动 一 个 环 的 速度 开始 移动 金 环 ， 而 当 他 们 把 所 有 的 环 都 移动 到 第 二 个 柱子 上 时 ， 就 是 世 
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界 的 末日 . 那么 这 个 世界 将 会 存在 多 久 ? 
*33. 正 实数 a, a3, 0, a, 的 算术 平均 和 几何 平均 分 别 为 4= (a, +a, ++ +a,)/n 和 6 - (a,a,7:a,) ^. 用 数 
学 归纳 法 证 明 对 任意 正 实 数 的 有 限 序列 ，4>= 6G， 等 式 何 时 成 立 ? 
34. 用 数学 归纳 法 证 明 缺 一 个 小 方 格 的 2" x 2^ 的 棋盘 可 以 被 二 形 的 片 覆盖 ， 其 中 每 个 天 形 片 包括 三 个 小 方 格 . 
* 35. 单 分 数 是 形 为 1/n 的 分 数 ， 其 中 为 正 整数 ， 由 于 古 埃及 人 把 分 数 表示 为 不 同 的 单 分 数 的 和 ， 因 此 这 样 的 
和 被 称 为 埃及 分 数 . 证 明 任意 有 理 数 p/q, HP pAg 为 整数 ,上 且 0<p<g, 可 以 被 写 为 不 同 的 单 分 数 的 
和 ， 即 写 为 埃及 分 数 . (提示 : 对 分 子 p 用 强 归 纳 来 证 明 在 每 一 步 加 一 个 可 能 的 最 大 单 分 数 的 算法 是 可 以 
终止 的 ， 例 如， 运行 这 个 算法 证 明 5/7 =1/2+1/5 € 1/70. ) 
36. 用 习题 35 的 算法 ， 把 下 面 这 些 数 写 为 埃及 分 数 . 


a)2/3 b)5/8 c)11/17 d)44/101 
1. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


用 Maple 或 ,Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 使 用 数值 和 符号 计算 两 种 方法 ， 完 成 基础 和 归纳 步骤 ， 对 所 有 正 整 数 n， 证明 Y jen(n*01)72. 


2. 使 用 数值 和 符号 计算 两 种 方法 ， 完 成 基础 和 归纳 步 又， 对 所 有 正 整数 ”， 证 明 Di =n(n+1)(2n+1)/6. 
3. 使 用 数值 和 符号 计算 两 种 方法 ， 完 成 基础 和 归纳 步骤 ， 对 所 有 正 整 数 n， 证明 L4 7 (n(n41)/2)*. 


4. 利用 n=1, 2, 3, 4, 5, 6 时 2: 三 的 值 来 猜测 这 个 和 的 表达 式 是 一 个 的 5 次 多 项 式 ， 并 从 数值 和 符号 计 
算 两 种 途径 用 归纳 法 证 明 你 的 猜测 . 

5. Paul Erdós 和 E. Strauss 曾经 猜测 分 数 4/n 可 以 被 写 为 三 个 单 分 数 的 和 ， 即 对 任意 满足 n>>1 的 整数 ，4/n = 
1/x+1/y+1/z， IEP x, y FI z 是 不 同 的 正 整 数 ， 对 尽量 多 的 正 整 数 nn 求 这 样 的 表示 . 

6. 设 p 和 g 是 满足 0<p<g 的 整数 ， 且 9 为 奇数 ， 猜 想 有 理 数 p/q 可 以 表示 为 埃及 分 数 ， 即 奇数 分 母 的 单 分 
数 之 和 .使 用 下 述 算法 研究 这 个 猜想 ， 即 在 每 一 步 逐 步 地 加 上 具有 最 小 正 奇 数 分 母 4 的 单 分 数 . (例如 ， 
2/7 21/5 +1/13 +1/115 +1/10, 465. ) 

程序 设计 

用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
* 1. 列 出 河内 塔 问题 (见习 题 32) 中 的 移动 步 又 ， 如 果 可 以 ,动画 这 些 移动 步骤. 
**2, 用 三 形 片 覆 盖 缺 一 个 小 方 格 的 2” x 2" 棋盘 (见习 题 34). 
3. 给 定 有 理 数 pg ， 用 习题 35 中 描述 的 算法 把 p/g 表示 为 埃及 分 数 . 


1.4 斐 波 那 契 数 


数学 家 斐 波 那 契 在 他 写 于 1202 年 的 书 《 算 经 》 (Liber Abaci) 中 提出 了 一 个 涉及 某 特 定 地 
区 中 兔子 的 生长 数量 的 问题 . 这 个 问题 可 以 如 下 氢 述 : 一 对 年 轻 的 兔子 ， 每 种 性 别 一 上 只， 被 放 
在 一 个 岛 上 . eR UMS 两 个 月 后 每 对 兔子 每 个 月 生 一 对 兔子 ， 问 ”个 
月 后 有 多 少 对 兔子 ? 

设 f 为 n 个 月 后 兔子 的 对 数 . 我 们 有 f=1， 因为 一 个 月 后 在 名 上 只 有 原始 的 那 对 兔子 
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由 于 这 对 兔子 在 第 二 个 月 不 繁殖 , h=. 为 了 求 n 个 月 后 的 兔子 对 数 ， 把 岛 上 上 个 月 的 数目 . 
-1:， 加 上 新 出 生 的 兔子 对 数 ， 即 f,_，， 因 为 每 一 对 新 出 生 的 兔子 都 来 自 于 至 少 两 个 月 大 的 免 
子 . 这 就 导出 了 下 面 的 定义 . 

定义 ” 斐 波 那 契 序列 有 如 下 递归 定义 , fo-1, 21, Bpae3,f2-facfo HR 
列 中 的 项 被 称 为 斐 波 那 契 数 . 


斐 波 那 契 (Fibonacci，1180 一 1228) (filus Bonacci, Bonacci 之 子 的 简称 ) 也 称 为 比萨 的 
里 昂 纳 多 ， 生 于 意大利 的 商业 中 心 比 萨 ， 斐 波 那 契 是 一 个 商人 人， 经常 往来 于 中 东 . 

在 那里 他 接触 了 一 些 阿 拉 伯 世界 的 数学 工作 .在 他 的 著作 《 算 经 》 中 ， 斐 波 那 契 将 
(o 阿拉 伯 数 字 的 记 法 及 其 算法 引入 了 欧洲 .该 书 中 就 提 到 了 这 个 著名 的 兔子 繁殖 问 
题 . 斐 波 那 契 还 写 过 一 本 关于 几何 学 与 三 角 几 何 学 的 专著 《Practica geometriae) 以 
及 一 本 关于 丢 番 图 方程 的 书 《Liber quadratorum). 


数学 家 爱德华 - 卢 卡 斯 于 19 世纪 给 出 了 这 个 序列 的 许多 性 质 ， 并 以 斐 波 那 契 命名 这 个 序 
列 ， 斐 波 那 契 问题 的 答案 是 半 个 月 后 岛 上 有 六 对 兔子 . 

在 研究 斐 波 那 契 序 列 的 性 质 时 ， 检 查 它 的 初始 几 项 是 十 分 有 用 的 . 

例 1.26 我 们 计算 前 十 个 斐 波 那 契 数 如 下 : 
f=f+f=1+1=2 
=fp+f=2+1=3 
f2Rhtfhá-23-42255 
f=f+t+h =5+3=8 
f=ft+f=8+5 = 13 
f=f+f =13+8=21 
pp=f+f =21 +13 = 34 


fa =h +f =34 +21 = 55. | á 
我 们 可 以 定义 =0， 从 而 =f + 有 hh， 我 们 还 可 以 对 负数 定义 f,， 使 其 满足 递归 定义 ( 见 
习题 37). x 


斐 波 那 契 数 显示 出 了 多 得 令 人 惊讶 的 应 用 . 例如 ， 在 植物 学 中 植物 的 螺旋 线 的 数目 ， 就 是 
我 们 所 知 的 叶 序 ， 总 是 斐 波 那 契 数 . 它们 在 大 量 计 数 问题 的 解答 中 出 现 ， 例 如 在 没有 两 个 连续 
的 1 的 比特 串 数 目的 计数 问题 中 [ Ro03 ] . 

斐 波 那 抽 数 还 满足 相当 多 的 恒等式 ， 例 如 ， 我 们 可 以 容易 地 找到 一 个 关于 前 半 个 斐 波 那 契 
数 的 和 的 恒等式 . : 

例 1.27 对 于 3<n<8， 前 个 斐 波 那 契 数 的 和 等 于 1,，2, 4, 7, 12, 20, 33 和 54. W 
察 这 些 数 ， 我 们 看 到 它们 恰 比 斐 波 那 契 数 矿 ;小 1 故 可 以 猜想 


P»; Sfi l. 
我 们 是 否 能 证 明 这 个 恒等式 对 所 有 正 整 数 n 成 立 ? 
我 们 将 要 用 两 个 不 同 的 方法 证 明 这 个 恒等式 对 于 所 有 整数 = 成立， 我 们 提供 两 个 不 同 的 实 
例 来 说 明 : 常常 有 多 种 方法 来 证 明 一 个 恒等式 是 正确 的 . | 
首先 ， 我 们 利用 事实 f, fii tfan =R, 3, 081 fom fas cias P k=l, 2, 


DNA 2, s Ta). 


EFi 


我 们 很 容易 计算 这 些 和 ， 因为 它们 是 一 进 和 ， 利 用 1. 2 节 中 的 又 进 和 的 公式 ， 我 们 得 到 
Y f = fima Th Sfm l B 


这 就 证 明了 这 个 结果 . a 
我 们 还 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 恒等式 ， 因 为 Y i1. Hood 2A 122-121, 
基础 步骤 成 立 ， 归 纳 假设 是 e 
YA =f. -1. 
我 们 必须 在 这 个 假设 下 证 明 到 
YA =f d: 
为 证明 这 个 结果 ， 注 意 根据 归纳 假设 我 们 有 
Th (EA) tn 
= (fa -1) +hn 
= (fam tfan) 71 
l =f.3 -1. 
本 节 未 的 习题 要 求 你 去 证 明 许多 关于 斐 波 那 契 数 的 其 他 恒等式 . 
斐 波 那 契 数 增长 有 多 快 


下 面 的 不 等 式 说 明 斐 波 那 契 数 比 公 比 为 a= (1 +V5)72 的 等 比 数列 增长 得 快 ， 这 一 结论 将 
在 第 3 章 中 应 用 . | | 

$1.28 我 们 可 以 用 第 二 数学 归纳 原理 证 明 对 n23, f>”, 其 中 = (1 445)7/2. 3 
础 步 又 包括 对 于 ”=3 和 =4 验证 这 个 不 等 式 ， 我 们 有 a 二 2 = 卢 ， 所 以 定理 对 ”= 3 Rr. H 
于 吧 =(3 +4Y 引 /2 二 3 =f,， 故 定理 对 n=4 成 立 . | 

归纳 假设 假定 对 满足 上 <n 的 所 有 整数 都 有 of HUP a= (1+V5)/2 -x-1-0 


E: 
* 
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的 一 个 解 ， 我 们 有 o^ = a 1. 因此 


oa a”? = a^? c g^? 
由 归纳 假设 ,我 们 得 到 不 等 式 
a" «f,, a"? «f, E 
把 这 两 个 不 等 式 加 起 来 ， 得 到 
aU <f KE = fn 
这 就 完成 了 证 明 . S 


我 们 用 第 ”个 斐 波 那 契 数 的 一 个 显 式 计算 公式 来 结束 本 节 . 我 们 在 正文 中 不 给 出 证 明 ， 但 
是 在 本 节 末 的 习题 41 和 习题 42 中 概述 了 如 何 分 别 利用 线性 齐 次 递归 关系 和 和 母 函数 来 求 这 个 公 
式 ， 进 一 步 ， 习 题 40 要 求 你 通过 说 明 这 些 项 满足 与 斐 波 那 契 数 相同 的 递归 定义 来 证 明 这 个 恒 
等 式 ， 习 题 45 要 求 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 前 两 个 方法 的 优点 是 它们 可 以 用 来 发 现 公式 ， 而 后 
两 个 方法 却 不 能 . 


定理 1.7 设 n 是 正 整 数 ， as Lt. p-1555. WE n4 3X RARGEC f, 由 下 式 给 出 : 


fe gn cp. 

我 们 已 经 给 出 了 关于 斐 波 那 契 数 的 几 个 重要 结果 ， 有 大 量 关 于 这 些 数 以 及 它们 在 植物 学 、 
计算 机 科学 、 地 理学 、 物 理学 以 及 其 他 领域 的 应 用 的 文献 (参见 [ Va89] )， 其 至 有 一 个 学 术 刊 
物 《 斐 波 那 契 季刊 》 (The Fibonacci Quarterly) ， 专 门 报道 关于 它们 的 研究 . 


1.4 节 习 题 


RF RISE RA. 
A b) fi cf. d)f, e)fo ffs 

2. 求 斐 波 那 契 数 . 
8)fi, b) fis cM d) fa e) fy Dfa 

. 证 明 当 为 正 整数 时 , f, +f, 2f a. 

. 证 明 当 为 正 整数 时 , fa f, -2f, s. 

- 证 明 当 n HERR, fn f 2f, f, (GERA 20.) 

. 证 明 当 为 满足 n>2 MURORUM, f +/,,, 3f (注意 人 =0. ) 

` 对 正 整 数 , 求 前 个 奇数 下 标的 斐 波 那 问 数 的 和 的 简单 公式 ， 并 且 给 出 证 明 ， 即 求 f +A f 
个 公式 . | 

8. 对 正 整 数 ”， 求 前 个 偶数 下 标的 斐 波 那 契 数 的 和 的 简单 公式 ， 并 且 给 出 证 明 ， 即 求 广 + 六 + …+ 户 的 一 个 
AX. 

9. HEES n, RRARS - f. fo (21) f, 的 一 公式 . 

10. ERK n HERR, fani sfa tf 

11. 证 明 当 为 正 整数 时 , of -a ER =0.) : 

12. 证 明 当 为 满足 n3 WEER, fef tfaa 2f, Af, Bf 2 20, 


- 


S OO € U 
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13. 证 明 对 任意 正 整数 nf fofi e fm fae 
14. 证 明 对 任意 正 整 数 4, faf f 6-1)" 
15. 证 明 对 任意 正 整数 4, n>2, ff faf = 万 
16. 证 明 : WR n 是 一 个 正 整数 ,， REA Ane fes mf 
17. WAK m 和 为 正 整 数 时 , fanin “Safari +Safa-i 
户 卡 斯 数 以 François- Eduoard- Anatole Lucas( 见 第 7 章 的 人 物 传 记 ) 命 名 ,递归 定义 如 下 ; 
L, = La +L, n3 
其 中 工 =1, L=3. 它们 满足 与 斐 波 那 契 数 相同 的 递归 关系 ， 但 是 初始 的 两 项 是 不 同 的 . 
18. 求 前 12 个 卢 卡 斯 数 . | 
19. 当 为 正 整 数 时 ， 求 前 = 个 卢 卡 斯 数 的 和 的 公式 ， 并 证 明之 . 
20. 34 n 为 正 整 数 时 ， 求 前 二 个 奇数 下 标的 卢 卡 斯 数 的 和 的 公式 ， 并 证 明之 . 
21， 当 为 正 整 数 时 ， 求 前 n 个 偶数 下 标的 卢 卡 斯 数 的 和 的 公式 ， 并 证 明之 . 
22. 证 明 当 n 为 满足 n22 的 整数 时 ,， L LL, 1=5( 一 1)". 
23. 证 明 当 为 满足 n 宇 1 的 整数 时 ， 忆 + 已 +…+ 天 = 大 了 一 2. 
24. 证 明 第 个 卢 卡 斯 数 是 第 n+1 个 斐 波 那 契 数 六 ,和 第 二 -1 个 斐 波 那 契 数 六 ,之 和 . 
25. 证 明 对 满足 n> 的 所 有 整数 m， f =f,L,， 其 中 EEn SEQ SUE, L 是 第 nn 个 卢 卡 斯 数 . 
26. 证 明 当 为 正 整 数 时 ，5f,,, =L, + Lou, Eh f, ER n SEQOIB SUR, L, 是 第 ”个 卢 卡 斯 数 . 
* 27. 证 明 当 m 和 为 正 整 数 且 n>>1 时 ,Li ,=fwL, +f,L,-1:， 其 中 /是 第 nn 个 裴 波 那 契 数 ，L, 是 第 nn 个 卢 卡 
斯 数 . 
28. WEH n AERA L, 由 下 式 给 出 
L, =œ «Bg, 

XP a= (1 +45)/2, B=(1 -45)/2. 

正 整 数 的 泽 肯 条 夫 (Zeckendorf) 表 示 是 把 整数 写成 不 同 的 斐 溉 那 契 数 和 的 唯一 表示 ， 其 中 这 些 斐 波 那 契 数 
中 没有 任何 两 个 是 斐 波 那 契 序列 中 的 连续 项 ， 并 且 其 中 不 使 用 万 =1 这 一 项 (但 是 可 能 会 用 到 户 =1 这 项 . ) 
29. 求 整数 50，85，110 和 200 的 正 整 数 的 泽 肯 几 夫 表示 . 

* 30. 证 明 每 个 正 整 数 都 有 了 唯一 的 正 整数 的 泽 肯 林 夫 表示 . 
31. 证 明 对 每 个 满足 n2 HERR n WA fsa, KP as (1+V5)72. 


32. 证 明 
De 


EP n JENER, fa AB n+l PERRA. (关于 二 项 式 系数 请 参看 附录 B. 这 里 这 个 和 结束 于 项 、 


bod ) | . 
33. 证明 当 n 为 非 负 整 数 时 ， > ()/ 4. 3t 5 8j rst 


|o) Riera (n n) 


35. 通过 对 习题 34 的 结果 两 边 同 时 取 行 列 式 ,来 证 明 习 题 14 中 的 恒等式 . 
36. 递归 定义 广义 辈 波 那 契 数 如 下 : 817980, £ =b, Hg,-28,4 *t8,2» nzà. 证 明 E793], 5 + io nz3. 


34. &r-( 


26 21x 


37. F n 为 负 整数 时 ， 给 出 斐 波 那 契 数 的 一 个 递归 定义 ， 用 你 的 定义 对 mn= -1, -2, -3, c, - I0 RH f. 

38. H n 为 正 整数 时 ， 利 用 习题 37 的 结果 给 出 一 个 刻画 . 广 , 和 人 的 关系 的 公式 的 猜想 ， 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 猜想 . 

39. 下 面 的 陈述 中 哪里 有 错 ? 8 x8 的 正方 形 能 够 分 割 成 几 片 ， 并 在 重新 安置 之 后 形成 一 个 如 图 所 示 的 5 x 13 
长 方形 . 


3 5 13 
(提示 : 观察 习题 14 中 的 恒等式 ， 哪 里 多 出 了 一 个 平方 单元 ?) 


40. 证 明 : 如 果 a, Ni -g'), 其 中 a=(1+V5)/2, B2 (1-45)72, W 4,208, ,*08,.5,, Ha =a, 21. 从 


而 得 到 上 -a,, rh f, ER n 4 SEWOIESURC 
一 个 常 系数 的 2 次 线性 齐 次 递归 关系 是 一 个 形 如 
à, = Ciani + 60, 
WEGE, Hope 为 实数 且 cz 天 0， 不 难 证 明 ( 见 [Ro03]) 如 果 方 程 产 -cir-cs =0 有 两 个 不 同 的 根 六 和 疡 ， 
则 序列 fa,} 是 线性 齐 次 递归 关系 a, 70,2, * 6a, 的 解 当 且 仅 当 as = Cirrt+tCP2， 其 中 中 =0，1，2，…，Ci 
和 C, 是 常数 ， 这些 常 数 的 值 可 以 通过 这 个 序列 的 前 两 项 求 得 . 
41. 通过 解 初始 条 件 为 hh =0 FIL f, S1 的 递归 关系 f= 所 1+-，，n=2,3,，…, OR f, 的 显 式 公 式 ， 从 而 证 明定 
理 1.7. 
”序列 ao，a1，…，Qs，"… 的 母 函 数 是 无 穷 级 数 


G(x) = > a,x*. 
ETO 


42. MERR G(x) = 》 jx: 来 求 凡 的 一 个 显 式 公 式 ， 证 明定 理 1.7， 其 中 凡是 第 大 个 斐 波 那 契 数 .， (提示; 使 


HRERS fei ef a (2, 3, =) REH G(x) -xG(x) -4 G(x) =x 解 这 个 方程 证 明 G(x) =x/(1-x -和 )， 
然后 像 在 微 积 分 中 一 样 把 它 写成 部 分 分 式 . ) (关于 应 用 母 函 数 的 信息 请 参看 [ Ro03]. ) 

43. 用 习题 41 中 的 技巧 求 卢 卡 斯 数 的 显 式 公 式 . 

44. 用 习题 42 中 的 技巧 求 卢 卡 斯 数 的 显 式 公式 . 

45. 用 数学 归纳 法 证 明定 理 1.7. 


1.4 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. RIERA ER fioo > fons 和 .oo 
2. 求 卢 卡 斯 数 Loo; Ly fill Loo: 
3. —^4- 4 ACUTE BO f OE e HII SE UICE REEM e M y BOR EUG E CRUISE EDU ay ext y! -2x y! - y! ty 
” 27 的 全 部 正 值 ， 对 满足 x+y<100 的 非 负 整数 * 和 7y， 验 证 这 个 猜想 . 


# AX 27 


程序 设计 

用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
. 给 定 一 个 正 整 数 ”， 求 斐 波 那 契 序列 的 前 = 项 . 
- 给 定 一 个 正 整 数 ”， 求 卢 卡 斯 序列 的 前 = 项. 


1.5 整除 性 


一 个 整数 可 以 被 另 一 个 整数 整除 的 概念 在 数论 中 处 于 中 心地 位 . 

定义 ”如 果 a 和 为 整数 且 a 天 0， 我 们 说 a 整除 六 是 指 存在 整数 c 使 得 有 = ac， 如 果 a 整 
除 5， 我 们 还 称 a 是 5 的 一 个 因子 ， 且 称 b 是 a 的 倍数 . 

如 果 a 整除 5， 我 们 将 其 记 为 a | 3， 如 果 a 不 能 整除 3， 我 们 记 其 为 aX 5b.， (小心 不 要 和 弄 混 
了 记号 a15 和 a/b， 前 者 表示 a 整除， 后 者 表示 ak b 除 所 得 的 商 . ) 

例 1.29 下 面 是 说 明 整 数 整 除 性 概念 的 例子 : 13 |182, -5 |30, 17 |289, 6 / 44, 


N m 


7/50, -3|33, 17 |0. 4 
例 1.30 6 的 因子 是 +1，+t2，+3，+t6. 17 的 因子 是 上 1，+ 上 17， 100 的 因子 是 +1， 
+2, +4, +5, +10, +20, +25, +50, +100. l 4 


在 后 面 几 章 中 ， 需 要 一 些 关 于 整除 性 的 简单 性 质 ， 这 里 我 们 来 叙述 并 证 明 它 们 . 

定理 1.8 如 果 a,，D 和 cc 是 整数 ， 且 wj2， b|c, Walc. 

证 明 因为 a|b8, 5 |c， 存 在 整数 e 和 /， 使 得 ae-b, bf-c. Wi c-bf-(ae)f-a(ef), 
从 而 得 到 a | c. ; a 

j 1.31 因为 11|166，66 |198， 定 理 1.8 告诉 我 们 11 | 198. 4 

定理 1.9 wka, b, máen Y; XXX, E.cla, c|b, M c| (ma+nb). 

证 明 因为 clc 且 ec|12， 存 在 整数 e qf, E4 a-ce, b-cf. PIG, ma nb 2 mce * ncf - 


c(me nf). 从 而 ， 我 们 知道 ec| (ma + nb). a 
例 1.32 grT3]21, 3|33, 定理 1.9 告诉 我 们 3 能 够 整除 
5-21-3-33-2105 -99 = 6. 4 


下 面 的 定理 是 一 个 关于 整除 性 的 重要 结论 . 

定理 1.10( 带 余 除 法 ) ”如 果 a 和 电 是 整数 且 六 >0， 则 存在 唯一 的 整数 g der, 使 得 a =bg +r， 
Ozxr-«b. : 

在 带 余 除 法 给 出 的 公式 中 ， 我 们 称 q 为 商 ，r 为 余数 ， 我 们 还 称 a 为 被 除数 ，b 为 除数 . 
(注意 : 这 个 定理 我 们 采用 了 传统 的 名 字 ， 尽 管 带 余 除法 实际 上 不 是 一 个 算法 . 我 们 将 在 2.2 
节 中 讨论 算法 . ) . 

我 们 注意 到 a 能 被 5 整除 当 且 仅 当 在 带 余 除 法 中 的 余数 为 0， 在 我 们 证 明 带 余 除 法 之 前 ， 
先 考虑 下 面 的 例子 . 

例 1.33 如 果 a=133, b=21, Mj q=6, r=7， 因 为 133 221- 6 «7. 类 似 地 ， 如 果 
a= -50, b-8, W g= -7, r=6, 因为 -50=8( -7) +6. < 

我 们 现在 用 良 序 性 质证 明 带 余 除 法 . 

证 明 ”考虑 形 为 a -bk 的 所 有 整数 集合 S$， 其 中 上 为 整数 ,， 即 S=ia-bk|keZ1. 设 T 是 5 
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中 的 所 有 非 负 整 数 构成 的 集合 . 了 是 非 空 的 ， 因 为 当下 是 满足 上 < ao/ WER, a- bk 是 正 的 . 
由 良 序 性 质 ，7 中 有 最 小 元 r=a -bg. (q 和 7 的 值 如 定理 中 所 述 . ) 根据 r 的 构造 我 们 知道 
r 宇 0， 且 容易 证 明 r 二 5， 如 果 7r 二 5, 则 rr 二 r -56=a-bg-b=a-b(g+1) 宇 0 这 与 我 们 选择 
r=a -bq HÉA a -bk 的 整数 中 的 最 小 元 矛盾 .因此 0<r<= b. 
为 了 证 明 4 和 7 的 值 是 唯一 的 ， 我 们 假定 有 两 个 方程 a=6g, +r, Fla =5g, +r, WEO <b, 
0<r, <b 把 第 二 个 方程 从 第 一 个 方程 中 减 去 ， 我 们 发 现 
0-2b(q,-4) + (r, - r). 
因此 ， 我 们 看 到 | 
r-r = b(q, - g,). 
这 告诉 我 们 5 整除 r, -r WAOS b, 0zr,-—b, RME -b<r, -r <b. KE b T 
除 r, -rn 只 有 当 关 -mm =0， 或 者 ， 换 名 话说 ， 当 mm =r, 时 .因为 bqi +r =bg +r, Br =n, 
我 们 还 得 到 q, =q. AWAR 4 与 余数 是 唯一 的 . s 
我 们 现在 应 用 最 大 整数 函数 (在 1.1 节 中 定义 的 ) 来 给 出 带 余 除法 中 商 和 余数 的 显 式 公式 . 
因为 商 9 是 满足 by<a 和 r=a -bg 的 最 大 整数 ， 从 而 
q = [a/b], r =a — b[a/b]. (1.4) 
下 面 的 例子 展示 了 除法 中 的 商 和 余数 . 
例 1.34 设 a=1028, b-34, Wj a=bq+r, Oxr<b, EtP q = [1028/34] 230, r = 1028 - 


[1028/34 ] - 34 21028 -30 - 34 = 8. «4 
例 1.35 设 a= -380, b-75, Wj a=bq +r, Orb, 其 中 g=[ -380/75] = -6, r= 
-380 ~ [ —380/75] - 75 = -380 - ( -6)75 =70. | 4 


我 们 可 以 使 用 等 式 (1.4) 来 证 明 关于 最 大 整数 渔 数 的 一 个 有 用 的 性 质 . 

例 1.36 WH: 如 果 n 是正 整数 ， 则 当 x 为 实数 时 [x/n] =[[xj]/n]. 为 了 证 明 这 个 等 式 ， 
假定 [x] =m， 由 带 余 除法 ,我 们 有 整数 gg 和 7 使 得 m=ng+r， 其 中 0<r<n-1. 根据 方程 
(1.4), 我们 有 gg=[[x]j/n]. 因为 [x]<x<[x] +1， 从 而 x=[x] +e， 其 中 0<e 1， 我 们 
看 到 [x/n] =[([x] *e)7n] 2 [(m c e)7n] =[((ng+r)+e)/n]=[g+(r+e)/n]. 因为 
Ozxe-l, RIJA Oxree-c(n-1) «12n. 因此 [x/n] = [gj. 4 

给 定 一 个 正 整 数 4， 我 们 可 以 根据 整数 被 4 除 的 余数 把 它们 分 类 . 例如 ， 当 d=2 时 ， 我 们 从 
带 余 除 法 中 看 到 任意 整数 被 2 除 所 得 的 余数 或 为 0， 或 为 1、 这 引出 了 下 面 一 些 常见 术语 的 定义 . 

定义 ”如果 于 被 2 除 的 余数 为 0， 则 对 某 个 整数 上 n-22k, RMA no ABR, mwek nd 
2 除 的 余数 为 1， 则 对 某 个 整数 上 ， 有 n=2k+1， 我 们 称 n 为 奇数 . 

类 似 地 ， 当 d =4 时 ,我们 从 带 余 除 法 中 看 到 当 整 数 n 被 4 除 时 ,余数 为 0，1，2 或 者 3. 
因此 ， 每 个 整数 都 形 如 Ak, Ak +1,，4k+2 或 44+3， 其 中 为 正 整数 . 

我 们 将 在 第 4 章 继续 讨论 这 个 问题 . 


1.5 节 习 题 


1. 证 明 3 |99, 5 | 145, 7 |343, 888 | 0. 
2. 证 明 1001 可 以 被 7，11 和 13 整除 . 
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. 如 果 a b 是 非 零 整 数 ， 生 a 
. 证 明 ; 如 果 a,5,c 和 4d 是 整数 ，a 和 < EF, BR a|b, c|d, W ac | bd. 

. 是 否 有 整数 a, b 和 c, 使 得 a | be, 但 是 a1b, 和 且 a4c? 

. 证 明 : 如 果 a, 6 和 cz0 都 是 整数 ， 则 a | b 当 且 仅 当 ac | bc. 

. WEB]: 如 果 a 和 56 是正 整数 且 4|5， 则 as<b. 

. WEB]. 如 果 a 和 了 满足 ea |5， 则 对 任意 正 整 数 &，a* |b. 

. 证 明 两 个 偶数 或 两 个 奇数 的 和 是 偶数 ， 而 一 个 奇数 和 一 个 偶数 的 和 是 奇数 

. 证 明 两 个 奇数 的 积 是 奇数 ， 而 如 果 两 个 整数 中 有 一 个 为 偶数 ， 则 这 两 个 整数 的 积 是 偶数 . 

. 证 明 : 如 果 a 和 4 是 正 奇数 且 5# ae， 则 存在 整数 * 和 /使 得 c= is+t， 其 中 上 是 奇数 ， 满 足 | :| < 

. 当 整 数 a 被 整数 5b 除 时 ， 其 中 56 > 0， 带 余 除法 给 出 一 个 商 9 和 一 个 余数 ~ 证 明 : n ba, P cadi 


. 确定 下 面 整 数 中 哪个 可 被 7 整除 . 


a)0 b)707 c)1717 d)123 321 e) -285 714 f) - 430 597 
. 确定 下 面 整 数 中 哪个 可 被 22 整除 . 
a)0 b)444 c)1716 d)192 544 e) -32516 f) - 195 518 


. 求 带 余 除 法 中 的 商 和 余数 ， 其 中 除数 为 17， 被 除数 为 


a)100 b)289 c) -44 d) -100 
5，5 | 4a， 你 能 得 到 什么 结论 ? 


| 除 时 ， 带 余 除 法 给 出 商 为 - (4+1), AUS b 一 7,， 而 如 果 b | a， 则 商 为 -9， 余数 为 0. 


17. 


18. 
19. 


20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 


28. 
29. 


. I: 如 果 a, bU eH, b>0, c0, 使 得 当 a 被 8 除 时 商 为 a， 余数 为 r， 且 9 被 c 除 的 商 为 :， 余 


TON s, WU ad bekit, WA t, RAH bs +r. 

a) 通 过 人 允许 除数 为 负 来 扩展 带 余 除 法 .特别 地 ， 证 明 当 a 和 50 为 整数 时 ， 存 在 唯一 的 整数 g 和 7 使 得 
a=bq+r, 其 中 0<r< |j. 

b)34 17 被 -7 除 时 ， 求 余数 . 

证 明 : 如 果 a 和 5 为 正 整 数 ， 则 存在 唯一 整数 g 和 7 使 得 a=bg+r; 其 中 -6/2<r<b/2. 

证 明 : 如 果 m 和 n>>0 为 整数， 则 : 


DET. 
[1S 
[3] «: 如 果 对 某 整数 Eum = kn - LL 


证 明 整 数 为 偶数 当 且 仅 当 -2[n/2] =0. 

证 明 小 于 等 于 * 且 能 够 被 正 整 数 4 整除 的 正 整 数 个 数 等 于 [x/d] ， 其 中 % 为 正 实数 

求 不 超过 1000 且 能 够 被 5，25，125 和 625 整除 的 正 整数 个 数 . 

在 100 和 1000 之 间 有 多 少 整数 能 够 被 7 整除 ? 被 49 整除 ? 

求 不 超过 1000 且 不 能 被 3 或 5 整除 的 正 整数 个 数 . 

求 不 超过 1000 且 不 能 被 3，5 或 7 整除 的 正 整数 个 数 . 

求 不 超过 1000 且 能 够 被 3 整除 但 不 能 被 4 整除 的 正 整数 个 数 . 

在 1999 年 ,在 美国 邮寄 一 封 一 类 信件 ， 一 盘 司 以 内 需要 花费 33 分 ， 而 每 增加 一 嚼 司 ( 或 少 于 一 笃 司 ) ， 需 
要 多 花费 22 分， 求 一 个 用 最 大 整数 函数 来 表示 的 1999 年 邮资 的 公式 .在 1999 年 的 美国 是 否 有 可 能 花费 
1. 45 美元 或 者 2. 31 美元 来 邮寄 一 封 一 类 信件 ? 

证 明 : 如 果 a 为 整数 ， 则 3 整除 a -a. 

证 明 两 个 形 如 4k+1 的 整数 之 积 仍然 是 这 种 形式 ， 而 两 个 形 如 4k+3 的 整数 的 积 的 形式 为 45+1 


al WMRIHEREM om zz kn - 1; 


B 
^ 


30 


30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 


36. 
37. 
38. 
39. 
x 40. 


证 明 每 个 奇数 的 平方 都 形 如 8k +1. 

证 明 每 个 奇数 的 四 次 方 都 形 如 16k +1. 

证 明 两 个 形 如 64 +5 的 整数 的 积 形 如 6k +1. 

证 明 任意 三 个 连续 的 整数 的 积 都 能 被 6 整除 . 

用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 正 整 数 n，n”-n 可 以 被 5 整除 . 

用 数学 归纳 法 证 明 三 个 连续 的 整数 的 立方 和 能 够 被 9 整除 . 

在 习题 36 -40 F, f. XR HE n RERO SOR 

证 明太 为 偶数 当 且 仅 当 可 被 3 整除 . 

证 明 能 被 3 整除 当 且 仪 当 可 被 4 整除 . 

WEB] /能 被 4 整除 当 且 仅 当 可 被 6 整除 . 

证 明 当 为 满足 >>5 HERR, f= Sha +3f,.;， 应 用 这 个 结果 证 明 当 能 被 5 整除 时 ，f, 能 被 5 整除 
证 明 当 m Mn KERR, B m>, fryn mf foa +f-1f,， 应 用 这 个 结果 证 明 当 m 和 为 正 整数 且 满 足 
n | m Bj f, | f... 

设 于 为 整数 ， 我 们 定义 


T(n) = p wkn X 83; 
(3n+1)/2 duX&nZXS*. 
则 我 们 可 以 通过 和 迭代 7: n, T(n), T(T(n)), T(T(T() ) )，… 来 得 到 一 个 序列 Plin, An=7 F4, RN 
得 到 7, 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1, 2, 1, 2，1，…. 一 个 著名 的 猜想 ， 有 时 被 称 为 Collatz 猜 
想 ， 宣 称 无 论 由 哪个 正 整 数 n 开始， 由 迭代 了 得 到 的 序列 总 是 会 达到 整数 1. 
41. 求 从 n=39 开始 通过 迭代 了 所 得 到 的 序列 . | 
42. 证 明 从 n= (2” -1)/3 开始 通过 迭代 了 所 得 到 的 序列 总 是 会 达到 整数 1， 其 中 为 大 于 1 的 正 整数 
43. 请 证 明 : 如 果 可 以 证 明 对 于 任意 整数 mn，nz2， 在 通过 和 迭代 了 得 到 的 序列 中 总 存在 一 项 小 于 nm， 那么 Collatz 
猜想 为 真 . 
44. 验证 对 于 所 有 满足 2<n<100 的 正 整 数 n， 由 正 整 数 n 开始 ， 通 过 和 迭代 7 了 得 到 的 序列 中 存在 一 项 小 于 n. 
(提示 : 从 容易 证 明 这 个 结论 正确 的 正 整 数 集合 开始 考虑 . ) 
*45. 证 明 当 为 非 负 整数 时 ，[ (2 +V3)"] 为 奇数 . 
1.5 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 
2. 


3. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 , 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
对 于 不 超过 10 000 的 所 有 整数 x， 验 证 习题 41 前 的 导言 中 描述 的 Collatz 猜想 . 
考察 一 些 数 据 ， 对 于 在 迭代 7T(n) 得 到 的 序列 达到 1 之 前 所 需 的 迭代 步 数 ， 你 能 做 出 什么 样 的 猜测 ?其 中 
为 给 定 的 正 整 数 . 
考察 一 些 数据 ， 推 导出 关于 斐 波 那 契 数 对 于 7，8，9，11 和 13 等 数 的 可 除 性 的 猜测 . 


程序 设计 


A U N e 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 ， 


. 确定 一 个 整数 是 否 能 被 一 个 给 定 的 整数 整除 . 

. 求 带 余 除法 中 的 商 和 余数 . 

. 求 在 习题 18 中 给 出 的 特殊 带 余 除 法 中 的 商 ,余数 和 符号 . 

. 对 给 定 的 正 整 数 n， 计 算 习 题 41 前 的 导言 中 定义 的 序列 n,，T(n)，T(T(n))，T(T(T(n)))，… 中 的 项 . 
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整数 的 各 种 表示 方法 对 人 们 和 计算 机 对 这 些 整数 进行 有 效 运 算 有 着 重大 的 影响 本章 的 目的 
是 给 出 整数 如 何 进行 5 进 制 展开 ,以 及 用 这 种 展开 式 如 何 进 行 整数 基本 算术 运算 . 特别 地 ， 我 们 
要 证 明 ， 对 正 整 数 5， 每 个 正 整 数 有 唯一 的 5 进 制 展开 式 ， AERIS b 为 10 时 ， 我 们 有 整数 的 十 进 
制 展开 式 . 26b 为 2 时 ， 我 们 有 这 个 整数 的 二 进 制 展开 式 . 而 当 为 16 时 ， 我 们 有 十 六 进 制 展开 
XX. 我 们 将 给 出 整数 进行 b 进 制 展 开 的 一 个 程序 ， 和 用 5 进 制 展 开 作 整数 算术 运算 的 基本 算法 . 
最 后 在 介绍 大 0 符号 以 后 ,我 们 用 位 运算 次 数 的 大 0 估计 来 分 析 这 些 基 本 运算 的 计算 复杂 性 . 


2.1 整数 的 表示 法 


我 们 在 日 常生 活 中 采用 十 进 制 表 示 整 数 . 用 一 些 数字 表示 10 的 方 具 把 整数 写 下 来 . 例如 
我 们 把 一 个 整数 写成 37 465， 意思 是 . 

3-105: «7-10 «4-10 +6-10+5. 
“十进制 是 计数 制 的 一 个 例子 ， 每 个 数字 的 位 置 决定 它 所 代表 的 数值 . 从 十 到 今 ， 人 们 还 采用 过 
许多 其 他 表示 整数 的 方法 ， 例 如 ， 三 千年 前 巴比伦 数学 家 采用 十 六 进 制 表示 整数 ， 罗 马 人 采用 
的 罗马 数字 ， 在 今天 还 用 来 表示 年 份 . 古代 玛雅 人 采用 二 十 进 制 . 还 有 许多 的 计数 系统 也 被 发 
明和 使 用 过 . 

十 进 制 成 为 一 种 固定 下 来 的 计数 方法 ,很 可 能 是 因为 人 有 十 个 手指 .我 们 还 会 看 到 ， 每 个 
正 整数 都 可 作为 进位 制 的 基底 随 着 计算 机 的 发 明和 发 展 ， 十 以 外 的 进位 制 变 得 越 来 越 重 要 . 
特别 是 以 2，8 和 16 为 基底 的 进位 制 在 计算 机 各 种 功能 中 得 到 广泛 的 采用 . 

在 本 节 中 ， 我 们 将 要 说 明 无 论 把 哪个 整数 5 取 为 基底 ， 每 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 表示 为 以 
b 为 基底 的 记号 ， 在 2.2 节 中 ， 我们 将 要 说 明 如 何 应 用 这 种 表示 来 进行 整数 运算 . (参考 本 节 
未 的 习题 ， 学 习 计 算 机 用 来 表示 正 负数 的 补 1 表示 法 和 补 2 表示 法 . ) 

关于 正 整数 系统 的 有 趣 历史 的 更 多 信息 ， 我 们 给 读者 推荐 [ 0r88 ] 或 [Kn97] ， 其 中 可 以 找 
到 大 量 的 综述 和 很 多 参考 文献 . 

我 们 现在 证 明 每 个 大 于 1 的 正 整 数 都 可 以 被 取 为 基底 . 

定理 2.1 令 b 是 正 整 数 ,， bb 这 >1， 则 每 个 正 整 数 几 都 可 以 被 唯一 地 写 为 如 下 形式 

n = ab" tob ab t as, 
其 中 天 为 非 负 整数 ，oi AZK, Oa; mb -1(j20, 1, =, 有 )， 且 首 项 系数 a, 70. 

证 明 ”我 们 按照 下 述 方法 通过 连续 应 用 带 余 除法 来 得 到 所 描述 类 型 的 表示 . 我 们 首先 用 b 
除 ”得 到 : 

n = bhu +a, Oxa,xb- l1. 
如 果 q0, MH b 除 g 发 现 | 
qo = bq, +a, OSa xb-1. 


继续 这 个 过 程 得 到 
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qı = bq, +a, 


d; = bg; + 95, 


dia = bq Fa, Osa, ,«b-1, 

qı =b- 0 +a, 0Osa, sb-l. 
当 得 到 商 0 时 这 个 过 程 就 到 了 最 后 一 步 ， 为 了 看 清楚 这 一 点 ， 首 先 注 意 商 序列 满足 

n>gqg>q>g,>:…=0. 
因为 序列 g,。 ，gq, ，gq,，… 是 一 个 递减 的 非 负 整 数 序 列 ， 且 只 要 其 中 的 项 为 正 数 就 继续 下 去 ， 那 
么 在 这 个 序列 中 至 多 存在 q 个 项 ， 且 最 后 一 项 为 0. 
从 上 面 的 第 一 个 方程 ， 我 们 发 现 
n = bqa + a- 

下 面 用 第 二 个 方程 取代 q, Gl 

n = b(bq, c a,) +a, = bq * a,b + as. 
顺 次 取代 g ，g,，…，9;-!， 我 们 得 到 


n = bg * a, * ab *a,, 


zt + arab? +e cabra, 
= b'q, , * a, 4,07 +e +a b +a, 
= a,b! +a, b o a,b + a, ; 
HP Osa xb-1,j-20, 1, =, kHa,z0. 给 定 o =9 为 最 后 的 非 零 商 ， 这 样 ， 我 们 就 
到 了 所 述 类 型 的 表示 . 
为 了 说 明 这 个 表示 的 唯一 性 ， 假 定 我 们 有 两 个 等 于 的 这 种 表示 ， 即 
n = a,b c a, b +e + a,b +a 
= eb ee, UU e bobo, 
Khi 0a, «b, 0c, 一 5( 并 且 如 果 必 要 ， 我 们 在 其 中 的 一 个 展开 式 中 添加 零 系 数 的 起 始 项 以 
使 得 它们 的 项 数 相同 )， 从 一 个 展开 式 中 减 去 另外 一 个 ， 我 们 得 到 
(a, -cb + (a,i 7 6 4)b e + (a -c)b * (ay -co) = 0. 
如 果 这 两 个 展开 式 不 同 ， 则 存在 一 个 最 小 的 整数 j，0 <j<k， 使 得 ac Ak, 
b((a, - c) b! +e 4 (a, -Cn)b * (a; - 6)) =0， 


了 


故 
(a, - c, ) b T (aj, -= cu)b * (aj -6) = 0. 
从 中 解 出 a-c, fI 

a-c, = (cs 一 ai)8 7 «4 (cr -Qi)b 


bC (er - ub sce E (64 = 8541) )- 


因此 ， 我 们 看 到 
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b| a; -= c;). 
但 是 因为 Oxa, «b HOzxc, b, 我 们 知道 -b< a; -co <b. Bit | (a; -cj) 意 味 着 'w =c XX 
与 假设 两 个 展开 式 不 同 矛 盾 . 综 上 我 们 得 到 关于 基 的 展开 是 唯一 的 . " 


对 于 =2， 由 定理 2. 1 我 们 可 知 下 面 的 推论 成 立 . 

推论 2.1.1 每 个 正 整数 都 可 以 被 表示 为 2 ORARAA. 

证 明 设 n 为 正 整 数 ， 在 定理 2.1 pAb -2, RANÉ na! +a, ,2 ^ «a2, 
其 中 每 个 aj 或 者 为 0 或 者 为 1， 因 此 每 个 正 整 数 都 是 2 的 不 同 寡 次 的 和 . a 

在 定理 2. 1 所 描述 的 展开 式 中 ，2 被 称 为 展开 式 的 基 (base) 或 根 (radix). 我 们 称 基 为 10 的 表 
示 ， 即 我 们 通常 整数 的 写法 ， 为 十 进 制 (decimal) 表 示 . 基 为 2 的 表示 被 称 为 二 进 制 (binary ) 表 
示 ， 基 为 8 的 表示 被 称 为 入 进 制 (oetal) 表 示 ， 基 为 16 的 表示 被 称 为 十 六 进 制 (hexadecimal ) 表 
示 ， 或 者 简称 为 hex. 系数 a 被 称 为 展开 式 的 位 (digit). 在 计算 机 术语 中 二 进 制 数字 被 称 为 比 
特 (bit， 是 英文 binary digit 的 缩写 ) . 

为 了 区 别 整数 关于 不 同 基 的 表示 ， 我 们 采用 一 种 特别 的 记号 ， 我 们 用 (arm…aiao) 来 
表示 数 思拓 aa 

例 2.1 为 了 说 明基 为 5 的 表示 ， 注 意 到 (236)， 22 - 77 43 - 7 «6 - 125 和 (10010011), = 
1.27+1.2+1.2 +1=147. 4 

定理 2. 1 的 证 明 提供 了 一 种 方法 来 求 任意 一 个 正 整数 的 5 进 制 展 开 (ara aa), REO 
别 地 ， 为 了 求 n 的 5b 进 制 展 开 ， 我 们 首先 要 用 5 除 x， 余数 为 数字 a。 然后 我 们 用 b 除 商 
[n/b] =q, RAJAZ a,， 我 们 继续 这 个 过 程 ， 连 续 地 用 b 除 得 到 商 ， 来 获得 n AFE by 
展开 式 中 的 数字 .一 旦 得 到 的 商 为 0， 这 个 过 程 就 停止 . 换 杀 话说 ,为 了 求 得 n 的 b 进 制 展开 ， 
我 们 重复 地 使 用 除法 ， 每 次 用 商 取代 被 除数 ， 当 商 为 0 时 停止 ， 然 后 我 们 从 下 到 上 读 取 余数 序 
列 来 得 到 5 进 制 展开 . 我 们 用 例 2. 2 来 说 明 这 个 过 程 . | 

例 2.2 为 了 求 出 1864 的 二 进 制 展开 式 ， 我 们 连续 使 用 除法 : 


1864 22-932 +0, 
932 22-466 +0, 
466 22-233 «0, 
233 22-116 41, 
116 =2 -58 +0, 
5822-29 «0, 
20 =2.14+1, 
14 =2.7+0， 
7=2.3+1， 
3=2.1+1， 
1=2.0+1. 


为 了 得 到 1864 的 二 进 制 展开 式 ， 我 们 只 要 取 这 些 除法 中 的 余数 即 可 . 这 就 是 说 (1864 )。 = 
(11101001000),. l l m 
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计算 机 内 部 是 使 用 一 列 状态 为 “ 开 ” 或 者 “ 关 ” 的 “开关 ”来 表示 数 的 . (这 可 以 使 用 
磁头 、 电 开关 或 者 其 他 手段 机 械 地 实现 . ) 因 此 ， 每 个 开关 可 以 有 两 个 可 能 的 状态 ， 我 们 可 以 使 
用 “ 开 ” 来 表示 数字 1， 而 “ 关 ” 表 示 数 字 0; 这 就 是 为 什么 计算 机 内 部 使 用 二 进 制 来 表示 
整数 . 

为 了 实现 不 同 的 目的 ， 计 算 机 中 也 使 用 8 或 16 为 基 . 在 基于 16( 十 六 进 制 ) 的 表示 中 有 16 
个 数字 ， 通常 使 用 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F. 字母 A，B，C， 
D, EE 和 了 被 用 来 表示 对 应 于 10，11, 12, 13, 14 和 15( 用 十 进 制 的 写法 ) 的 数字 . 下 面 的 例 
子 说 明了 从 十 六 进 制 到 十 进 制 表 示 的 转换 . 

例 2.3 把 (A35BOF)i 从 十 六 进 制 转换 为 十 进 制 表 示 ， 

(A35BOF),。= 10- 16 «3-16' +5.16 «11-16? «0-16 +15 
= (10705679) ) 1. 4 

在 二 进 制 与 十 六 进 制 表示 之 间 可 以 有 一 个 简单 的 转换 .我 们 可 以 把 每 个 十 六 进 制 数字 根据 

表 2.1 给 出 的 对 应 关系 写成 一 个 由 四 位 二 进 制 数字 组 成 的 块 . 


表 2.1 从 十 六 进 制 到 二 进 制 的 转化 


十 六 进 制 数 十 六 进 制 数 


y om mm AA ù N = o 


例 2.4 从 十 六 进 制 到 二 进 制 的 转换 的 一 个 例子 是 (2FB3),s =(10111110110011),. 每 个 十 
六 进 制 数字 被 转换 为 一 个 四 位 二 进 制 数字 块 ( 与 数字 饮 ),s 相 关 的 初始 块 (0010)，, 的 起 始 的 零 被 
BRT). 

为 了 把 二 进 制 数 转换 为 十 六 进 制 ， 考 虑 (11110111101001),， 我 们 从 右 端 开始 把 这 个 数 划 
分 为 四 位 的 块 ， 这 些 块 从 右 到 左 分 别 是 1001，1110，1101 和 0011( 添 加 了 两 个 起 始 的 零 )， 把 
每 个 块 转换 为 十 六 进 制 ， 我 们 得 到 (3DE9) ,s. n. 

我 们 注意 到 当 两 个 基 中 其 中 一 个 是 另 一 个 的 宕 次 时 ， 它 们 之 间 的 转化 与 二 进 制 - 十 六 进 制 
的 转化 一 样 容 易 . 


2.1 节 习 题 


1. 36 (1999) 从 十 进 制 转换 为 七 进 制 的 表示 . $8(6105), 从 七 进 制 的 表示 转换 为 十 进 制 表示 . 
2. 把 (89156),。 从 十 进 制 转换 为 八进制 的 表示 . 把 (706113)。 从 八进制 的 表示 转换 为 十 进 制 表示 . 


o N AW A Ut 


9. 


10. 
11. 


12. 
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. 把 (10101111)。 从 二 进 制 转换 为 十 进 制 表 示 ， 并 把 (999),。 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 . 

.把 (101001000)。 从 二 进 制 转换 为 十 进 制 表 示 ， 并 把 (1984),。 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 

. 把 (100011110101), 和 (11101001110), 从 二 进 制 转换 为 十 六 进 制 . 

- 把 (ABCDEF),e，(DEFACED),。 和 (9A0B) ,。 从 十 六 进 制 转换 为 二 进 制 . 

- 解释 为 何在 实际 中 当 我 们 把 大 的 十 进 制 整数 分 成 三 位 的 块 并 用 逗号 隔 开 时 ， 是 在 使 用 基 为 1000 的 表示 . 
. WEH: AUR 6 是 小 于 -1 的 负 整 数 ， 则 每 个 非 零 整数 n 可 以 被 唯一 地 写成 如 下 形式 


Pid +a, b! + +… +a b +a, . 

Joa e0 Osa e| 5|, j-0, 1,2, 我 们 把 它 写成 为 n= (2,2,.,772,2,),, REBEL T REO IE 
数 所 作 的 那样 . 
求 (101001) ., 和 (12012) ;的 十 进 制 表示 . 
求 十 进 制 数 -7，-17 和 61 的 基于 -2 的 表示 . 
证 明 当 所 有 的 夸 码 都 放 在 一 个 盘子 中 时 ， 不 超过 2* -1 的 重量 可 以 使 用 重 为 1，2，22 ，…，24-:! 的 夸 码 来 
测量 . | 
证 明 每 个 非 零 整数 可 以 被 唯一 地 表示 为 如 下 形式 

e,3* 十 el_13 生 1 +… +el3 +e, 
其 中 e=-1, 0R1(j=0, 1, 2, =, k)H e, #0. 这 个 展开 式 被 称 为 平衡 三 元 展开 式 (balanced ternary 


expansion ) . 


:应 用 习题 12 证 明 当 夸 码 可 以 被 放 在 任何 一 个 盘子 中 时 ， 不 超过 (3 -1)/2 的 重量 可 以 使 用 重 为 1，3，32，…， 


3 的 硅 码 来 测量 . 


- 解释 如 何 从 三 进 制 表 示 转换 为 九 进 制 表示 ， 以 及 如 何 从 九 进 制 表示 转换 为 三 进 制 . 
.解释 如 何 从 基于 r 的 表示 转换 为 基于 的 表示 ， 以 及 如 何 从 基于 We 其 中 r>>1 且 n 


为 正 整 数 . 


. 证明: JR n= (a,0, maiao)，， JU] n dit 六 除 所 得 的 商 和 余数 分 别 是 9 = (arapa), home Qi; ao ) 
. 如 果 n 的 b 进 制 展开 为 n- (CA aao )gs 那么 b"n 的 b 进 制 展开 是 什么 ? 


整数 的 补 1 表示 被 用 来 简化 计算 机 算法 .为 了 表示 绝对 值 小 于 2" 的 正 、 负 整数 ， 一 共 要 用 到 m+1 字 节 . 
最 左边 的 字 节 被 用 来 表示 符号 ， 这 个 位 置 上 的 0 用 来 表示 正 数 ,而 1 用 来 表示 负数 . 
对 于 正 整数 ， 余 下 的 字 节 和 整数 的 二 进 制 表示 是 一 样 的 ， 对 于 负 整数 ， 余 下 的 字 节 如 下 确定 : 首先 求 这 个 


整数 的 绝对 值 的 二 进 制 表示 ， 然 后 对 每 个 字 节 取 其 补 ， 这 里 工 的 补 为 0， 而 0 的 补 为 1. 


18. 


19. 


20. 


21. 


求 下 列 整数 补 1 表示 ,使 用 长 度 为 6 的 字 节 串 . 

a)22 b)31 c) -7 d)-19 
下 面 长 度 为 五 的 表示 是 哪个 整数 补 1 表示 ? 

a)11001 b)01101 c) 10001 d)11111 


当 使 用 长 度 为 4 的 字 节 串 时 ， 如 何 从 m 的 补 1 表示 得 到 -m 的 补 1 表示? 


证 明 : 如 果 m 补 1 表示 为 a,_10,.，…aiao 的 整数 ,那么 m= -a,_.1(2" -1) + 之 a2'. l 
整数 的 补 2 表示 也 被 用 来 简化 计算 机 算法 (事实 上 ， 它们 比 补 1 表示 更 常用 ). 为 了 表示 满 -2"-!1 Ss 


2°! -1 的 整数 x， 需 要 用 到 个 字 节 . 


最 左边 的 字 节 用 来 表示 符号 ; 0 表示 正 数 ， 而 1 表示 负数 . 
对 于 正人 整数， 余下 的 二- 工 个 字 节 和 该 整数 的 二 进 制 表示 相同 .对 于 负 整数 ， 祭 下 的 字 节 是 2"-!: - |x| 的 二 


进 制 展开 . 


22. 
23. 


24. 


25. 
26. 
27. 


其 
28. 
* 29. 


* 
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用 长 度 为 六 的 字 节 串 ， 求 习题 18 中 的 整数 补 2 表示 . 
如 果 习 题 19 中 的 每 个 数 都 是 一 个 整数 的 补 2 表示 ， 那 么 它们 分 别 对 应 哪些 整数 ? 
WES): 如 果 m 补 2 表示 为 a,_10,_.，…aiao 的 整数 ， 那么 m= a, 2" + » aj. 
当 使 用 长 度 为 n BUSES EBENE, WEA m 的 补 2 表示 得 到 — m 的 补 2 表示 ? 
如 何 从 一 个 整数 的 补 1 表示 得 到 它 的 补 2 表示 ? | 
有 时 整数 编码 采用 由 四 位 的 二 进 制 展开 来 表示 一 个 十 进 制 数字 的 方法 ， 这 产生 了 整数 的 二 进 制 编码 的 十 进 
制 (binary coded decimal) 形 式 ， 例 如 ，791 用 这 种 方法 编码 为 011110010001， 使 用 这 种 编码 方法 需要 用 多 
少 个 字 节 来 表示 一 个 位 的 十 进 制 数 ? 
JE X3 n 的 康 托 展开 ( Cantor expansion) 是 一 个 和 式 
á -a,ml*a,,(m-1)! + *a,21! «c a,l!, 
中 每 个 o 都 是 一 个 满足 0 和 ws AE, B a, *0. 
X 14, 56 和 384 的 康 托 展开 . i 
证 明 每 个 正 整数 有 唯一 的 康 托 展开 . (提示 : 对 每 个 正 整数 ”， 存 在 正 整数 m 使 得 ml<n<(m+1)!， 对 于 
ans Bn ERU mif, 然后 迭代 . ) 
中国 的 拿 子 (nim) EAXASXH. EUER, EXOREHEA EPA ED AEIEREOEE OO. 


每 一 步 中 一 个 玩家 从 任意 一 堆 火 柴 棍 中 拿 走 一 根 或 多 根 ， 玩 家 轮流 拿 火 柴 ， 谁 拿 到 最 后 一 根 火 此 就 赢得 游戏 . 


取胜 位 置 是 每 堆 火 柴 数目 的 一 种 置 法 ， 使 得 如 果 一 个 玩家 可 以 把 火柴 拿 走 后 ， 剩 下 火柴 堆 具 有 那 种 置 法 ， 则 


(无 论 第 二 个 玩家 怎么 做 ) 第 一 个 玩家 有 必 赢 的 方法 ， 这 种 位 置 的 一 个 例子 是 有 两 扒 火柴 ， 每 一 堆 包含 一 根 火 上 ; 
这 就 是 取胜 位 置 ， 因 为 第 二 个 玩家 必须 拿 走 一 根 火 柴 ， 而 把 拿 走 最 后 一 根 火 此 的 取胜 机 会 留 给 第 一 个 玩家 


30. 
.31. 


证 明 在 拿 子 游戏 中 ， 有 两 堆 火 柴 中 每 堆 都 包含 两 根 火柴 的 位 置 是 取胜 位 置 
对 于 火柴 堆 中 火柴 数目 的 每 种 组 合 ， 把 每 堆 的 火柴 数目 用 二 进 制 表示 ， 然 后 把 这 些 数 每 行 一 个 排 起 来 对 齐 
(如 果 必 要 在 首位 补 零 )， 证 明 一 个 位 置 是 取胜 位 置 当 且 仅 当 在 每 一 列 中 1 的 数目 是 偶数 . 〈 例 如 ， 三 堆 分 
别 为 3，4 和 7 的 火柴 可 以 写 为 
0 1 1 
1 0 0 
1 1 1 
其 中 每 一 列 恰 有 两 个 1. ) (提示 ; 证 明 从 一 个 取胜 位 置 开始 的 任意 一 步 都 将 产生 非 取 胜 位 置 ， 并 证 明 从 任 
意 一 个 非 取胜 位 置 都 存在 一 种 做 法 达到 一 个 取胜 位 置 . ) 
设 o 为 一 个 四 位 的 十 进 制 整数 ， 其 中 所 有 的 数字 不 全 相同 ， 设 a' 是 通过 把 a 的 各 位 数字 按照 递减 的 顺序 排 


列 得 到 的 十 进 制 整数 ，a” 为 通过 把 a 的 各 位 数字 按照 递增 的 顺序 排列 得 到 的 十 进 制 整数 ， 定 义 了 (a) IM 
例如 ，T(7318) 28731 - 1378 = 7353. 


* 32. 


xx 33. 


证 明 唯 一 一 个 使 得 T(a) =a 的 四 位 十 进 制 整数 (其 中 所 有 的 数字 不 全 相同 ) 为 a=6174.， 整数 6174 被 称 为 
卡 普 瑞 卡 常数 (Kaprekar's constant) ， 是 以 印度 数学 家 D. R. Kaprekar 的 名 字 命 名 的 ， 因 为 它 是 具有 这 个 


性 质 的 唯一 整数 . 2 E ; 
a) 证 明 : WR a 是 一 个 有 着 四 位 的 十 进 制 展开 的 正 整 数 ， 并 且 所 有 的 数字 不 全 相同 ， 则 通过 和 迭代 7 了 得 到 的 
序列 a，T(a) ,7T(7T(a))，…， 最 终 达 到 整数 6174. 


b) 确定 在 (a) 中 定义 的 序列 达到 6174 所 需 的 最 大 步 数 . 


整数 的 表示 法 和 运算 2" 


卡 普 瑞 卡 (D. R. Kaprekar, 1905—1986 ) 生 于 印度 的 Dahanu， 从 小 就 对 数字 感 兴 
趣 ， 他 在 Thana 接受 了 中 学 教育 ， 并 曾 在 Poona 的 Ferguson 学 院 学 习 . 卡 普 瑞 卡 后 
来 进入 了 庞 拜 大 学 并 于 1929 年 获得 学 士 学 位 . 从 1930 年 直到 1962 年 退休 ， 他 一 
直 在 印度 的 Devlali 作 教师 卡 普 瑞 卡 发 现 了 趣味 数论 中 许多 有 意思 的 性 质 .， 他 发 
表 过 许多 诸如 幻 方 数 、 循 环 数 以 及 其 他 具有 特殊 性 质 的 整数 的 作品 . 


Wb IEEE, a 是 以 总 为 基 的 四 位 展开 整数 ， 并 且 所 有 的 数字 不 全 相同 ， 定 义 了 (ae) =a -a^, 其 中 a' 是 


通过 把 &a 的 基于 45 进 制 展开 的 各 位 数字 按照 递减 的 顺序 排列 得 到 的 基于 5 展开 的 整数 ，a” 为 通过 把 a 的 基于 8 
进 制 展开 的 各 位 数字 按照 递减 的 顺序 排列 得 到 的 基于 展开 的 整数 . 


xk 34. 


* 35. 
* 36. 


2. 


设 5=5. 求 唯一 的 一 个 5 进 制 展开 的 四 位 整数 oo 使 得 T. (oo) = co 证 明 这 个 整数 oo 是 一 个 基于 5 的 卡 普 
瑞 卡 常数 ; 换 名 话说， 只 要 a 是 以 5 为 基 的 四 位 展开 整数 ， 并 且 并 非 所 有 的 数字 都 相同 ， 则 a, T(a), 
T(T(a)), T(T(T(a))), ，… 最 终 达 到 a. 

证 明 不 存在 基 为 6 的 四 位 数 的 卡 普 瑞 卡 常数 . 

确定 是 否 存在 基 为 10 的 三 位 数 的 卡 普 瑞 卡 常数 ， 证明 你 的 答案 的 正确 性 . 


1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
求 下 列 各 个 整数 的 二 进 制 、 八 进 制 和 十 六 进 制 展 开 . 


a)9876543210 b)1111111111 c) 10000000001 
. 求 下 列 各 个 整数 的 十 进 制 展开 . 
a) (1010101010101), b) (765432101234567), c) (ABBAFADACABA) ,, 


. 求 下 列 和 式 的 值 ， 用 各 自 表 达 式 所 使 用 的 基 来 表示 你 的 答案 . 


a) (11011011011011011), + (1001001001001001001001 ), 
b) (12345670123456), + (765432107654321), 
c) (123456789 ABCD) ,, + (BABACACADADA),, 


. 求 整数 100 000, 10 000 000 和 1 000 000 000 的 康 托 展开 . 〈 康 托 展开 的 定义 参看 习题 28 前 面 的 导言 . ) 
， 对 于 各 位 数字 不 全 相同 的 几 个 不 同 的 四 位 整数 验证 习题 33 中 描述 的 结果 . 
. 通过 计算 数据 给 出 一 个 关于 序列 a。，7T(a) ，7(T(a) ) ，… 的 猜测 ， 其 中 a 为 基于 10 表示 的 五 位 整数 和 且 所 有 


的 数字 不 全 相同 ，7(a) 如 习题 32 前 的 导言 中 所 定义 . 


.研究 序列 a，7T(4) ，T(T(o) )…， 关 于 不 同 的 基 的 规律 ,其 中 为 基于 b 表示 的 三 位 整数 ， 人 


什么 样 的 猜测 ? 使 用 基于 “表示 的 四 位 整数 和 五 位 整数 重复 你 的 研究 . 


程序 设计 


1. 
2; 
3. 
4. 
5. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
从 一 个 整数 的 十 进 制 表示 求 其 二 进 制 表示 ， 到 之 亦 然 . 
把 基 为 b, 的 表示 转换 为 基 为 b, 的 表示 ， 其 中 b, Ab, 是 任意 大 于 工 的 整数 . 
把 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表 示 ， 反 之 亦 然 . 
从 一 个 整数 的 十 进 制 表示 求 其 基 为 ( -2) 的 表示 (参看 习题 8). 
从 一 个 整数 的 十 进 制 表示 求 其 平衡 三 元 展开 式 ( 参 看 习题 12). 


* 
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6. 从 一 个 整数 的 十 进 制 表示 求 其 康 托 展开 (参看 习题 28 前 面 的 导言 ). 
7. 设计 一 个 在 拿 子 游戏 中 的 取胜 策略 (参看 习题 30 前 面 的 导言 ). 


* 8. 研究 序列 a, T(a), T(T(a)) , ，…( 习 题 32 前 的 导言 中 定义 )， 其 中 a 为 正 整 数 ， 找 出 达到 6174 所 需 的 最 
少 步 又 . 


2.2 整数 的 计算 机 运算 


在 计算 机 发 明之 前 ， 数 字 家 是 用 手 或 一 些 机 械 设备 来 进行 计算 的 . 而 采用 这 两 种 方法 中 的 
任何 一 种 ， 都 只 能 处 理 不 是 很 大 的 整数 .很 多 数论 问题 ， 例 如 大 数 分 解 和 素性 检验 ， 都 需要 计 
算 100 位 甚至 200 位 的 整数 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 要 学 习 用 计算 机 运算 的 一 些 基本 算法 ， 在 下 面 
一 节 中 ， 将 研究 实现 这 些 算法 所 需要 的 运算 的 次 数 . 

我 们 已 经 提 过 ， 计 算 机 本 质 上 是 使 用 字 节 或 二 进 制 数 来 表示 数 的 ， 计 算 机 对 于 可 以 在 机 器 
算法 中 使 用 的 整数 大 小 是 有 内 在 限制 的 .这 个 上 限 被 称 为 字 长 (word size) , Hw 表示 . 字 长 通 

是 2 的 寄 次 ， 例 如 在 奔腾 系列 上 是 2” 或 2”， 而 有 时 字 长 为 10 WRK. 

为 了 实现 关于 大 于 字 长 的 整数 的 算法 ， 我 们 必须 把 每 个 整数 用 多 个 字 来 表示 . 为 了 存储 整 
Stn w, RIE n EEF w 的 表示 ， 并 且 对 每 个 数位 用 计算 机 的 一 个 字 表 示 . 例如， 如 果 字 
长 为 25 ， 由 于 小 于 2” 的 整数 在 采用 基 为 25 的 表示 时 不 超过 10 个 数位 ， 因 此 使 用 10 个 计算 
机 字 我 们 可 以 存储 像 2 -1 那么 大 的 整数 ， 还 要 注意 为 了 找到 一 个 整数 基于 2” 的 展开 表示 ， 
我 们 只 需要 将 长 为 35 比特 的 块 合并 在 一 起 . 

讨论 大 整数 的 计算 机 算法 的 第 一 步 是 刻画 基本 的 算术 运算 是 如 何 系统 地 实现 的 . 

下 面 描述 > 进 制 表示 的 整数 的 基本 算术 运算 实现 的 经 典 方法 ， 其 中 r> 1 为 整数 ， 这 些 方 
法 是 算法 (algorithm ) 的 例子 . 

定义 算法 是 为 了 实现 一 个 计算 或 者 解决 一 个 问题 的 精确 指令 的 有 限 集 合 . 


算法 (Algorithm ) 一 词 的 来 历 

“ Algorithm” 是 单词 “algorism” WHR, 最 初 来 源 于 9 世纪 一 本 书 《Kitab al-jabr wal- muqabala》 
(复位 与 约 简 规 则 ) 作 者 的 名 字 Abu Ja'far Mohammed ibn Másá al- Khwárizmi( 请 参看 稍 后 他 的 小 传 ). “al- 
gorim” 一 词 最 初 是 指 用 印度 - 阿拉 伯 数 字 进 行 运算 的 规则 ， 但 18 世纪 演变 为 “algorithm”， 随 着 对 机 
器 计算 的 兴趣 日 益 俱 增 ， 算 法 的 概念 也 被 广泛 的 理解 为 解决 问题 的 所 有 确定 步 又 ， 而 不 仅仅 限于 当初 
用 阿拉 伯 记 法 对 整数 的 算术 运算 了 . 


amro AA BERG O Pp BE MEREK (Abu Ja'far Mohammed Ibn 
Müsá al-Khwárizmi, 780—850) 是 天 文学 家 和 数学 家 . 他 是 智慧 堂 即 巴 格 达 科 学 
院 的 成 员 . 阿 科 瓦 里 茨 米 (al-Khwarizmt) 的 原意 是 “来 自 花 刺 子 模 (Kowarz- 
izm)”， 即 现在 乌兹别克 斯 坦 的 希 瓦 (Khiva). BIER, B JOKES T RET BUE. 
天 文学 和 地 理 方面 的 书 .西方 人 从 他 的 书 第 一 次 学 习 了 代数 . 他 的 书 名 是 
Ee i 《Kitab al-jabr wal muqabala》， 单 词 “algebra” 就 是 来 自 于 al-jabr， 这 本 书 被 翻 
译 成 拉丁 文 ， 并 且 被 广泛 地 作为 教科 书 使 用 . 他 的 另外 一 本 书 讲述 了 用 印度 -阿拉伯 数字 来 进行 
算术 计算 的 过 程 . 
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我 们 将 要 描述 两 个 n 位 整数 a= (2, ,a, 5770,09), 和 b= (b,_10,.2°%b1b0), 的 加 法 、 减 
法 和 乘法 ， 如 果 必 要 在 初始 位 补 零 以 使 得 两 个 展开 式 具 有 相同 的 长 度 . 这 里 描述 的 算法 既 适 
用 于 小 于 计算 机 字 长 的 二 进 制 整数 ， 也 适用 于 大 于 字 长 w， 以 wv 为 基 的 整数 的 高 精度 (multi- 
ple precision) 算法 . 


加 法 KRIE a 和 4 加 在 一 起 时 ， 得 到 和 ` 2 
a+b= Yay! 十 For = Y (a; + br. 


为 了 求 得 a +5 的 > 进 制 展开 式 ， 首 先 根据 除法 算法 ， 存 在 整数 C, ss, [818 
a, +b = Cors, 0<s =r. | 
由 于 aV Ib, 为 不 超过 > 的 正 整数 ， 我 们 知道 0 二 co cb x2r-2, DIE C, 20 X1; 这 里 C, 是 
进位 到 下 一 个 位 置 的 数 ， 下面 ， 我 们 求 整数 C 和 s 使 得 
a, +b «C, = Cors, 0 三 Si 一 7 
由 于 0<a+6b,+Co<2r -1， 我 们 知道 C, =0 或 1 这样 进 行 归纳 ， 我 们 对 于 1<i<n -1 求 整 
数 C, 和 s,， 
a; +b; +C = Cres, Oxs;—r, 
其 中 C;=0 或 1 最 后 , 设 s, = C,,， 这 是 由 于 两 个 ”位 整数 相 加 若 在 第 ”个 位 置 有 进位 则 它 
们 的 和 为 n+1 位 .我 们 总 结 得 到 这 个 和 基于 r 的 展开 为 e+8 = (sus, inse). | 
当 我 们 手 算 基 于 7 的 和 时 ， 可 以 使 用 类 似 于 十 进 制 加 法 的 技巧 . 
例 2.5 把 (1101), 和 (1001), 加 起 来 , 我们 写 
1 1 


1 O 1 1 0 
这 里 我 们 用 斜体 的 7 在 适当 的 列 上 表明 进位 我们 通过 如 下 等 式 得 到 和 的 二 进 制 数字 ，1 +1 = 
1:240, 040-120-2241, 1+0+0=0.2+1, 且 1+1+0=1.2+0. 4 
减法 ”假定 a 二 5， 考虑 


注意 由 带 余 除 法 ， 存 在 整数 B, 和 d, 使 得 
a, -bo = Brtd, 0<d<r, 
EHF a Mb, 是 小 于 7 的 整数 ， 我 人 有 
-(r-1)sxa,-b,jzr-1. 
May -b,20 时 ， 我 们 得 到 B, -0. TU, H a-b 0 时 ， 我 们 得 到 B = -1; B。 是 从 a 的 r 
进 制 展开 式 的 下 一 个 位 置 的 借 位 数 ， 再 次 使 用 带 余 除法 求 整数 B 和 d, ， 使 得 
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a-b, +B, =Br+d, 0Sd <r. 
从 这 个 方程 ,我们 看 到 只 要 a b, +8,20, MMB, =0， 否则 B,- -1， 这 是 因为 -rs 和 ai - 
b, *By&r-l. 这 样 一 步 步 归纳 地 进行 下 去 ， 求 整数 B, 和 d;， 使 得 
a; -b;*B;, = Br*d;,, 0sdi 一 r 
AKBB,0xX-1,1xixn-1. HF ab, & B, ,-0. 于 是 得 到 
àchs(tad 84455, 
当 我 们 手 算 基于 r 的 减法 时 ， 可 以 使 用 类 似 于 十 进 制 减法 的 技巧 . 
例 2.6 用 (11011), 减 去 (10110),, 我 们 有 


这 里 在 其 中 一 列 上 面 的 斜体 - 1 表示 一 个 借 位 我们 通过 如 下 等 式 得 到 差 的 二 进 制 数字 ， 
1-020-241, 1-14020-240, 0-1+0=-1.2+1, 1-0-1-20-2«0H1-140- 
0-240. | la 
乘法 “在 讨论 乘法 之 前 ， 我 们 先 讨论 移 位 (shifting). H r" Ra, a, ,:7a,a4,),, RER 
把 展开 式 左 移 m 位 ， 并 附加 m 个 0 位 即 可 . 
例 2.7 用 2 3€ (101101),, 我 们 把 所 有 的 数字 左 移 五 位 并 在 后 面 附加 五 个 零 ， 得 到 
(10110100000),. < 
我 们 首先 讨论 一 个 位 整数 与 一 个 一 位 整数 的 乘法 . 为 了 用 (5), Raiana), BE 
注意 到 
dog = grtpo, Oxp,«r, 
HO0zqyzr-2, 这 是 因为 0<aob<(r -1)”， 接 着 有 
ajbtqy-2qur*p, Op,=r, 
HO0zqxr-1. 一 般 地 ， 我们 有 
ab +q = gr+p, OSP <r, 
且 0< 和 qi<r-1， 进一步 ,我 们 有 p, =q QER (a, ,77a,2,),(5), =(Pp。1…Pipo)，， 
为 了 实现 两 个 位 整数 的 乘法 ， 我 们 写成 
"ab = «(X ur) - Y pr. 
对 每 个 j， 我 们 首先 用 b, 乘 a， 然 后 左 移 j 位 ， 最 后 把 这 样 得 到 的 所 有 的 个 整数 加 起 来 来 得 到 
当 我 们 手 算 两 个 > 进 制 展开 的 整数 的 乘积 时 ， 可 以 使 用 类 似 于 十 进 制 乘法 的 技巧 . 
例 2.8 把 (1101), 和 (1110)。 相 乘 ， 有 如 下 算式 
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1 


注意 我 们 首先 用 (1110), 的 每 个 数字 乘 (1101)，， 


相 加 得 到 积 . 


1 1 0 1 
x 1 1 1.0 
0000 
1 10 1 
1 10 1 
1 10 1 
0.1 10 1 1 0 


除法 ”我们 希望 求 出 带 余 除法 中 的 商 4 


WWR q 的 > 进 制 展开 为 9 = (9,54, 2774:99),, M 


n-l 
Tate (Zar) +R, Oc R«b. 


a= bg+R, 


为 了 确定 q 的 第 一 个 数字 q,_,， 注 意 


a- baar - a Y ar) * R. 
j=0 


这 个 方程 的 右边 不 仅仅 是 正 的 ， 而 且 小 于 br ， 这 是 因为 Y ar! < 


Dr r-i. RERNA 
这 告诉 我 们 


0xa- bq, ur < br". 


la- 7 Ice: 


每 次 做 适当 数目 的 移 位 ， 然 后 把 适当 的 整数 


Oz Rb. 


< 


n-2 n-i 


> (reds uS 


我 们 通过 从 a 中 连续 地 减 去 br 直到 得 到 一 个 负 的 结果 来 求 得 g,_1; 9 -: 比 减法 的 次 数 小 1 
为 了 得 到 9 的 其 他 位 上 的 数字 ， 我 们 定义 部 分 余数 (partial remainders) 序 列 R, 如 下 : 


且 对 于 i=1, 2,.…，n， 


利用 数学 归纳 法 ， 我 们 来 证 明 


则 


R, =a, 


R, = Ria - bg, rU. 


R, = ( Xv) +R. 


对 于 i=0， 显然 这 是 正确 的 ， 因 为 Re =a=qb+R. 现在 ,假定 


-n-k~1 


R, = ( "XL +R. 


(2.1) 


Raa = R- Bg ur 
I n-k-i 


( > qr’ ) b +R -= bq, par 
p 


n-(k&1)-1 


> ar )^ +R, 
jz0 


这 样 就 得 到 (2. 1). 


由 (2. 1) 我 们 看 到 对 i=1, 2, =, n, 由 于 ar! Sri c3, BUG OR < 0 从 而 ， 


HIR SR, -bgr MOSR, <r, RATAR q, ;由 [Rr] 给 出 ,并 通过 从 
R PERERA br 直到 得 到 一 个 负 的 结果 而 得 到 ，g,_; 比 减法 的 次 数 小 1， 这 样 就 说 明了 
如 何 求 得 9 中 的 数字 . . 

例 2.9 用 (111), 除 (11101),， 设 g = (5,4,4,),. 我们 从 (11101), 中 减 去 一 次 22(111)，= 
(11100), 得 到 (1),， 再 减 一 次 得 到 一 个 负数 ， 因 此 g, = 1， 现 在 ， 有 R, = (11101), - (11100), = 
O) RIRE gq, =0， 因 为 R -2(111), 小 于 零 ， 类 似 地 ，g。=0， 因 此 ， 除 法 得 到 的 商 为 
(100),， 余 数 为 (1),. (* 


2.2 节 习 题 


. 求 (101111011)， 加 上 (1100111011)， 的 和 . 

. 求 (10001000111101), 加 上 (11111101011111), 的 和 . 

. 求 (1111000011), 减 去 (11010111), 的 差 . 

. 求 (1101101100), 减 去 (101110101), 的 差 . 

. 求 (11101), 乘 以 (110001), 的 积 . 

. 求 (1110111), 乘 以 (10011011), 的 积 . 

. 求 (110011111), 除 以 (1101), 的 商 和 余数 . 

. 求 (110100111), 除 以 (11101), 的 商 和 余数 . 

. 3K (1234321), Jit 1: (2030104) , 的 和 . 

10. 3R (4434201) , 减 去 (434421 ); 的 差 . 

11. 3&8 (1234) , 乘 以 (3002), 的 积 . 

12. 求 (14321), KRIA (334); 的 商 和 余数 . 

13. 3R ( ABAB) JIE (BABA) ,。 的 和 . 

14. 求 (FEED) ,。 减 去 (CAFE ) ,的 差 . 

15. 求 (FACE) RLA (BAD) ,。 的 积 . 

16. 3R ( BEADED) ,。 除 以 (ABBA) ,。 的 商 和 余数 . 

17. 解释 如 何在 字 长 为 1000 的 计算 机 上 实现 整数 18235187 和 22135674 的 加 法 、 减 法 和 乘法 . 
18. 写 出 基于 ( -2) 表 示 的 整数 的 基本 运算 的 算法 ( 见 2.1 节 的 习题 8 ) . v 
19. 如 何 从 两 个 整数 的 补 1 表示 得 到 它们 的 和 的 补 1 表示 ? 

20. 如 何 从 两 个 整数 的 补 1 表示 得 到 它们 的 差 的 补 1 表示 ? 

21. 给 出 康 托 展 开 的 加 法 算法 和 减法 算法 ( 见 2.1 节 习 题 28 前 面 的 导言 ). 
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22. —łr (dozen) ÆF 12, — Y (gross) &-F 12°. 用 12 为 基 或 十 二 进 制 (duodecimal) 算 法 ， 回 答 下 列 问题 . 
a) 如 果 从 :11 罗 3 打 鸡 蛋 中 取出 3 罗 7 打 零 4 个 鸡蛋 ， 还 剩 下 多 少 鸡蛋 ? 

b) 如 果 每 卡车 有 2 罗 3 打 零 7 个 鸡蛋 ， 共 往 超市 运送 5 卡车 ， 那 么 一 共 运 了 多 少 鸡 蛋 ? 
c) NUR 11 罗 10 打 零 6 个 鸡蛋 被 分 成 等 数量 的 3 堆 ， 那 么 每 堆 有 多 少 鸡 蛋 ? 

23. 对 于 十 进 制 展开 为 (aa,-,…aiao ) 且 末 位 数字 a, =5 的 整数 ， 求 其 平方 的 一 个 众所周知 的 规则 是 求 乘积 
(aa pa) [(asa ai)io+l] 并 在 最 后 添上 数字 (25)i。 例如 ,我 们 看 到 (165)” 的 十 进 制 展开 由 
16-17 =272 开始 ， 所 以 (165)* 227225. 证 明 这 个 规则 是 有 效 的 . 

24. 在 这 个 习题 中 ,我 们 推广 习题 23 中 给 出 的 规则 ， 来 求 28 进 制 展 开 且 末 位 数字 为 B 的 整数 的 平方 ,这 里 B 
为 正 整 数 . 证明 整 数 (a,a, .1…a10o)3s 的 28 进 制 展开 式 中 前 面 的 数字 为 (oua, ai)28 (2,2, 5 a a +1]， 
当 8 为 偶数 时 ,后面 的 数字 为 8B/2 和 0; 当 8B 为 奇数 时 ,后面 的 数字 为 (B-1)/2 和 B. 


2. 2 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 和 研究 . 
1. 用 你 自己 选 定 的 例子 验证 习题 23 和 24 给 出 的 规则 . 
程序 设计 
用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 实现 任意 大 整数 的 加 法 . 
2. 实现 任意 大 整数 的 减法 . 
3. 用 传统 算法 计算 两 个 任意 大 的 整数 的 乘积 . 
4. 计算 任意 大 的 整数 的 除法 ， 求 商 和 余数 . 


2.3 整数 运算 的 复杂 度 


一 旦 给 定 一 种 运算 的 算法 ,我 们 可 以 考虑 这 个 算法 在 计算 机 上 实现 所 需 的 时 间 量 .我 们 以 位 
运算 (bit operations) 为 单位 来 衡量 时 间 量 . 这 里 位 运算 是 指 两 个 二 进 制 数字 的 加 、 减 、 乘 以 及 一 
个 二 位 整数 除 以 一 个 一 位 的 整数 (得 到 一 个 商 和 一 个 余数 ), 或 者 把 一 个 二 进 制 整数 移 位 一 位 . 
(在 一 台 计算 机 上 进行 一 次 位 运算 所 需 的 实际 的 时 间 依 赖 于 计算 机 的 结构 和 容量 . ) 当 描 述 实现 一 
个 算法 所 需 的 位 运算 的 次 数 时 ， 就 是 在 描述 这 个 算法 的 计算 复杂 度 (computational complexity) . 

在 描述 实现 计算 所 需 的 位 运算 时 ,我 们 将 使 用 大 0 记号 ， 当 变量 很 大 时 ， 大 .0 记号 用 一 
个 熟知 的 参考 函数 给 出 函数 的 一 个 上 界 ， 而 参考 函数 的 值 增长 程度 是 容易 理解 的 . 

为 了 引出 这 个 记号 的 定义 ， 考 虑 下 面 的 情况 . 假定 为 了 实现 关于 整数 n 的 指定 运算 需要 至 
多 w+ 8m logi 次 位 运算 .由 于 对 每 个 整数 n，8n logn — 8n ， 这 个 运算 需要 少 于 9m 次 位 运 
算 . 由 于 位 运算 的 次 数 总 是 小 于 一 个 常数 乘 以 n^, Bl 9n* ,我 们 称 需 要 的 位 运算 为 0(mw ). 一 般 
说 来 ， 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 5 是 一 个 指定 的 实数 集合 ， 如 果 f 和 g 为 取 正 值 的 函数 ， 对 所 有 的 x*e5S 有 定义 ， 则 
如 果 存 在 正常 数 开 使 得 对 所 有 充分 大 的 YeS， 均 有 xz) 一 Ke(z*)， 那 么 /在 8 上 是 0(g) 的 . 
(通常 我 们 取 5 为 正 整 数 集合 ， 这 时 便 不 再 另 提 集合 5. ) 

大 0 记号 在 数论 和 算法 分 析 中 被 广泛 使 用 .保罗 … 巴赫 曼 (Paul Bachmann) TE 1892 年 引入 
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大 0 记号 ( [Ba94]). 大 0 记号 有 时 被 称 为 兰 道 符号 ， 是 根据 埃 德 蒙 * 兰 道 (Edmund Landau) 
的 名 字 命 名 的 ， 他 在 数论 的 很 多 函数 的 估计 中 使 用 了 这 个 符号 ， 在 算法 分 析 中 大 0 符号 是 由 
著名 的 计算 机 科学 家 高 纳 德 ， 克 努 特 (Donald Knuth) 所 推广 使 用 的 . 


保罗 ， 古 斯 塔 夫 . 海 因 里 希 . 巴赫 曼 ( Paul Gustav Heinrich Bachmann, 1837—1920) 是 
牧师 的 儿子 ， 继 承 了 他 父亲 虔诚 的 生活 方式 和 对 音乐 的 热爱 .小时候 他 的 老师 就 发 现 
了 他 的 数学 天 赋 ， 在 他 的 结核 病 痊 愈 后 ， 先 就 读 于 柏林 大 学 后 来 转 人 哥 廷 根 大 学 ， 在 
那里 他 参加 了 狄 利克 雷 ( Dirichlet) 教 授 的 课程 . 1862 年 ， 在 数论 学 家 库 默 尔 (Kummer) 
的 指导 下 获得 了 博士 学 位 ,巴赫 曼 首先 受聘 为 布雷 斯 劳 大 学 ( Breslau) 的 教授 ， 之 后 转 
到 了 明 斯 特 (Mimster) 大学. 退休 之 后 ， 他 继续 从 事 数 学 研究 、 弹 奏 钢 琴 和 发 表 专 栏 音 
乐 评论 .他 的 著作 包括 5 卷 本 的 数论 概要 、2 卷 本 的 初等 数论 、 一 本 关于 无 理 数 的 书 和 一 本 关于 费 马 大 定 
理 的 书 (这 个 定理 将 在 第 13 章 讨论 ) BAR 1892 年 引入 了 大 0 记号 . | 


y] 
3R- 朗 道 (Edmund Landau，1877 一 1938) 是 一 个 柏林 妇科 医生 的 儿子 ， 并 在 柏 


林 就 读 高 中 .1899 年 在 弗 罗 贝 尼 乌 斯 (Frobenius) 的 指导 下 获得 博士 学 位 ， 朗 道 先 
在 柏林 大 学 教书 后 来 转 到 哥 延 根 大 学 ， 在 那里 他 一 直 担任 全 职 教授 直到 纳粹 强迫 
他 离开 教学 岗位 ， 朗 道 对 数学 的 主要 贡献 在 解析 数论 ; 他 给 出 了 若干 有 关 素 数 分 
布 的 重要 结果 . 朗 道 写 过 一 部 3 卷 本 的 数论 著作 和 很 多 关于 数学 分 析 以 及 解析 数 
论 的 书 . 


我 们 将 要 用 几 个 例子 来 解释 大 0 记号 的 概念 . 

例 2.10 我 们 可 以 在 正 整数 集合 上 证 明 n +2n +5 是 0(m) 的 .为 了 证 明 这 个 结果 ， 注 
意 对 所 有 正 整 数 都 有 n* +2n «5n! +2 +5n =8r. (我 们 在 定义 中 取 尺 =8. ) 读 者 也 应 该 注 
BP n' 是 O(n* «2n? +5) 的 . 4 


512.11. 我 们 可 以 容易 地 给 出 > 了 的 一 个 大 0 估计 . 注意 被 加 数 均 小 于 n TER 7 < 


5 n nin =w. BAARS, j= n(n+1)/2 RA a. 4 
现在 我 们 要 给 出 一 些 对 函数 组 合 运 算 的 大 0 估计 有 用 的 结果 . 

定理 2.2 如 果 f 是 0(g) 的 , c 是 正常 数 ， 则 cf 是 0(g) 的 . 

证 明 如 果 f 是 0(g) 的 ， 则 存在 常数 KK， 使 得 对 我 们 考虑 的 所 有 x, f(x) Kg(x), But 


c(x)«(cK)g(x), WA of 是 0(g) 的 . . 
定理 2.3 de X f, ££ 0(g)08, f; X O(g,) f, W f, th Ol +A, HR. ff 是 
Og, g;) fS. 


证 明 WRS 是 0(g) 的 , f, OC, ) BU, DUEZERCBCK, UBL K,, ， 使 得 对 我 们 考虑 的 所 有 
x, Afla) Ka (a), GO Ks (x). 因此 
fi(x) +f(x) <Kg(x) + Kg (x) 
< K(gi(x) + g(x)), 
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其 中 天 是 天 MK BRAE, MAM Ai th 是 Oa, te). 

另外 ， : 
f GO (x) < Kg (x) Kg ) 

= (KiK,) (aa (0), 

因此 ff 是 Oleg) Hn. 四 
高 纳 德 . 克 努 特 (Donald Knuth，1938 一 ) 在 密尔沃基 市 (Milwaukee ) KK, 他 的 父亲 
经 营 一 个 小 印刷 工厂 ， 同 时 教授 记 账 课程 . 他 是 个 非常 优秀 的 学 生 ， 同 时 也 将 他 的 
聪明 用 在 了 一 些 异 乎 寻常 的 地 方 ， 比 如 从 “Ziegler s Giant Bar" 这 些 字母 中 组 出 了 
超过 4500 个 的 单词 ， 这 为 他 的 学 校 赢 得 了 一 台电 视 机 ， 并 为 班 上 的 每 位 同学 赢得 了 
一 根 棒 棒 糖 . 

1960 年 克 努 特 毕 业 于 凯 斯 理工 学 院 ( Case Institute of Technology) ， 因 为 他 的 杰出 
成 绩 ， 学 校 破例 同时 授予 他 学 士 和 数学 硕士 学 位 .在 凯 斯 理工 学 院 ， 他 把 自己 的 数学 天 赋 用 在 管理 复 
球 队 上 ， 用 他 改进 的 方程 评估 每 个 球员 (这 曾 被 CBS 电视 台 和 Newsweek 报纸 报道 过 )， 克 努 特 于 1963 
年 在 加 州 理工 学 院 (California Institute of Technology) 获 得 博士 学 位 . 

克 努 特 先后 在 加 州 理工 学 院 和 斯 坦 福 大 学 执教 ， 为 了 集中 精力 写 书 他 于 1992 年 退休 . 他 特别 喜欢 
更 新 续 写 他 的 著名 系列 《计算 机 程序 设计 的 艺术 》 (the Art of Computer Programming)， 这 一 系列 著作 对 
计算 机 科学 产生 了 深远 的 影响 ， 克 努 特 是 研究 计算 复杂 度 的 竟 基 人 ， 他 对 程序 编译 也 有 葛 基 性 的 贡献 ， 
克 努 特 发 明了 用 于 数学 (和 普通 ) 排 版 的 TeX 和 Metafont 系统 ， TeX 在 HTML 和 浏览 器 的 发 展 过 程 中 扮 
演 了 重要 的 角色 . 他 在 有 关 算 法 分 析 的 作品 中 普及 了 大 0 符号 . 

克 努 特 在 许多 专业 的 计算 机 和 数学 杂志 上 发 表 过 文章 . 但 他 的 处 女 作 却 是 1957 年 大 一 时 发 表 在 
《疯狂 》 杂志 上 的 一 篇 《 普 芯 比 度量 衡 体 系 》 (The Potrzebie System of Weights and Measures) ， 是 一 篇 关 
于 度量 体系 的 打油诗 . 


推论 2.3.1 Ae f, dfe f, X O(g) f, Wl f, «f, 是 0(g) 的 . 

证 明 定理 2.3 告诉 我 们 f +f 是 0(2g) 的 . 但 是 如 果 f € f, KO), Wf f OK), 
因此 fi +f fe OC) ff. = 

使 用 大 0 估计 的 目的 是 使 用 最 简单 的 对 照 参 考 函 数 来 得 到 最 好 的 大 0 估计 .在 大 0 估计 
中 常用 的 参数 函数 包括 1, logn, nlogn, nlogn + loglga, n^ 和 2 ， 以 及 其 他 的 一 些 重要 函数 ， 
可 以 通过 计算 说 明 在 这 列 函数 中 每 个 函数 都 比 下 一 个 函数 小 ， 因 为 随 着 ”无限 增 大 ， 相 邻 两 个 
函数 的 比 趋 于 0， 注 意 在 大 0 估计 中 会 出 现 更 复杂 的 函数 ， 将 在 后 面 的 章节 中 涉及 . 

我 们 将 要 用 下 面 的 例子 解释 如 何 利用 前 面 的 定理 进行 大 0 估计 . 

例 2.12 为 了 给 出 (n+8logn)(10nlogn+17r ) 的 大 0 估计， 首先 注意 根据 定理 2.2、2.3 和 
推论 2.3.1, n+8logn 是 0(n) 的 . 且 10nlogn +17n Œ O(n) CAA loga 是 0(n) 的 ， 而 nlogn 
是 0(n) 的 )， 再 根据 定理 2.3， 可 以 看 到 (n+8logn)(l0nlogn+17r) 是 O(n?) S. — < 

使 用 大 0 记号 ,我 们 可 以 看 到 加 或 减 两 个 n 位 整数 都 需要 0(n) 次 位 运算 , 然而 用 通常 的 
方法 两 个 位 整数 相 乘 则 需要 Ow ) 次 位 运算 (参见 本 节 末 的 习题 12 和 13 )， 令 人 了 吃惊 的 是 存 
在 计算 大 整数 乘法 的 快速 算法 . 为 了 介绍 这 一 算法 ， 我 们 首先 考虑 两 个 2n 位 整数 的 乘法 ， 分 
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别 为 a= (arn ia 2 0,0,); f b = (05 boo bibas 我 们 写 为 


a = 2'A, + A, = 2"Bi + B,, 
其 中 
A, = xiu s A, = (2,40, 470,05); 
B, m (5, abi ub u.s B, = (b, ,b, , bibo) 2 
我 们 将 要 使 用 恒等式 ， 
ab = (2” +2°)A,B, «2'(A, -4)(B - B) + (2 € 1)AB,. (2.2) 


为 了 应 用 (2.2) 求 c Mb HRR, 我们 需要 进行 三 个 n 位 整数 的 乘法 (分 别 为 41B,，(4| AQ) 
(B, -Bi) 和 4oBo) 以 及 一 些 加 法 和 移 位 .这 可 用 下 面 的 例子 说 明 . 
例 2.13 我 们 可 以 使 用 (2.2) 来 计算 (1101)， 和 (1011)， 的 积 . 我 们 有 (1101)，= 
2°(11), + (01), 和 (1011), 22/(10), + (11),. 应 用 (2.2) ， 我 们 发 现 l 
(1101),(1011), = (2* « 2) (11), (10), +2°( (11), - (01),) - 
((11), - (10),) + (2 € 1) (01), (11), 
= (2 + 22) (110), + 22(10),(01), + (22 1) (11), 
= (1100000), + (11000), + (1000), + (1100), + (11), 
= (10001111),. E 
我 们 现在 来 估计 反复 地 使 用 (2.2) 乘 两 个 ”位 整数 所 需 的 位 运算 的 次 数 ， 如 果 我 们 设 M(n) 
表示 两 个 ”位 整数 相 乘 所 需 的 位 运算 的 次 数 ， 从 (2.2) 中 发 现 
| M(2n) < 3M(n) + Cn, (2.3) 
这 里 C 为 一 个 常数 ， 因 为 三 个 位 整数 乘法 中 的 每 一 个 都 需要 M(n) 次 位 运算 ,而 用 (2.2) 计 
算 ab 所 需 的 加 法 和 移 位 的 次 数 不 依赖 于 mm， 这 些 操 作 中 的 每 一 个 都 需要 0(n) 次 的 位 运算 . 
从 (2.3) ， 利 用 数学 归纳 法 ， 我 们 可 以 证 明 
M(2*) < c(3* -2*), (2.4) 
其 中 是 M(2) 和 C((2.3) 中 的 常数 ) 中 的 最 大 值 . 为 了 进行 归纳 ， I k=1 时， 
由 于 c 是 MM(2) 和 C 的 最 大 值 ， 有 M(2)<c(3 -2') =c. 
因为 归纳 假设 ， 我 们 假定 
" M(2*) < c(3* - 25). 
所 以 ， 应 用 (2.3) 有 
M(2") «3M(2') + c2 
< 3c(3* - 2) + cz 
m c3"! 20-3-.2* 4 02* 
s c(3*! 22"), 
这 就 说 明 对 所 有 正 整数 上 ，(2.4) 是 正确 的 . 
| 应 用 不 等 式 (2.4) 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 2.4 两 个 n 位 整数 的 来 法 可 以 用 O(n"H) 次 位 运算 实现 ， (注意; log,3 近似 为 
1.585， 小 于 在 传统 乘法 算法 所 需 的 位 运算 次 数 的 估计 中 的 次 数 2.) f 
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因此 ，M(n) 是 O(n") fig. 


证 明 从 (2.4) 中 ， 我 们 有 
M(n) = M(2"") < y(2/*em) 
x c( 31e b pesan] et) 


< 3c " 3 fogzn] < 3c 2 g loe = ZBen"? ( 因为 3 log2n = n2), 


我 们 现在 不 加 证 明 的 陈述 两 个 相关 的 定理 . 证 明 可 以 在 [Kn97] 和 [Kr79] 中 找到 . 
定理 2.5 给 定 一 个 正 数 e 这 0， 存 在 计算 两 个 严 位 整数 的 乘积 的 算法 ， 只 需要 O(n 7) 


位 运算 . 


注意 定理 2.4 是 定理 2.5 在 &=log,3 -1 时 的 特殊 情况 ， 此 时 e 近似 等 于 0. 585. 
定理 2.6 存在 计算 两 个 nn 位 整数 腾 积 的 算法 只 使 用 
! O( nlog,nlog,log,n) 


次 位 运算 . 


由 于 对 于 大 整数 n，logsn 和 log,log,n HE n 小 得 多 ， 因 此 定理 2.6 是 定理 2.5 的 改进 ， 尽 


管 我 们 知道 M(n) 是 0(nlogsnlog,logan) 的 ,为 了 简单 起 见 ， 我 们 将 要 在 下 面 的 讨论 中 使 用 一 个 
显然 的 事实 : M(n)J& O) W. 


在 2.2 节 中 给 出 的 传统 算法 用 0(w) 次 位 运算 实现 了 一 个 2n 位 整数 被 一 个 位 整数 除 的 


算法 然而， 整数 除法 所 需 的 位 运算 的 次 数 与 整数 乘法 所 需 的 位 运算 的 次 数 相关 .我 们 基于 
[Kn97] 中 讨论 的 算法 给 出 下 面 的 定理 . 


定理 2.7 5 2n 位 整数 a 被 整数 b( 不 超过 nn 位 ) 除 时 ， 有 使 用 0O(M(n)) 次 位 运算 求 商 g= 


[a/b] Fk, AF M(n) 是 求 两 个 位 整数 夹 积 所 需 的 位 运算 次 数 . 
2.9 节 习 题 


. 在 正 整数 集合 上 确定 下 面 函 数 是 否 0(n) 的 . 


a)2n +7 b)n?/3 c)10 d)log( n +1) e) / i «1 f) (n+1)/(n+1) 
在 正 整数 集合 上 证 明 2n* +3n «17 是 O(n*) ff. 


. 证 明 (m 和 e An? logn « 1015?) (14nlogn 4 8n) J& O( n*logn) ff. 
. 在 正 整 数 集合 上 证 明 n! 是 Oln") B8. 
, 证 明 (n! 1) (n &logn) + (n n") ((logn)? +n +7) Æ Ont) fj. 


. 车 m 是正 实 数 , 证 明 Y j^ E O(n" ) 的 . 
j=l 


. 在 正 整 数 集合 上 证 明 nlogn 是 O(logn!) 的 . 
. 证 明 : 如 果 MA 分别 是 0(gi) 和 0(g,) 的 , Ee Me 为 常数 ， 则 cp +h Æ Olg +g). 
. EH: 如 果 f 是 0(g) 的 ， 则 对 所 有 正 整 数 k，f* 是 0(8) 的 . 


10. 设 + 是 大 于 1 的 正 实数 , 证 明 函数 /是 O(logn) 的 当 且 仅 当 了 是 0(log,n) 的 . (提示 : 注意 到 log, n/log,n = 


log,b. ) 


11. 证 明正 整数 n 的 5 进 制 展 开 有 [logsn] +1 位 . 
12. 分 析 传 统 的 加 法 和 减法 算法 ， 证明 n 位 整数 的 这 些 运算 需要 0(n) 次 位 运算 . 


*» 
tà 
二 
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13. 证 明 用 传统 方法 乘 一 个 4 位 和 一 个 m 位 整数 需要 0(nm) 次 位 运算 . 
14. 估计 计算 1+2 +… n 所 需 的 位 运算 的 次 数 . 

a) 通 过 逐 项 相 加 ; 

b) 通 过 使 用 恒等式 1+2+… +n=n(n+1)/2 和 乘法 以 及 移 位 . 
15. 给 出 计算 下 面 式 子 所 需 的 位 运算 次 数 的 估计 . 


a)n! » (1) 


16. 给 出 把 一 个 整数 从 十 进 制 转 为 二 进 制 所 需 的 位 运算 次 数 的 估计 . 
17. Hin c2 的 恒等式 (2.2) 来 计算 (1001), 和 (1011), 的 乘积 . 
18. 先 利 用 n=4， 再 利用 n=2 的 恒等式 (2. 2)iF$ (10010011), fll (11001001), HRE. 
19. a) 证 明 对 于 十 进 制 展开 存在 一 个 类 似 于 (2.2) 的 恒等式 . 
b) 应 用 (a) 的 结果 ， 只 用 三 个 一 位 整数 乘法 以 及 移 位 和 加 法 来 实现 73 和 87 的 乘法 . 
c) 应 用 (a) 的 结果 ， 把 4216 和 2733 的 乘法 简化 到 三 个 二 位 整数 乘法 以 及 一 些 移 位 和 加 法 ; 然后 再 次 应 用 
(a) 部 分 ， 把 每 个 二 位 数 乘法 简化 到 三 个 一 位 数 乘法 和 一 些 移 位 与 加 法 ， 最 终 只 使 用 九 个 一 位 整数 乘法 
和 一 些 移 位 、 加 法 完成 这 个 乘法 运算 . 
20. 如 果 4 和 B 是 nxn 矩阵， 其 元 素 分 别 为 a 和 bj, 1<i<n, 1 «jen, W AB 是 nxn 矩阵， 其 中 元 素 为 


cy = Y, aby 证 明 直 接 根据 定义 计算 AB 需要 用 到 n 个 整数 乘法 . 
kzi 
21. 证 明 通过 下 面 的 等 式 ， 只 用 七 个 整数 乘法 实现 两 个 2 x2 矩阵 的 乘法 是 可 能 的 . 


x +(an a5) (5 - b) 
a,b, + a,b; 


Bg |l b, 2 + (Qn + Qi 70, ~ an ) ba 
an anjlbn 55 z+ (a -an ) (bn - 55) x+ (an -an ) (55 -5,) 
-an (bu -ba -bn tb.) + (an *a5) (b - b) 


其 中 x=alb -Can -a ~ aw) (5, -bnp tba). 

«22. 使 用 归纳 的 方法 ， 把 (2n) x (2n) 矩 阵 分 成 四 个 n xn 和 矩阵， 应 用 习题 21 证 明 只 使 用 7* 个 乘法 和 少 于 7*" 
个 加 法 ， 实 现 两 个 2* x 2* 矩阵 的 乘法 是 可 能 的 . | 

23. 从 习题 22 中 推出 如 果 两 个 ”xn 矩阵 中 的 所 有 元 素 都 是 少 于 位 的 数 ， 则 只 需 O (n) 次 位 运算 即 可 实现 
它们 的 乘法 ， 其 中 。 E 


2. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 , 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

1. 计算 81 873 569 和 41 458 892 的 乘积 ， 对 这 两 个 八 位 数字 使 用 等 式 (2.2) ， 归 结 为 四 位 整数 相 乘 ， 再 次 应 用 

(2.2), ， 再 归结 为 二 位 整数 相 乘 . | 

2. 用 习题 21 计算 你 自己 选择 的 两 个 8 x 8 矩阵 的 乘法 ， 然 后 对 得 到 的 4x4 和 矩阵 再 次 应 用 习题 21. 

程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

* 1. 用 等 式 (2.2) 乘 两 个 任意 大 的 整数 . 
** 2. 用 习题 21 ~ 23 中 讨论 的 算法 计算 两 个 nxn 和 矩阵 的 乘积 . 
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本 章 介绍 数论 的 一 个 核心 概念 : 素数 ， 素 数 即 是 恰好 有 两 个 正 整数 因子 的 正 整 数 ， 古 希腊 
人 首先 对 素数 作 了 大 量 的 研究 ， 并 发 现 了 素数 的 许多 基本 性 质 .， 过 去 的 三 百年 间 ， 数 学 家 花费 
了 大 量 的 时 间 探 索 素数 世界 .他们 发 现 了 许多 有 趣 的 性 质 ， 提 出 了 各 种 猜想 ,证 明了 很 多 有 趣 
和 奇妙 的 结果 .直到 今天 人 们 仍 在 研究 与 素数 有 关 的 各 种 问题 ， 其 部 分 原因 是 因为 素数 在 现代 
密码 学 中 具有 重要 作用 .关于 素数 的 许多 未 解决 的 问题 也 刺激 新 的 研究 工作 ， 还 有 不 少 人 想 要 
打破 已 知 最 大 素数 的 纪录 ， 并 载 人 史册 . 

本 章 我 们 要 证 明 : 素数 有 无 穷 多 个 ,我 们 给 出 的 证 明 可 回溯 到 古代 ， 我 们 将 给 出 一 种 方 
法 ， 求 出 某 个 给 定 整 数 范围 以 内 的 所 有 素数 ， 所 采用 的 埃 拉 托 色 尼 斯 (Eratosthenes) 得 法 也 源 
于 古代 ， 我 们 还 要 讨论 素数 的 分 布 ， 并 给 出 在 19 世纪 末 所 证 明 的 著名 的 素数 定理 .这 个 定理 
对 于 不 超过 某 个 整数 的 素数 个 数 给 出 一 个 精确 的 估计 .尽管 数学 家 做 了 几 百 年 的 努力 ， 仍 有 关 
于 素数 的 许多 问题 未 被 解决 ， 我们 要 讨论 其 中 最 著名 的 两 个 : 杰 生 素数 猜想 和 哥 德 巴赫 ( Gold- 
bach) 猜想 . 

本 章 还 要 证 明 : 每 个 正 整数 都 可 以 被 唯一 地 写成 素数 的 乘积 ( 当 素 数 根据 其 大 小 按照 升序 
排列 时 )， 这 个 结果 被 称 为 算术 基本 定理 . 为 了 证 明 该 定理 ,我 们 将 使 用 两 个 整数 的 最 大 公 因 
子 这 一 概念 ， 我 们 将 要 在 本 章 给 出 一 些 关 于 最 大 公 因 子 的 重要 性 质 ,， 例 如 它 是 这 些 整 数 的 最 小 
的 线性 组 合 。 我 们 还 将 讨论 能 够 用 来 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 的 欧 几 里 得 算法 ， 并 分 析 它 的 计 
算 复杂 度 ， 我 们 也 将 讨论 把 整数 分 解 为 素数 的 乘积 的 方法 ， 并 讨论 这 些 方 法 的 复杂 度 ， 在 数论 
中 常常 研究 具有 特殊 形式 的 数 ， 本 章 中 ， 我 们 将 要 介绍 费 马 数 ， 即 形 如 2”+1 的 整数 ，( 费 马 
猜想 它们 都 是 素数 ， 但 是 这 被 证 明 是 不 对 的 . ) | 

最 后 ， 我 们 将 介绍 丢 番 图 方程 ， 它 是 只 考虑 整数 解 的 方程 ， 我 们 将 要 证 明 如 何 用 最 大 公 因 子 
来 帮助 求解 线性 丢 番 图 方程 .与 其 他 丢 番 图 方程 不 同 ， 线 性 丢 番 图 方程 能 够 容易 地 系统 解决 . 


3.1 素数 


正 整数 1 只 有 一 个 正 整数 因子 . 任意 其 他 的 正 整数 至 少 有 两 个 正 整数 因子 ， 因 为 它 一 定 可 
以 被 1 和 它 本 身 整 除 . 在 数论 中 只 有 两 个 正 整数 因子 的 整数 是 非常 重要 的 ; 它们 被 称 为 素数 ， 

定义 ”素数 是 大 于 1 的 正 整数 ， 并 且 除 了 1 和 它 本 身 不 能 被 其 他 正 整 数 所 整除 . 

例 3.1 整数 2,3,， 5, 13, 101 和 163 都 是 素数 . 4 

定义 大 于 1 的 不 是 素数 的 正 整数 称 为 合 数 ， 

例 3.2 整数 4=2.2, 8=4.2, 33=3.11,， 111 23-37, 1001 27 * 11 - 13 都 是 合 数 . 

. . Š 

素数 是 整数 乘法 的 构成 单元 ， 下 面 ， 我 们 会 看 到 每 一 个 正 整 数 都 能 唯一 地 表示 成 一 些 素数 
的 积 . 5 
在 这 一 节 中 我 们 将 讨论 在 给 定 正 整数 集中 素数 的 分 布 并 证 明 该 分 布 的 一 些 基础 性 质 ， 同 时 
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还 将 讨论 关于 素数 分 布 的 一 些 更 强 的 结论 . 在 我 们 将 要 介绍 的 定理 中 包含 了 数论 中 一 一 些 最 著名 
的 结论 . 

在 书 的 最 后 ， 表 E. 1 中 给 出 了 小 于 10 000 的 所 有 的 素数 . 

素数 的 无 限 性 ”我们 从 证 明 素数 是 无 穷 多 的 开始 ， 为 此 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 3.1 每 一 个 大 于 1 的 正 整 数 都 有 一 个 素 因子 . 

证 明 ”我 们 通过 反 证 法 进行 证 明 ， 假 设 存在 一 个 大 于 D 的 正 整 数 没有 素 因 子 . 那么 大 于 1 
且 没 有 素 因 子 的 正 整 数 构成 的 集合 非 空 ， 由 良 序 性 知 集合 存在 一 个 最 小 的 整数 n. PF n SEE 
n 整除 且 nn 没有 素 因 子 ， 那 么 nn 不 是 素数 . 于 是 nn 可 以 写成 n=ab, 其 中 1<a<n, 1<b<n. 
因为 a 二 n， 所 以 a 一 定 有 素 因子 . HE GEH 1.8, a 的 任何 因子 一 定 是 nn 的 因子 ,那么 n 就 有 素 
因子 ， 与 假设 没有 素 因 子 矛 盾 . 所 以 我 们 就 得 到 了 结论 ;任何 一 个 大 于 1 的 正 整 数 至 少 有 一 
个 素 因 子 . a 

下 面 我 们 证 明 一 个 古 希 腊 时 期 被 认为 是 令 人 惊奇 的 结果 : 素数 是 无 穷 多 的 . 这 是 数论 中 的 
关键 性 定理 之 一 ， 它 的 证 明 方 法 有 好 多 种 . 我们 给 出 的 证 明 方 法 是 欧 几 里 得 (Euclid) 在 他 的 
《几何 原本 》 一 书 (Book IX，20) 中 给 出 的 .这 个 简单 而 又 优美 的 证 明 方 法 被 认为 相当 的 完美 . 
这 就 不 奇怪 为 什么 在 专门 收录 一 些 特别 有 洞察 力 ， 特 别 巧 妙 的 证 明 的 书 《Proofs from THE 
BOOK》[AiZi03] 中 ， 以 欧 几 里 得 的 这 个 证 明 作为 开始 . 另外 ,这 本 书 还 给 出 了 素数 无 穷 性 的 
六 种 不 同 证 明 方法 . (这 里 ，THE BOOK 是 指 收集 完美 证 明 的 书 ，Paul Erdos 称 此 书 是 由 上 帝 掌 
管 的 )， 我 们 将 在 本 章 的 后 面 介绍 一 些 证 明 素数 无 穷 性 的 其 他 方法 . ( 见 这 一 节 末 尾 的 习题 8 
以 及 3.3、3.5 和 3.6 节 的 习题 . ) 

定理 3.1 存在 无 穷 多 个 素数 . 

证 明 假设 只 有 有 限 多 个 素数 为 p,，p,，…，p,， 其 中 忆 V aL EA 
出 了 所 有 的 素数 )， 考 虑 整数 0,， 由 这 些 素数 的 乘积 加 1 得 到 ， 

Q, = pipi p, +1. 
H5|383.1, Q, 至 少 有 一 个 素 因 子 ， 设 为 g.。 那么 我 们 将 证 明 g 不 是 上 述 素数 中 的 任何 -- 
”从 而 得 到 矛盾 . 

WiRq-p,lsjen, HT Q, -pp pp =1， 且 9 可 以 整除 上 面 等 式 的 左 端 两 项 ， 那 么 由 
定理 1.9,g |1， 这 显然 是 不 可 能 的 因为 1 不 能 被 任何 素数 整除 ， 于 是 g 不 是 p 的 任何 一 个 
那么 就 与 假设 矛盾 . 四 

定理 3. 1 的 证 明 过 程 不 是 构造 性 的 ， 因 为 我 们 在 证 明 中 构造 的 正 整数 0,( 由 前 个 素数 加 
A te M 习题 11). 因此 ， 在 证 明 过 程 中 我 们 只 是 知道 存在 一 个 新 的 
素数 但 是 并 没有 求 得 它 

求 素数 i NER EU RR KE REI 
以 区 分 的 测试 是 至 关 重 要 的 ， 这 种 测试 叫做 素性 检验 .最 基本 的 素性 检验 是 试 除法 ， 这 将 告诉 
我 们 整数 ”是否 为 素数 ， 它 是 素数 当 且 仅 当 它 不 能 被 任何 一 个 小 于 Vn 的 素数 整除 .下 面 我 们 将 
证 明 这 种 方法 可 以 被 用 来 确定 一 个 数 n 是 否 为 素数 . 

定理 3.2 如 果 n 是 一 个 合 数 ， 那 么 nn 一 定 有 一 个 不 超过 Vn 的 素 因子 . 
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证 明 ”既然 是 合 数 ， 那 么 n RIBUS n sab, AREE T -—amb-n. 我们 一 定 有 as<vn， 
ERA man, 那么 有 ab >Yn .Vn=n， 由 引 理 3.1， a 至少 有 一 个 素 因 子 ， 再 由 定理 1.8, 


a 的 因子 一 定 也 是 n 的 因子 ， 显 然 这 个 素 因子 小 于 等 于 Vn. 

1 2 3 - 5 6 7 8 Ø 49 
11 3A B d 57 17 4$ 149 30 
Ar 232 23 24 35$ 36 2T 路 29 39 
31] 32 Z 34 3 36 37 38 239 4e 
机 性 — 44 M 46 0 4 5 59 
AX 0352 253 5 5 5 ST  5& 59 69 
6 - X 64 W 6 6 6 49 3e 
nh. 300 3x 4 036 y" 3*9 79 | $9 
GU B B 34 CER 36 T 99 9 90 
ji 92 .9* 94 IS % 97 98 % 49e 


图 3.1. 使 用 埃 拉 托 色 尼 斯 第 法 求 小 于 100 的 素数 


给 定 一 个 正 整 数 n， 我 们 使 用 定理 3.2 可 以 找到 所 有 小 于 等 于 n 的 素数 .. 这 种 方法 是 由 古 希腊 
数学 家 埃 拉 托 色 尼斯 提出 的 ， 所 以 这 个 过 程 叫做 埃 拉 托 色 尼斯 得 法。 我 们 通过 图 3. 1 来 举例 说 明 如 
何 寻 找 小 于 100 的 素数 ， 我 们 首先 注意 到 小 于 100 的 合 数 一 定 有 一 个 小 于 V100 =10 的 素 因 子 ， 而 我 
们 知道 小 于 10 的 素数 只 有 2，3，5，7， 那 么 我 们 首先 用 水 平 线 ( - ) 删 去 那些 大 于 2 且 能 被 2 整除 的 
数 ， 然 后 用 斜 线 (/) 删 去 除了 3 以 外 的 能 被 3 整除 的 数 ， 用 反 斜 线 (\ ) 删 去 除 5 以 外 的 能 被 5 整除 的 
数 ， 最 后 用 竖 线 ( | ) 删 去 除了 7 以 外 的 能 被 7 整除 的 数 ， 那 么 剩 下 的 数 除 了 1 以 外 都 是 素数 


埃 拉 托 色 尼 斯 ( Eratosthenes， 公 元 前 276—194) 出 生 于 希腊 属地 埃及 西部 的 昔 兰 尼 
(Cyrene). 他 在 雅典 的 柏拉图 学 院 学 习 了 一 段 时 间 . 托 勒 密 二 世 (Ptolemy 工 ) 邀 请 
埃 拉 托 色 尼斯 到 亚历山大 教 他 的 儿子 .后 来 埃 拉 托 色 尼 斯 成 为 了 著名 的 亚历山大 图 
书馆 的 馆 长 ， 该 图 书馆 是 一 个 藏 有 文学 、 艺 术 和 自然 科学 方面 古代 著作 的 知识 宝 
WE. 他 是 一 个 非常 多 才 多 艺 的 学 者 ， 著 有 数学 、 地 理 : 天 文 、 历 史 、 哲 学 和 文学 方 
A TUUT 面 的 书 . 除了 在 数学 方面 的 工作 ， 埃 拉 托 色 尼 斯 还 以 古代 编 年 史 和 地 理 测量 闻名 ， 
包括 他 著名 的 地 球 直径 测量 . 


虽然 埃 拉 托 色 尼 斯 得 法 可 以 找到 小 于 等 于 一 个 给 定 的 整数 的 所 有 素数 ， 但 是 对 于 一 个 特定 
的 整数 n， 确 定 其 是 否 为 素数 就 要 通过 判断 它 能 否 被 不 超过 Vn 的 素数 整除 来 确定 ， 这 种 方法 的 
效率 不 高 ; 我 们 将 在 后 面 给 出 一 些 更 好 的 方法 来 判断 一 个 整数 是 否 是 素数 . 

我 们 现在 介绍 一 个 函数 ， 用 它 来 表示 不 超过 特定 的 数 的 素数 的 个 数 


H 
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定义 函数 mr(x) 表 示 不 超过 xx 的 素数 的 个 数 ， 其 中 * 是 正 实 数 . 
例 3.3 从 上 述 用 埃 拉 托 色 尼 斯 得 法 所 举 的 例子 中 我 们 可 以 看 到 (10) =4; 7(100) =25. 


1 «4 

等 差 数列 中 的 素数 “每 一 个 奇数 可 以 表示 为 4n +1 或 者 4n+3 的 形式 ， 是 否 存在 无 穷 多 的 
素数 为 这 两 种 形式 呢 ? KA 5, 13, 17, 29, 37, 41, -HÉR 4n+1, KA 3, 7, 11, 19, 
23, 31, 43, HÉR An +3. 可 以 看 到 上 面 的 两 个 等 差 数 列 包含 了 无 穷 多 个 素数 .那么 其 他 
的 等 差 数 列 呢 ? 如 3n +1，7n +4，8n +7， 等 等 ， 这 些 序列 是 否 也 包含 了 无 穷 多 的 素数 呢 ? 德 
因数 学 家 狄 利克 雷 (G. Lejeune Dirichlet) 在 1837 年 用 复 分 析 的 方法 证 明了 如 下 定理 ， 从 而 解决 
了 这 一 问题 . 

定理 3.3( 犹 利克 雷 关 于 等 差 数 列 a 假设 a, .5 是 不 能 被 同一 个 素数 整除 的 
EZA. 那么 等 差 数 列 an+b(n=1, 2,3, EATA ŽA. 

N E CBURETE T8 I JM SE BEL HE FH T ERR. AREK 
人 一 些 特例 
很 容易 证 ， 我 们 将 通过 在 3.5 节 中 证 明 有 无 穷 多 个 4n +3 型 的 素数 来 说 明 这 一 点 

己 知 的 最 大 素数 ”在 近 千 百年 的 历史 中 ， 数 学 家 和 一 些 数学 爱好 者 们 总 是 试图 找到 一 个 比 
已 知 的 最 大 素数 更 大 的 素数 ， 一 个 人 会 因为 找到 这 样 的 素数 而 至 少 在 当时 一 举 成 名 ， 并 且 他 或 
她 的 名 字 也 将 被 载 人 史册 .因为 有 无 穷 多 的 素数 ， 那 么 总 有 素数 比 当 时 的 已 知 最 大 素数 要 大 . 
但 是 寻找 新 素数 也 有 一 些 系统 化 的 方法 ， 人 们 并 不 是 随机 挑选 一 些 数 来 检验 是 否 为 素数 ， 而 是 
选取 一 些 特殊 形式 的 数 ， 例 如 ， 我 们 将 在 第 7 章 中 讨论 具有 2^ -1 形式 的 素数 ， 其 中 p 是 素数 ; 
这 种 数 被 称 为 梅森 素数 ( Mersenne primes)， 我 们 将 看 到 用 一 种 特殊 的 测试 可 以 检验 出 2^ -1 是 否 
为 素数 ， 不 需要 用 试 除法 .过 去 几 百 年 中 多 数 时 间 里 最 大 的 素数 一 直 是 梅森 素数 ， 目 前 已 知 的 
最 大 索 数 的 世界 纪录 是 2*” 1, 

素数 公式 “是否 有 一 个 公式 只 ode dp odi d ptio a 
变 元 的 多 项 式 没有 这 种 性 质 ， 习 题 23 证 明了 这 一 点 ， 同样 ， 关 于 个 变 元 的 多 项 式 不 能 只 产 
i uo a 我 们 有 一 些 可 以 只 产生 素数 的 
公式 但 是 不 实用 ， 例 如 ， 米 尔 斯 (Mils) 证 明了 存在 一 个 常数 @ 使 得 函数 /(n) = [07] RER 
素数 ， 我 们 只 知道 @ 的 近似 值 9=~1.3064， 用 这 个 公式 产生 素数 是 不 实用 的 ， 不 仅 因为 @ 的 
确切 值 未 知 ， 也 因为 要 计算 出 8， 必 须知 道 函 数 /(n) 所 生成 素数 的 值 (详细 内 容 见 [ Mi47 ] ). 


G. AA e IA E R (G. Lejeune Dirichlet，1805 一 1859) 出 生 于 一 个 居住 在 德国 科隆 的 
法 国家 庭 . 他 就 读 于 巴黎 大 学 ， 当 时 它 是 重要 的 世界 数学 中 心 ， 他 先后 在 布雷 斯 劳 
大 学 和 柏林 大 学 工作 ，1855 年 接替 了 高 斯 (Gauss) 在 哥 廷 根 大 学 的 位 置 ， 据 说 他 是 
精通 高 斯 已 出 版 20 多 年 的 《算术 探讨 》 (Disquisitiones Arithmeticae) 的 第 一 人 ， 传 闻 
他 一 直 随 身 带 着 这 本 书 ， 就 是 在 旅行 中 也 如 此 . 他 在 数论 方面 的 著作 《数论 讲义 》 
(Vorlesungen über Zahlentheorie) ， 使 得 高 斯 的 思想 在 其 他 数学 家 中 得 以 广泛 的 传播 . 
除了 在 数论 方面 奠基 性 的 著作 外 ， 犹 利克 雷 在 数学 分 析 上 也 做 出 了 重要 的 贡献 ”他 著名 的 “ 抽 层 原 
理 ”， 又 叫 钥 笼 原理， 被 广泛 地 用 在 组 合 和 数论 方面 ， 
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如 果 没 有 一 个 实用 的 公式 可 以 产生 大 素数 ， 那 么 怎么 才能 生成 它们 呢 ? 在 第 6 章 中 将 介绍 
如 何 用 概率 素性 检验 法 来 生成 大 素数 . 


素性 证 明 


如 果 有 人 给 出 一 个 正 整 数 n 并 声称 它 是 一 个 素数 ， 那 么 你 怎么 才能 确定 n 真 的 是 一 个 素 
数 呢 ? 我 们 已 经 知道 可 以 通过 用 不 超过 Yn 的 素数 与 做 除法 来 测试 其 是 否 为 素数 .如 果 nn 不 
能 被 这 些 素数 中 的 任何 一 个 整除 ， 那 么 n 是 一 个 素数 ， 因 此， 一 旦 我 们 知道 了 n 不 能 被 不 超 
过 Yn 的 任何 一 个 素数 整除 ， 那 么 我 们 也 就 给 出 了 n 是 素数 的 证 明 . 这 样 的 证 明 被 称 为 素性 验 
证 (certificate of primality). 

遗憾 的 是 ， 用 试 除法 来 进行 素性 验证 的 效率 不 高 ， 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 来 估计 这 个 测试 
的 位 运算 数 ， 用 不 超过 Yn 的 素数 除 n 来 检验 n 是 否 为 一 个 素数 ， 那 么 根据 素数 定理 ,我 们 可 信 
计 位 运算 次 数 .， 素数 定理 告诉 我 们 ， 不 超过 Vn 的 素数 个 数 大 约 有 Vn/log Vn=2 Vn/log n 个， 而 
用 一 个 整数 m ER n XE 0(log, nm， log, m) 次 位 运算 .因此 用 这 种 方法 来 检验 n 是 否 为 素数 的 
位 运算 次 数 至 少 为 (2 Vn/log n) (e log, n) =cVn( 我 们 忽略 了 1log; m 这 项 因为 它 至 少 为 1， 尽 管 
它 有 时 会 大 到 (log, n)/2). 用 这 种 方法 来 确定 n 是 一 个 素数 的 效率 很 低 ， 因 为 不 仅 需 要 知道 不 
超过 Yn 的 所 有 的 素数 ， 而 且 还 需要 做 至 少 cVn 次 的 位 运算 . | 

要 将 一 个 整数 输入 计算 机 程序 ， 那 么 输入 的 是 这 个 整数 的 二 进 制 表示 . . 因此 ， 确 定 一 个 整 
数 是 否 为 素数 的 算法 的 计算 复杂 度 根据 整数 的 二 进 制 数 的 位 数 来 衡量 ， 通 过 2.3 节 的 习题 11 
我 们 知道 一 个 正 整 数 ”的 二 进 制 表示 为 [log, n] +1 位 ， 因 此 在 算法 的 计算 复杂 度 表示 中 关于 n 
的 二 进 制 位 数 的 大 0 表示 可 以 转化 为 关于 log, n 的 大 0 表示 ， 反 之 亦 然 ， 注 意 到 用 试 除法 来 检 
测 一 个 整数 n 是 否 为 素数 的 计算 复杂 度 的 大 0 表示 是 关于 n 的 二 进 制 位 数 或 log, n 指数 增长 
的 ， 因 为 Vn =2””， 这 就 是 说 ， 这 个 算法 用 关于 nn 的 二 进 制 的 位 数 来 衡量 是 指数 时 间 的 计算 
复杂 度 .， 随 着 的 增长 ， 指 数 复杂 度 的 算法 就 会 很 快 变 得 不 实用 .， 用 试 除法 确定 一 个 200 位 的 
数 是 否 是 一 个 素数 用 现在 最 快 的 计算 机 至 少 也 要 十 亿 年 ，. 

数学 家 们 花费 了 很 长 的 时 间 寻 找 一 些 有 效 的 素性 检验 法 .事实 上 他 们 已 经 找到 了 一 个 关于 
整数 输入 的 二 进 制 位 数 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 素性 验证 法 .在 广义 黎 曼 猜想 ( generalized Riemann 
hypothesis) 成 立 的 条 件 下， 米 勒 (C. L. Miller) F 1975 年 给 出 了 一 个 用 于 测试 一 个 整数 是 否 为 素 
数 的 复杂 度 为 0( (log n) ) 次 位 运算 的 算法 .但 可 惜 的 是 ,广义 黎 曼 猜想 到 现在 还 只 是 一 个 猜 
AH. 4E 1983 年 ，Leonard Adleman, Carl Pomerance 和 Robert Rumely 建立 了 一 个 计算 复杂 度 为 
(log n) ss 的 算法 ， 其 中 是 常数 .虽然 他 们 的 算法 不 是 多 项 式 时 间 ， 但 是 它 已 经 接近 多 
项 式 时 间 了 ， 因 为 log log log n 增长 得 非常 慢 ， 使 用 他 们 的 算法 结合 现在 的 计算 机 确定 一 个 100 
位 的 整数 是 否 为 素数 只 需 几 毫秒 ， 确 定 一 个 400 位 的 整数 是 否 为 素数 用 时 不 超过 一 秒 ， 确 定 一 
个 1000 位 的 整数 是 否 为 素数 用 时 少 于 一 个 小 时 . (关于 他 们 的 算法 更 多 内 容 ， 参见 
[ AdPoRu83 ] 和 [ Ru83 ]. ) 

直到 2002 年 ， 还 没有 人 能 够 给 出 一 种 多 项 式 时 间 的 算法 来 检验 一 个 整数 是 否 为 素数 ， 
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2002 年 ， 一 个 印度 的 计算 机 教授 M. Agrawal 和 他 的 两 个 本 科 生 N. Kayal 与 N. Saxena 宣布 找到 
了 一 个 素性 检验 法 ， 对 于 整数 二 只 要 使 用 0((log n)”) 次 位 运算 就 能 检测 出 其 是 否 为 素数 .他 
们 发 现 的 多 项 式 时 间 算 法 震惊 了 整个 数学 界 . 在 他 们 发 表 的 论文 中 提出 “PRIMES 属于 P". 
这 里 计算 机 科学 家 用 PRIMES 来 表示 确定 一 个 给 定 的 整数 n 是 否 为 素数 的 问题 ，P 表示 一 类 能 
够 用 多 项 式 时 间 解 决 的 问题 ， 因此 ，PRIMES 属于 P 表示 我 们 能 够 使 用 一 种 计算 复杂 度 以 关于 
n. 的 二 进 制 位 数 (或 者 等 价 于 log n) 的 多 项 式 为 界 的 算法 来 确定 n 是 否 为 素数 . 他 们 算法 的 证 明 
参见 [AgKaSa02] ， 并 且 学 过 数论 和 抽象 代数 的 大 学 生 都 能 理解 . 在 这 篇 论文 中 ， 他 们 还 提出 
如 果 在 广泛 被 认同 的 索 菲 ， 热 尔 曼 (Sophie Germain) 素数 密度 (p 是 素数 ， 那 么 2p +1 也 是 素 
数 ) 猜 想 成 立 的 假设 下 ， 他 们 的 算法 只 需要 使 用 0((log n) KABRA. 其 他 的 数学 家 改进 了 
Agrawal, Kayal 和 Saxena 的 结果 . 特别 地 ，H. Lenstra 和 C. Pomerance 将 算法 的 复杂 度 从 开始 估 
HERK 12 减 到 了 6 + e， 其 中 e 是 任意 的 正 实数 . 

我 们 现在 只 是 讨论 了 素性 检验 中 的 确定 性 算法 (deterministic algorithms), ， 用 来 测试 并 确定 
一 个 整数 是 否 为 素数 的 算法 . 在 第 6 章 中 我 们 将 讨论 概率 素性 检验 法 ， 这 个 测试 将 告诉 我 们 一 
个 整数 是 否 有 很 高 的 可 能 性 是 素数 ， 但 并 不 确定 其 为 素数 . 


3.1 节 习 题 
L 以 下 哪些 整数 是 素数 ? 

a)101 b)103 c)107 d)111 e)113 £)121 
2. 以 下 哪些 整数 是 素数 ? 

a)201 b)203 c)207 d)211 e)213 f)221 


. 用 埃 拉 托 色 尼斯 第 法 求 所 有 小 于 150 的 素数 . 

. 用 埃 拉 托 色 尼 斯 筛 法 求 所 有 小 于 200 的 素数 . 

. 求 所 有 等 于 两 个 整数 的 四 次 方 的 差 的 素数 . 

. 证 明 具 有 n? +1 形式 的 整数 都 不 是 素数 ， 除 了 2 = D +1. 

. WR a 和 nn 是正 整数 ,n>1 且 a -1 是 素数 ， 那 么 试 证 明 a=2 且 nn 是 素数 ” (提示: 利用 等 式 a* -1=(a* -1) 
Qu aD + a +1).) 

8. (这 个 习题 给 出 了 素数 的 无 限 性 性 质 的 另 一 个 证 明 . ) 证 明 整 数 0, =n! +1 有 一 个 大 于 于 的 素 因子 ， 其 中 
是 正 整数 ， 推 出 存在 无 穷 多 个 素数 . 

9. 是 否 能 够 通过 观察 整数 5, = n! -1( 其 中 是正 整数 ) 来 证 明 存在 无 限 多 个 素数 ? 

10. 用 欧 几 里 得 对 素数 无 限 多 的 证 明说 明 第 = 个 素数 p, 不 会 超过 2””， 其 中 是 正 整数 ， 由 此 证 明 当 n 是 一 
个 正 整数 时 ， 小 于 2T 的 素数 至 少 有 +1 个 . 

11. $ Q, zp,p,cp, *1, HP p,, p, oc, p, 是 nn 个 最 小 的 素数 .对 于 n=1, 2, 3，4，5，6， 给 出 Q, 的 最 
小 的 素 因 子 ， 你 是 否认 为 0, 有 无 限 多 次 是 素数 ? (2: 这 是 一 个 还 未 解决 的 问题 . ) 

12. 如 果 p, 是 第 个 素数 ， 其 中 是 正 整数 ， 那 么 证 明 当 n>3 时 ， A p, Spp pa +l 

13. 证 明 : 如 果 正 整数 的 最 小 的 素 因 子 p 超过 了 Yn， 那么 n/p 一 定 是 素数 或 是 1. 

14. 证 明 : HH p 是 等 差 数 列 .3n +1(n=1，2，3，…) 中 的 一 个 素数 ， 那 么 p 一 定 也 在 等 差 数 列 6n + 1(n=1， 
2，3，… ) nm. 

15. 求 等 差 数 列 an e b 中 最 小 的 素数 . 

a)a =3, b=1. b)a=5, b=4. c)a=11, b=16. 
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16. 求 等 差 数列 an e b 中 最 小 的 素数 . 
a)a=5, b=1. b)a=7, b-2. ec)a=23, b=13. 
17. 使 用 第 二 数学 归纳 法 证 明 每 个 大 于 1 的 整数 或 者 是 素数 或 者 是 两 个 或 多 个 素数 的 积 . 
* 18. 用 容 斥 原理 (附录 B 的 习题 16) 证 明 


a(n) = (m -D«a-([-] + [去 ] *- * [zT] 


人 
人 P : Eres Panel b TE 


其 中 pi, pus cop, 是 小 于 等 于 Vn 的 素数 (r =m(Vn)). (提示 : 令 性 质 P, 为 一 个 整数 能 被 p; 整除 的 性 质 . ) 


19. 用 习题 18 的 结论 计算 7(250). 

20. EBH x? -x+41 对 于 0<x<40 是 素数 . 然而 ， 当 x=41 时 是 合 数 . 
21. 证 明 2r +11 对 于 0<n<10 是 素数 ， 然 而 ， 当 n=11 时 是 合 数 . 
22. 证 明 2n^ «29 对 于 0<n<28 是 素数 .然而 ， 当 n=29 时 是 合 数 . 


*23. 证 明 ; 如 果 f(x) ax a, x +*…+ai%x+ao， 其 中 系数 a,, 0<i<n 是 整数 那么 存在 一 个 整数 y 使 得 
KKy) 是 合 数 ， (提示 : BU f(x) =p 是 素数 ,证 明 对 所 有 整数 k，p 能 整除 x+ 邵 )， 根 据 一 个 次 多 项 式 


(nz>1) 取 每 个 值 最 多 次 这 一 事实 ， 推 出 存在 一 个 整数 y 使 得 大 7) 是 合 数 . ) 


一 个 幸运 数 由 以 下 的 筛选 方法 产生 : 从 一 些 正 整数 中 进行 筛选 ， 我 们 从 1 开始 ， 每 两 个 删 去 后 一 个 ， 那么 除了 1 
以 外 ， 没 有 被 删 去 的 最 小 的 整数 是 3， 接 着 还 从 1 开始 ， 每 3 个 数 删 去 最 后 一 个 ， 那 么 剩 下 的 没有 被 删 去 的 整数 是 7 
(除了 1，3)， 接 下 来 从 1 开始 ， 用 得 到 的 7， 每 7 个 数字 删 去 最 后 一 个 .继续 这 个 过 程 ， 在 每 一 步 中 我 们 每 天 删 去 
一 个 ， 其 中 天 是 除了 工 以 外 ， 在 前 面 的 筛选 过 程 中 没有 被 使 用 过 的 最 小 的 整数 ， 那 么 最 后 留 下 数 就 是 幸运 数 . 


24. 求 小 于 100 的 幸运 数 . 
25. 证 明 有 无穷 多 个 幸运 数 . 
26. 假设 二 是 大 于 Q =p pop +1 的 最 小 素数 ， 其 中 p, 是 第 j 个 素数 . 
a) 证 明 t, — Q, +1 不 能 被 p; ER, 其 中 j=1，2，…， k 
b) R. F. Fortune 猜想 对 于 所 有 的 正 整 数 k，t - Q; +1 是 素数 ， 证 明 这 个 猜想 对 于 k<5 是 正确 的 . 


3. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 篇 写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1 求 第 个 素数 ，n 分 别 为 以 下 整数 


a) 1 000 000 b)333 333 333 c) 1 000 000 000 
2. 求 大 于 下 列 整数 的 最 小 素数 ， 
a)1 000 000 b)100 000 000 c) 100 000 000 000 


. BIB A 个 素数 函数 (以 为 自 变量 ) 的 图 形 ， 其 中 1<n<100. 

. mH r(x), 1<x<500. 

. 求 n1+1 的 最 小 素 因 子 ，n 为 正 整数 且 n «20. : 

OE ppop +1 的 最 小 素 因子 ,mm ，…，pi 是 前 大 个 最 小 的 素数 ， 其 中 下 是 不 超过 50 的 所 有 正 整数 . 
. 用 埃 拉 托 色 尼 斯 得 法 求 小 于 10 000 的 所 有 素数 . 
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8. 用 习题 18 的 结论 求 (10000), ， 即 所 有 不 超过 10 000 的 素数 个 数 . 

9. 对 尽 可 能 多 的 上 验证 R.F. Fortune 猜想 ， 即 对 于 所 有 的 正 整数 kt - 0O,+1 是 素数 ， 其 中 心 是 大 于 
gs II pj;+1 的 最 小 的 素数 . 

10. 求 不 超过 10 000 的 幸运 数 (在 习题 24 前 的 导言 中 已 经 定义 ). 

程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

. 判定 一 个 给 定 的 整数 是 否 为 素数 ， 用 不 超过 该 整数 平方 根 的 所 有 素数 去 除 这 个 整数 来 验证 . 

*2. 用 埃 拉 托 色 尼 斯 得 法 求 小 于 二 的 所 有 的 素数 ， 其 中 是 给 定 的 正 整数 . 

«x3. 根据 习题 18 ， 求 小 于 等 于 的 素数 的 个 数 7(n). 

. 给 定 两 个 正 整数 a,b， 它 们 不 能 被 相同 的 素数 整除 ， 求 等 差 数 列 an +8 中 最 小 的 素数 ， 其 中 是 正 整数 . 

* 5. 求 小 于 的 幸运 数 ， 其 中 是 一 个 给 定 的 正 整数 (见习 题 24 前 的 导言 ). 


3.2. 素数 的 分 布 


我 们 知道 素数 是 无 穷 多 的 ， 但 是 我 们 是 否 能 估计 出 小 于 一 个 正 实数 x 的 素数 有 多 少 吗 ? 被 
认为 是 在 数论 中 甚至 在 数学 界 中 最 著名 的 定理 之 一 的 素数 定理 回答 了 这 个 问题 . 

在 18 世纪 后 期 ， 数 学 家 们 通过 手 算 建 立 了 素数 表 ， 那么 通过 这 些 数值 ， 他 们 开始 寻找 函 
数 来 估计 ma). 在 1798 年 ， 法 国 数学 家 勒 让 德 (Adrien- Marie Legendre) (他 的 传记 见 第 11 章 ) 
通过 由 Jurij Vega 计算 的 400 031 的 素数 表 ， 得 到 了 mr (x) 的 近似 估计 函数 


- 


A 


Xx 


log x — 1. 083 66 
伟大 的 德国 数学 家 高 斯 (Karl Friedrich Gauss) (他 的 传记 见 第 4 33) 猜测 r(x) 的 增长 速率 和 下 面 
的 函数 是 相同 的 : 
* dt 
2 leg t 
(其 中 | j 表示 曲线 了 = Log :在 ! 轴 上 面 从 :=2 到 +1=x 之 间 的 区 域 面积 )，(Li 是 对 数 积分 


(logarithmic integral) 的 简写 . ) 

勒 让 德 和 高 斯 都 没有 能 够 证 明 这 些 函 数 在 x 很 大 的 时 候 可 以 用 来 很 好 的 近似 r(x)， 直 到 
1811 年 ， 一 个 计算 到 1 020 000 的 素数 表 出 现 了 (由 Chernac 建立 )， 为 这 些 猜 想 提 供 证 据 . 

1850 年 俄国 数学 家 切 比 雪夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev) 第 一 个 实质 性 的 证 明了 m (x) uu 
用 x/log x 来 近似 表示 ， 他 证 明了 存在 正 实数 C, 和 C,, HLC,—1-— C,， 使 得 

C; (x/log x) < a (x) « C,(x/log x) | 
对 于 足够 大 的 x 都 成 立 . (特别 地 ， 他 证 明了 当 C, =0.929 和 C, =1.1 的 时 候 结 果 成 立 . ) 他 还 
证 明了 如 果 随 着 x 的 增长 ，r(z*) 和 log x 的 比 的 极限 存在 的 话 ， 那 么 这 个 极限 必然 是 1 
. 素数 定理 可 以 表述 为 随 着 x 的 增长 ，r(x) 和 x/log x 的 比 趋 于 1， 这 个 定理 在 1896 年 被 证 

明 ， 当 时 法 国 数学 家 阿达 玛 ( Jacques Hadamard ) 和 比利时 数学 家 德 . 拉 “' 瓦 雷 - 普 桑 (Charles- 
Jean-Gustave- Nicholas de la Vallée- Poussin ) 分 别 独 立 给 出 了 证 明 . 他 们 的 证 明 是 基于 复 分 析 理论 的 
结果 .他们 发 展 了 德国 数学 家 黎 曼 (Bernhard Riemann) 7E 1859 年 的 思想 ， 即 将 在 复 平面 上 的 函数 
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ios: el , 
其 中 在 方程 右边 的 乘积 取 饥 所 有 的 素数 ， 我 们 将 在 3.5 节 中 解释 这 个 等 式 的 正确 性 . 


帕 夫 努 季 . 洛 沃 维 奇 . 切 比 雪夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821—1894 ) 出 生 于 他 
父母 的 家 乡 一 一 俄国 鄂 卡 托 夫 ( Okatovo)、 他 的 父亲 是 位 退休 的 陆军 军官 ，1832 年 切 
比 雪夫 一 家 搬 到 了 莫斯科 ， 在 那里 他 接受 家 庭 教育 完成 了 中 学 学 业 ，1837 年 他 进入 
莫斯科 大 学 ，1841 年 毕业 ， 当 他 在 本 科 的 时 候 ， 他 就 提出 了 一 种 新 的 逼近 方程 根 的 
办 法 ， 这 是 他 做 出 的 第 一 项 贡献 . 1843 年 起 他 在 圣彼得堡 大 学 任教 ， 一 直到 1882 
年 退休 ， 他 在 1849 年 写 的 博士 论文 很 长 时 间 都 被 俄罗斯 大 学 当 作 数 论 方面 的 教科 书 
使 用 ， 除 了 数论 ， 切 比 雪夫 在 数学 其 他 领域 也 做 出 了 很 多 贡献 ， 如 概率 论 、 数 值 分 析 和 实 分 析 ， 他 在 
理论 与 应 用 力学 方面 也 有 所 研究 ， 他 爱好 构造 一 些 包括 连 杆 组 和 匀 链 的 机 械 装置 ， 他 是 一 个 非常 受 欢 
迎 的 老师 ， 同 时 对 俄罗斯 数学 的 发 展 有 着 重要 的 影响 . TE 
ri 
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雅克 … 阿达 玛 (Jacques Hadamard, 1865—1963) 出 生 于 法 国 凡尔赛 (Versailles)， 他 的 
父亲 是 位 拉丁 文教 师 ， 他 的 母亲 则 是 一 位 优秀 的 钢琴 教 是。 本科 毕业 后 他 在 巴黎 中 
学 教书 ，1892 年 他 获得 博士 学 位 ， 成 为 了 波尔多 理学 院 的 讲师 ， 他 随后 在 索 邦 大 
学 、 法 兰 西 大 学 、 综 合 工 科学 校 以 及 中 央 工 艺 和 制造 学 院 任 教授 阿达 玛 在 复 分 
析 、 泛 函 分 析 和 数学 物理 上 都 做 出 了 重要 的 贡献 ， 他 对 素数 定理 的 证 明 就 是 建立 在 
复 分 析 工作 之 上 的 ， 阿 达 玛 是 位 受 欢迎 的 老师 ， 他 写 的 很 多 关于 初等 数学 的 文章 被 
多 所 法 国学 校 采用 ， 他 关于 初等 几何 的 教 课 书 也 被 使 用 了 好 多 年 . 


德 . 拉 . 瓦 雷 - 普 又 (Charles-Jean-Custave-Nicolas de la Valleé- Poussin, 1866—1962) 
是 位 地 质 学 教授 的 儿子 ， 出 生 于 比利时 的 鲁 汶 (Louvain)， 他 就 读 于 蒙 斯 (Mons) 的 耶 
稣 大 学 ， 开 始 学 哲学 ， 后 来 转 为 工程 学 .他 获得 学 位 后 ， 并 没有 从 事 工程 方面 的 工 
作 ， 而 是 投身 于 数学 ， 普 桑 对 数学 最 重要 的 贡献 是 对 素数 定理 的 证 明 ， 延续 这 一 工 
作 ， 他 建立 了 素数 在 等 差 数列 上 的 分 布 和 用 二 次 型 表示 的 素数 的 分 布 的 结果 . 而 且 他 
还 改进 了 素数 定理 ， 给 出 了 误差 估计 .他 在 微分 方程 、 逼 近 理论 和 数学 分 析 上 都 做 出 
了 重要 的 贡献 他 的 教科 书 《 分 析 教 程 》( Cours d'analyse) Xf 20 人 


WUMERIGERRLE, M KE- 普 双 证 明了 对 于 所 有 的 常数 函数 Li() 比 
x/ (log x - a) EHE m (a). a pe | 
由 阿达 玛 和 德 . 拉 ' 瓦 雷 - 普 桑 给 出 的 素数 定理 的 证 明 ， 尽 管 素数 定理 本 身 没有 包含 复数 ， 
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却 是 依 竺 复 分 析 理论 给 出 的 ， 这 就 留 下 了 一 个 公开 的 挑战 ， 能 否 在 不 使 用 复 变 量 定理 的 情况 下 
证 明 素数 定理 .1949 年 ， 挪 威 数学 家 塞 尔 伯 格 ( Atle Selberg) 和 匈牙利 数学 家 爱 尔 迪 希 (Paul 
Erdós) 分 别 给 出 了 素数 定理 的 初等 证 明 ， 从 而 震惊 了 整个 数学 界 . THES 是 初等 的 
(这 意味 着 他 们 没有 使 用 复 变 理论 ) , 但 是 却 非常 复杂 和 困难 . 

现在 我 们 正式 给 出 素数 定理 . 

定理 3.4( 素 数 定理 ) 随 着 * 的 增长 ，T(x) 和 x/log x 的 比 趋 于 1. ZE, log x X x 8 B 
然 对 数 ， 如 果 用 极限 的 语言 来 表示 ， 我 们 有 

lims(x)/(x/log x) = 1. 

Big ”用 一 个 简单 的 方法 来 表述 素数 定理 是 写成 7(x) ~ xlog x*， 这 里 符号 ~ UR "HD 

F”. RMW alx) ~b) KER lima(x)/b(x) =1， 并 且 我 们 说 alx) HTF b(a). 


阿 特 尔 . 塞 尔 伯 格 (Atle Selberg，1917 一 ) 出 生 于 挪威 朗 厄 松 (Langesund) ， 当 他 还 是 
一 个 学 生 的 时 候 就 对 数学 有 浓厚 的 兴趣 .他 受到 拉 马 努 扬 (Ramanujan) 著作 的 鼓舞 ， 
这 种 鼓舞 不 仅仅 包括 书 里 的 数学 内 容 还 有 拉 马 努 扬 人 格 的 “神秘 的 气氛 ”1943 年 
塞 尔 伯 格 在 奥斯陆 大 学 获得 博士 学 位 ， 他 一 直 在 这 里 待 到 1947 年 ， 同 年 他 结婚 并 且 
在 普林斯顿 高 等 研究 院 获得 一 个 研究 职位 ， 在 Syracuse 大 学 待 了 很 短 的 时 间 后 ， 他 

Ji 又 返回 到 高 等 研究 院 ，1949 年 他 在 那里 取得 了 终身 职位 ，1951 年 他 成 为 普林斯顿 大 
学 的 教授 。 塞 尔 伯 格 因为 在 第 法 上 以 及 黎 曼 zeta 函数 零点 的 性 质 上 的 工作 而 获得 菲 尔 效 奖 ， 这 是 数学 
界 的 最 高 荣誉 他 也 因为 对 素数 定理 的 初等 证 明 ( 与 保罗 爱 尔 迪 希 同时 )、 等 差 数 列 中 的 犹 利克 雷 定 
| 再 以 及 素数 定理 在 等 差 数列 上 的 推广 而 闻名 ， 


RF 爱 尔 迪 希 (Paul Erdos, 1913—1996) 出 生 于 匈牙利 的 布达佩斯 ， 他 的 父亲 是 位 
高 中 数学 老师 ， 当 他 3 岁 的 时 候 ， 他 就 能 心算 三 位 数 的 乘法 ; 四 岁 的 时 候 他 自己 发 
现 了 负数 .他 17 岁 进 入 罗兰 大 学 , 4 年 后 他 取得 了 数学 博士 学 位 ， 毕 业 后 他 在 英 格 
兰 的 曼彻斯特 大 学 做 了 4 年 博士 后 ，1938 年 因为 匈牙利 当时 排斥 犹太 人 的 政治 气 
氛 ， 他 来 到 了 美国 . 

爱 尔 迪 希 在 组 合 和 数论 上 做 出 了 重要 的 贡献 . 他 最 自豪 的 贡献 之 一 是 素数 定理 
的 初等 证 明 . 他 还 对 组 合 中 的 拉 姆 齐 ( Ramsey) 理论 的 发 展 做 出 了 重要 贡献 ， 爱 尔 迪 希 常年 游学 在 外 ， 
他 同 许多 数学 家 合作 过 ， 他 经 常 从 一 个 数学 家 或 者 一 个 数学 小 组 游学 到 另外 一 个 数学 家 或 者 一 个 数学 
小 组 ， 他 常常 宣称 他 的 大 脑 是 开放 的 ， 爱 尔 迪 希 写 过 1500 多 篇 论文 ， 和 他 合作 过 的 人 超过 S004. X 
尔 迪 希 会 对 那些 他 认为 有 趣 问 题 的 解答 者 提供 金钱 奖励 .最 近 出 版 的 两 本 传记 ([ Sec98] 和 [ Ho99 ] ) 对 他 
的 生活 和 工作 有 更 详尽 的 记述 . 


“素数 定理 告诉 我 们 当 x 很 大 的 时 候 ， pu 然而 ， 还 有 很 多 的 函 
数 和 (x) 的 比 与 x/log x 相 比 趋 于 1 的 速度 要 快 得 多 ， 特 别 地 ， 已 经 证 明 Li(x) 是 一 个 更 好 的 
近似 ， 在 表 3.1 中， 我 们 可 以 通过 素数 定理 的 具体 数据 看 到 Li(x) 是 a (x) 的 一 个 很 好 的 近似 . 
(注意 到 Li(x) 的 值 被 伟人 到 最 接近 的 整数 , ) | 
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表 3.1 Sii rlr) 

7 (x)/li(x) 
10? 168 144.8 178 0. 943 820 2 
104 ..1229 1085. 7 1.132 | 1246 0. 986 356 3 
105 9592 8685. 9 1. 104 9630 0. 996 054 0 
105 l 78 498 72 382. 4 1.085 78 628 0. 998 346 6 
107 664 579 620 420. 7 1.071 664918 - 0. 999 894 4 
105 5 761 455 5428 681.0 1. 061 5 162.209 0.999 869 1 
10? 50 847 534 48 254 942. 4 1. 054 ~ 50 849 235 , 0.999 966 5 
1019 455 052.512 434 294 481. 9 1. 048 455 055 614 0. 999 993 2 
10"! a 4 118 054 813 3 948 131 663. 7 1. 043 4118165401 |. 0.999973 1 
107? 37 607 912 018 36 191 206 825.3 1. 039 37 607 950 281. 0. 999 999 0 
10” 346 065 536 839 334 072 678 387. 1 1. 036 346065645810 | 0. 999 999 7 


3 204 941 750 802 


3 102 103 442 166. 0 


3 204 942 065:692 


0. 999.999 9 


没有 必要 求 不 超过 * 的 所 有 素数 以 计算 mx). 在 不 求 小 于 * 的 所 有 素数 的 情况 下 ， 估 算 
m (x) 的 一 个 方法 是 使 用 基于 埃 拉 托 色 尼 斯 得 法 的 计数 变量 ( 见 3. 1 节 习 题 18)， 由 Lagarias 和 
Odlyzko[ La0d82] 设 计 的 计算 7(x) 的 有 效 方法 只 需要 0(x2 人 7 ) 次 位 运算 ， 目 前 的 世界 纪录 是 
s (4 - 107) =783 964 159 847 056 303 858 ， 这 个 结果 是 在 因特网 上 作为 分 布 式 计算 工作 的 一 部 
分 求 出 的 . 〈 将 这 些 计 算 扩 展 到 更 大 的 x 值 暂时 遇 到 了 意外 的 困难 . ) | 


黎 曼 猜 想 


许多 数学 家 认为 关于 zeta 函数 零点 的 黎 受 猜想 是 纯 数学 中 最 重要 的 未 解决 问题 : 100 多 年 来 ， 数 论 
学 家 一 直 在 很 努力 的 尝试 证 明 它 ， 也 许 是 因为 Clay 数学 研究 所 悬赏 的 百 万 美元 确实 是 真 的 ， 越 来 越 多 
的 人 对 它 感 兴趣 .尽管 该 猜想 涉及 到 复 变 分 析 当 中 一 些 高 深 的 知识 ， 最 近 还 是 有 一 些 介 绍 的 它 的 科普 
性 读物 出 现 ， 像 [De03] 、[ Sa03a] 以 及 [ Sa03b] 等 ,我 们 将 对 熟悉 复 变 分 析 的 读者 简单 介绍 歼 曼 猜 想 ， 


其 他 读者 也 可 从 中 受益 很 多 . 
RÈ seta 函数 定义 为 Z(s) = 也 一， 这 种 定义 对 于 Re(s)> 1 的 复数 * 成立 ,其 中 Re(s) 是 复数 


的 实 部 ， 黎 曼 将 这 个 由 无 穷 级 数 定义 的 函数 延 拓 到 整个 复 平面 上 ， 只 在 s=1 处 有 一 个 极点 ， 在 他 著名 
的 1859 年 的 论文 [Ri59] 中 ， 黎 曼 将 zeta 了 渔 数 与 素数 的 分 布 联系 到 了 一 起 ， 他 给 出 了 一 个 用 z(s) 的 零点 
来 表达 mx) 的 公式 ， 由 此 对 于 zeta 函数 零点 分 布 知道 的 越 多 ， 对 于 素数 的 分 布 我 们 也 能 知道 的 越 多 . 
黎 曼 猜 想 是 一 个 关于 这 个 函数 零点 分 布 的 陈述 .在 给 出 这 个 猜想 之 前 ， 首 先 我 们 注意 到 zeta 函数 在 负 
偶数 -2，-4，-6，… 处 取 值 为 零 .， 这 些 称 为 是 平凡 零点 REWENA O) 的 非 平 凡 零 点 实 部 均 为 
1/2. 注意 ， 当 我 们 引入 Li G0 估算 m (x) 的 误差 时 ， 有 一 个 黎 曼 猜 想 的 等 价 表述 ， 这 种 等 价 的 表述 不 涉 
及 复 变量 .1901 年 von Koch 证 明了 黎 曼 猜想 等 价 于 上 述 误差 项 为 0(z ”log x). 
许多 数学 家 相信 黎 曼 猜想 是 正确 的 ， 这 一 点 也 得 到 了 大 量 证 据 的 支持 ， 首 先 ， 有 大 量 的 数值 证 据 . 
-我们 现在 知道 前 2.5 x 10 个 零点 ( 按 虚 部 的 升序 排列 ) 的 实 部 都 是 1/2. (这 些 计 算是 由 Sebastian 
Wedeniwski 完 成 的 ， 他 建立 并 完成 了 一 个 称 为 ZetaGrid 的 分 布 式 计 算 项 目 )， 甚 次， 我们 知道 至 少 40% 
的 非 平凡 零点 是 单 重 的 并 且 实 部 为 1/2， 最 后 ， 我 们 也 知道 如 果 黎 曼 猜 想 不 对 ， 则 这 种 零点 在 远离 直线 
Re(s) =1/2 时 是 非常 稀少 的 .当然 黎 曼 猜想 有 可 能 是 错误 的 ， 而 该 证 据 误 导 了 我 们 .也许 随后 几 年 这 
一 著名 的 问题 能 得 到 解决 ， 但 也 有 可 能 未 来 的 几 百 年 中 人 们 都 无 法 证 明 它 .关于 黎 曼 猜想 的 更 详细 的 
信息 ， 可 以 参看 Enrico Bomberi 网 上 的 文章 以 及 [Ed01 ]. 
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第 nn 个 素数 是 多 大 呢 ? 素数 定理 有 下 面 的 推论 ， 该 推论 可 以 通过 微 积 分 来 证 明 ( 见 
[ HaWr79] 的 第 10 页 ). 

推论 3.4.1 4 p, 是 第 nn 个 素数 ,其 中 nn 是 正 整 数 、 那么 p,~n log n. 

如 果 随机 地 选择 一 个 正 整 数 ， 那 么 它 是 素数 的 概率 是 多 大 呢 ? 我 们 已 经 知道 不 超过 x 的 素 
数 大 概 有 x/log x 个， 那么 随机 选择 x 是 素数 的 概率 是 (x/log x)/x =1/log x. 例如， 对 于 在 
10 “附近 的 整数 是 素数 的 概率 是 1/log 10”” = 1/2302， 假 如 你 想 求 一 个 1000 位 的 素数 ， 那 么 
在 求 素数 之 前 你 应 该 选 定 多 少 个 整数 呢 ? 你 应 该 先 选 择 大 概 1/(1/2302) = 2302 个 这 个 位 数 的 
整数 ， 那 么 其 中 一 个 有 可 能 是 素数 ， 当 然 ， 你 还 需要 通过 一 些 方法 判断 这 些 选 中 的 整数 是 否 是 
素数 ， 在 第 6 章 中 ， 我 们 将 讨论 如 何 进行 有 效 的 计算 . 

素数 分 布 的 间隔 ”我 们 已 经 证 明了 素数 的 无 限 性 ， 并 且 讨 论 了 小 于 一 个 给 定 的 x 的 素数 的 
分 布 量 ， 但 是 我 们 还 没有 讨论 素数 在 整个 正 整数 中 的 分 布 规律 . 我们 首先 给 出 一 个 结论 来 表明 
存在 任意 长 的 连续 正 整数 序列 不 含有 素数 . | 

定理 3.5 对 于 任意 的 正 整 数 n， 存 在 至 少见 个 连续 的 正 合 数 . 

证 明 ”考虑 如 下 nn 个 连续 的 正 整 数 


(n+1)! +2,(n+1)! +3,.…,(n+1)!+n+l. 


自然 出 现在 数学 证 明 中 的 最 大 数字 之 一 

利用 表 3. 1 中 的 数据 ， 我 们 可 以 看 到 对 于 表 中 所 有 的 *，Li(x) - n(x) 为 正 且 随 着 «的 增 大 而 增 
大 .高 斯 只 知道 这 个 表 中 的 前 几 行 ， 但 他 相信 上 述 结论 对 所 有 的 正 整数 * 都 成 立 ， 然 而 在 1914 年 ， 
英国 数学 家 李 特 尔 伍德 (J. E. Littlewood) 证 明了 Li(x) - r(x) 无 穷 次 改变 正 负 号 ， 在 证 明 中 ， 李 特 尔 
伍德 并 没有 给 出 Li(x) - r(x) 首 次 从 正 变 负 的 下 界 . 这 一 下 界 在 1933 年 由 李 特 尔 伍德 的 学 生 Samuel 
Skewes 给 出 ， 他 证 明了 至 少 有 一 个 x 二 10"”"” ,使 得 Li(*) - mr(z) 变 号 ， 这 个 无 比 巨大 的 常数 被 称 为 
是 Skewes 常数 ， 该 常数 作为 数学 证 明 中 自然 出 现 的 最 大 的 数 而 著名 ， 幸 运 的 是 ， 过 去 七 十 几 年 来 ， 
降低 这 一 下 界 取得 了 很 大 的 进展 ， 目 前 最 好 的 结果 表明 Lil) -7(*) 在 x=1.398 22 x1025 附 近 改 变 
了 符号 . 


当 2<j<n+1 时 ， 我们 知道 j| (n+1)1， BIEXEL.9, Zril (n1) ej. 因此， 这 nn 个 连续 的 
整数 都 是 合 数 . | 


例 3.4 从 8!1+2=40322 开始 的 连续 7 个 整数 都 是 合 数 . (然而 这 比 最 小 的 连续 的 7 个 合 
数 90, 91, 92, 93, 94, 95 和 96 要 大 得 多 . ) 4 


关于 素数 的 猜想 


数学 家 和 数学 爱好 者 觉得 素数 非常 奇妙 所 以 这 就 不 奇怪 他 们 给 出 了 一 大 堆 关 于 素数 的 猜 ， 
想 . 有 一 些 猜 想 已 经 得 到 了 解决 ， 但 是 还 有 许多 的 猜想 没有 得 到 证 明 . 我 们 将 在 这 里 给 出 一 些 
非常 有 名 的 猜想 . 

在 19 世纪 的 前 半 个 世纪 里 ， 数 学 家 们 通过 观察 素数 表 给 出 了 一 些 猜想 ， 是 关于 素数 分 布 
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能 否 满足 的 一 些 基本 性 质 ， 例如 如 下 猜想 . | 

伯 特 兰 猜想 1845 年， 法 国 数学 家 伯 特 兰 adu E LE cb dae 
个 素数 p， 使 得 nn 二 p 二 2n. 

伯 特 兰 验证 了 不 超过 3 000 000 的 都 满足 这 个 猜想 ， 但 他 始终 无 法 给 出 这 个 猜想 的 证 明 . 
这 个 猜想 的 第 一 个 证 明 是 由 切 比 雪夫 在 1852 年 给 出 了 . 因为 这 个 猜想 已 经 被 证 明了 ， 所 以 它 
通常 被 称 伯 特 兰 公 设 . 〈 证 明 的 概要 见习 题 22 ~24. ) 


约瑟夫 . 路易斯 弗 朗 索 瓦 . 伯 特 兰 (Joseph Louis Francois Bertrand, 1822—1900) 
生 于 巴黎 .1839 一 1841 年 在 综合 工科 学 院 学 习 ，1841 一 1844 年 在 矿业 学 院 学 习 . 

“他 决心 成 为 一 个 数学 家 而 不 是 矿业 工程 师 。 伯 特 兰 1856 年 的 时 候 获得 了 综合 工科 
À O 学 院 的 一 个 职位 ，1862 年 他 同时 成 为 法 兰 西 学 院 的 教授 .1845 年 根据 素数 表 大 量 
的 数字 证 据 ， 伯 特 兰 猜想 对 每 个 大 于 1 的 整数 n,n 和 2n 之 间 必 有 一 个 素数 ， 这 一 
结果 由 切 比 雪夫 于 1852 年 证 明 . 除了 数论 ， 他 的 研究 领域 还 包括 概率 论 和 微分 几 
何 ， 他 写 过 几 卷 关于 概率 和 通过 观察 分 析 数 据 的 小 册子 .他 1888 年 完成 的 著作 《Calcul des 
Probabilitées》 包 含 了 一 个 关于 连续 概率 的 悖 论 ， 该 悖 论 现在 被 称 之 为 伯 特 兰 悖 论 ， 伯 特 兰 为 人 友善 ， 


极为 聪明 ， 精 神 他 满 


定理 3.5 说 明了 前 后 两 个 素数 的 间隔 可 以 是 任意 长 的 . 另 一 方面 两 个 素数 也 经 常 离 得 很 
近 ， 两 个 连续 的 相差 为 1 的 素数 只 有 2 和 3， 因 为 2 是 唯一 的 偶 素数 .然而 ， 有 很 多 对 前 后 两 
个 素数 之 差 为 2， 这 样 的 一 对 素数 被 称 为 李 生 素数 .例如 3 和 5，5. 和 7，11 $013, 101 $0103, 
4967 和 4969. 

共有 35 对 挛 生 素数 小 于 10°, 8169 对 挛 生 素数 小 于 105，3 424 506 对 挛 生 素数 小 于 10°, 
1870 585 220 对 挛 生 素数 小 于 108 ， 这 些 迹象 似乎 表明 存在 无 穷 多 对 挛 生 素数 ， 那 么 这 就 有 了 
下 面 的 猜想 . 

TERSUS ”存在 无 穷 多 的 形 如 p 和 p+2 的 素数 对 . 

1966 年 ， 中 国 数学 家 陈景润 用 复杂 的 第 法 证 明了 存在 无 穷 多 个 素数 p， 使 得 p +2 至 多 只 
有 两 个 素数 因子 .寻找 新 的 大 挛 生 素数 对 成 为 了 一 种 竞赛 ， 目前 的 最 大 挛 生 素数 的 纪录 是 
33 218 925. 2'89 +1， 它 们 是 一 对 51090 位 的 挛 生 素数 ， 由 Daniel Papp 和 Yves Gallot 在 2002 
年 发 现 . 


Viggo Brun 证 明了 


二 + ) =(1/3 +1/5) + (1/5 +1/7) + (1/11 +1/13) ++ 


prd Ep v2 diu ( P tp 
收敛 到 一 个 叫做 Brun 常数 的 数 ， 它 近似 的 等 于 1.902 160 582 4， 令 人 惊奇 的 是 ， 通 过 计算 
Brun 常数 对 于 发 现 Intel 公司 的 原始 奔腾 芯片 中 的 缺陷 发 挥 了 作用 .. 1994 年 ， 维 吉 尼 亚 州 
Lynchburg 大 学 的 Thomas Nicely 在 奔腾 个 人 计算 机 上 ， 用 两 种 不 同 的 方法 来 计算 .Brun 常数 的 时 
候 出 现 了 两 种 不 同 的 结果 . 他 跟踪 错误 发 现 了 奔腾 芯片 上 的 缺陷 ， 然 后 他 向 Intel SINT 
这 个 问题 . (关于 Nicely 的 发 现 的 更 多 信息 部 下 页 . ) 
我 们 现在 讨论 关于 素数 的 最 令 人 头痛 的 猜想 . 
哥 德 巴赫 猜想 每 个 大 于 2 的 正 偶数 可 以 写成 两 个 素数 的 和 . 


ES 
m" 
如 
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$3.5 3 10, 24 和 100 都 能 够 写成 两 个 素数 的 和 : 
10 =3+7 =5+5， 
242541927 «17 =11+13， 
100 =3+97 =11+89 = 17 +83 
= 29 +71 = 41 +59 = 47 + 53. < 


奔腾 芯片 的 缺陷 

Thomas Nicely 碰 到 奔腾 芯片 缺陷 的 这 个 故事 告诉 我 们 ， 计 算 机 给 出 的 答案 并 不 总 是 正确 的 ， 大 量 
的 硬件 和 软件 问题 可 能 导致 计算 错误 ， 这 个 故事 也 表明 隐瞒 产品 缺陷 的 公司 会 冒 着 更 大 的 风险 ，1994 
年 6 月 ，Intel 的 测试 员 发 现 奔腾 芯片 并 不 能 总 是 给 出 正确 的 运算 结果 ， 但 Intel 决定 不 公开 这 个 问题 . 
相反 他 们 认为 这 一 缺陷 对 许多 用 户 并 无 影响 ， 所 以 也 没 必要 提醒 上 百 万 的 奔腾 计算 机 用 户 。 奔腾 芯片 
的 这 一 缺陷 与 不 正确 使 用 一 个 浮 点 除法 的 算法 有 关 . 虽然 在 做 数 的 除法 计算 时 这 一 缺陷 出 现 的 概率 很 
低 ， 但 这 种 除法 在 数学 ， 科 学 ， 工 程 甚至 商业 上 的 制 表 中 都 会 频繁 出 现 . 

后 来 在 同一 个 月 ， 当 Nicely 在 奔腾 计算 机 上 用 不 同 的 方法 计算 Brun 常数 时 ， 他 得 到 了 两 个 不 同 的 
结果 ，1994 年 10 月 ， 在 检查 了 所 有 可 能 的 计算 错误 来 源 后 ，Nicely 联系 了 Intel 的 客服 . 他们 重复 了 
Nicely 的 计算 并 且 证 实 了 这 一 缺陷 ， 而 且 他们 告诉 Nicely， 这 一 缺陷 以 前 没有 被 发 现 过 ， 但 自 此 以 后 ， 
Nicely 没有 得 到 Intel 的 任何 回复 ， 于 是 Nicely 就 用 电子 邮件 告诉 了 一 些 人 ， 而 这 些 人 又 把 这 一 消息 传 
给 了 更 多 感 兴趣 的 人 几 天 后 ， 这 一 缺陷 被 贴 在 了 互联 网 上 的 新 闻 组 里 头 . 到 了 11 月 下 旬 ，CNN、 纽 
约 时 报 以 及 相关 的 媒体 报道 了 这 件 事情 . 

ATAW, Intel 提出 可 以 替换 芯片 ， 但 只 对 那些 使 用 Intel 认为 会 受到 除法 缺陷 影响 的 应 用 程序 的 
用 户 更 换 . 这 一 提议 没有 平息 奔腾 使 用 者 们 的 怒火 ， 不 好 的 与 论 使 得 Intel 的 股价 下 路 了 好 几 美元 . 
Intel 也 成 了 大 家 开玩笑 的 对 象 ， 像 “在 Intel， 质 量 就 是 工作 0. 999 999 98”， 最 后 在 1994 年 12 H, Intel 
决定 根据 用 户 需求 更 换 芯 片 . 他 们 为 此 花费 了 大 约 5 亿美 元 ， 并且 雇请 了 好 几 百 人 处 理 用 户 的 要 求 
不 管 怎么 讲 ， 对 Intel 来 说 故事 的 结局 并 不 差 . 他 们 改进 后 的 芯片 取得 了 很 大 的 成 功 . 


这 个 猜想 是 1742 年 在 哥 德 巴赫 写 给 欧 拉 的 信 中 提出 的 .现在 已 经 验证 了 所 有 小 于 4， 
的 偶数 满足 这 个 猜想 ， 随 着 计算 机 的 进步 ， 这 个 极限 在 相应 的 增长 ， 就 如 在 例 3.5 Dus. 
一 个 特定 的 偶数 可 以 写成 两 个 素数 的 和 有 很 多 种 形式 ， 然 而， 对 于 这 个 猜想 的 证 明 至 今 还 没有 
人 给 出 ， 至 今 为 止 最 好 的 结果 是 陈景润 给 出 的 (在 1966 Æ), ， 他 用 强大 的 得 法 证 明了 每 个 足够 
大 的 ( 偶 ) 数 可 以 写 为 一 个 素数 和 一 个 至 多 由 两 个 素数 的 乘积 得 到 的 数 的 和 . 


陈景润 (1933 一 1996) 是 著名 数论 学 家 华罗庚 的 学 生 ， 陈景润 全 身心 的 投入 到 数学 研究 
中 ， 在 文化 大 革命 中 ， 他 继续 自己 的 研究 .他 夜以继日 地 在 一 个 没有 电灯 、 没 有 桌子 
和 椅子 ， 只 有 一 张 小 床 和 几 本 书 的 小 房子 里 工作 ， 就 是 在 这 段 时 间 内 他 取得 了 关于 挛 
生 素 数 和 哥 德 巴赫 猜想 的 重要 结果 ， 尽 管 他 是 一 个 杰出 的 数学 家 ， 他 的 生活 却 -- 团 粳 
在 长 时 间 病 痛 折 磨 后 ， 他 于 1996 年 去 世 . 


哥 德 巴赫 猜想 断言 存在 无 穷 多 的 素数 是 以 连续 奇数 对 的 形式 出 现 的 ， 然 而 相 邻 的 素数 也 可 
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能 离 得 很 远 ， 素 数 定理 表明 ， 随 着 n 的 增长 ， 两 个 相 邻 的 素数 p, 和 p, LL 的 平均 间隔 为 log n. 
数论 学 家 花 了 很 大 的 力气 证 明了 两 个 相 邻 素数 的 平均 间隔 要 比 无 穷 多 个 素数 的 平均 值 小 得 多 ， 例 
如 ,已 经 证 明了 对 无 穷 多 个 wn 有 (p,,, -p,)< 0.2486log n， 在 证 明 哥 德 巴 苗 猜想 的 道路 上 ， 证 明 
对 于 每 个 正 实数 。， 存 在 无 穷 多 的 正 整 数 n， 使 得 (p, ,, -p,)/log n< 还 是 一 个 很 大 的 难题 . 


WERT- 哥 德 巴赫 ( Christian Goldbach, 1690—1764) 生 于 普鲁士 哥 尼 斯 堡 (这 个 城市 因 七 桥 问题 而 在 
数学 界 很 有 名 )，1725 年 ， 他 成 为 圣彼得堡 皇家 学 院 的 数学 教授 。1728 年 ， 哥 德 巴赫 来 到 莫斯科 ， 并 
且 成 为 沙皇 彼得 二 世 的 教师 .1742 年 他 任职 于 俄国 外 交 部 。 哥 德 巴赫 主要 是 因为 和 一 些 著 名 的 数学 家 
的 通信 而 经 常 被 提 及 , 特别 是 和 莱 昂 哈 德 . 欧 拉 和 丹尼尔 . 伯 努 利 的 通信 ， 除 了 “每 个 大 于 2 的 偶数 
都 能 写 为 两 个 素数 的 和 以 及 每 个 大 于 5 的 奇数 能 写 为 三 个 素数 的 和 ”这 些 著名 的 猜想 外 ， 哥 德 巴赫 对 
数学 分 析 也 做 出 了 令 人 瞩目 的 贡献 


还 有 许多 的 猜想 是 关于 素数 的 各 种 表示 形式 的 ， 例 如 下 面 的 猜想 . 

n +1 猜想 ”存在 无 穷 多 个 形 如 n+1 的 素数 ， 其 中 几 是 正 整 数 . 

一 些 最 小 的 具有 n^ +1 的 形式 的 素数 为 5=2 +1, 17 24^ +1, 37 26 +1, 101 210 +1, 197 = 
4 +1 和 401 =20 +1， 对 于 这 个 猜想 至 今 为 止 得 到 的 最 好 的 结果 是 ， 存 在 无 穷 多 个 n 使 得 ww +1 是 
素数 或 者 是 两 个 素数 的 乘积 ， 这 个 证 明 是 Henryk Iwaniec 在 1973 年 给 出 的 .关于 素数 的 猜想 ; 如 
n^ +1 猜 想 的 表述 是 很 简单 的 ， 但 是 有 时 解决 起 来 却 相当 的 困难 (更 多 的 内 容 见 [ Ri96] ). 


3. 2 节 习 题 
1. 求 五 个 最 小 的 相 邻 的 合 数 . 
2. R 100 万 个 相 邻 的 合 数 ， 
3. 证 明 除 了 3，,，5, 7 之 外 ， 就 没有 其 他 形 如 p，p «2, p +4 的 素数 三 元 组 了 . 
4. 求 最 小 的 四 组 形 如 p,p 2, p +6 的 素数 三 元 组 . 
5. 求 最 小 的 四 组 形 如 p，p +4，p +6 的 素数 三 元 组 . 
6. RE n 40 2n 之 间 的 最 小 的 素数 ， 其 中 心 如 下 : 
a)3 b)5 c)19 d)31 
7. RKE n 和 2n 之 间 的 最 小 的 素数 ， 其 中 如 下 : 
a)4 b)6 c)23 d)47 


一 个 尚未 解决 的 猜想 是 对 于 每 个 正 整数 mm， 那么 在 壮 和 (m+1) 之 间 存 在 一 个 素数 . 
8. R n^ 和 (n+l) ”之 间 最 小 的 素数 ， 正 整数 ”< 10. 
9. 求 世 和 (n+1)? 之 间 最 小 的 素数 ， 正 整数 满足 11<n<20. 
10. 对 于 如 下 的 ”验证 哥 德 巴赫 猜想 . 


a)50 b)98 c)102 d)144 e)200 f£)222 
11. 哥 德 巴赫 还 猜想 对 于 每 个 大 于 5 的 奇数 都 能 写成 3 个 素数 的 和 . 那么 对 于 下 面 的 奇数 验证 猜想 . 
a)7 b)17 c)27 d)97 e)101 f)199 


12. 证 明 每 个 大 于 11 的 整数 都 能 写成 两 个 合 数 的 和 . 
13. 证 明 哥 德 巴赫 猜想 每 个 大 于 2 的 偶数 都 能 写成 两 个 素数 的 和 与 猜想 每 个 大 于 5 的 整数 都 能 写成 三 个 素数 的 
和 是 等 价 的 . 
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4 GC(n) UR TBI n ANERER p + 9 的 个 数 ， 其 中 p，g 是 素数 且 psa 哥 德 巴赫 猜想 断言 对 于 所 有 的 
偶数 >， 当 偶数 ">2 时 ，C(a) >1， 那 么 一 个 更 强 的 猜想 是 当 偶数 ” 增 大 时 ，C(m) 趋 于 无 穷 . 


a) 求 C(n)， 对 所 有 满足 4<n<30 的 偶数 . b) 求 6G(158). c) 求 C(188). 
证 明 ; 如 果 正 整数 和 其 中 n>>1， 有 a,a+k，…，a+(n-1)k 这 个 整数 都 是 奇 素数 ， 那么 能 被 
所 有 小 于 的 素数 整除 . 


利用 习题 15 解决 习题 16 ~ 19. 

求 一 个 包含 6 个 数 的 等 差 数 列 ， 从 7 开始 且 每 个 数 都 是 素数 

求 包含 4 个 数 且 都 是 素数 的 等 差 数 列 的 最 小 的 公差 

求 包含 5 个 数 且 都 是 素数 的 等 差 数列 的 最 小 的 公差 

求 包含 6 个 数 且 都 是 素数 的 等 差 数 列 的 最 小 的 公差 

a)1848 年 ，A. de Polignac 猜测 每 一 个 正 的 奇数 可 以 写成 一 个 素数 与 一 个 2 的 宕 次 之 和 ， 证明 509 是 这 个 狂 
想 的 一 个 反例 ， 从 而 证 明 这 个 猜想 是 错误 的 . 

b) 求 在 509 之 后 的 这 个 猜想 的 最 小 反例 . 

一 个 素数 紧 是 具有 形式 p^ 的 整数 ， 其 中 p 是 素数 ，n 是 大 于 1 的 正 整数 ， 求 所 有 差 为 1 的 素数 敌对 。， 并 证 
明 你 的 答案 是 正确 的 . 

令 n 是 大 于 1 的 正 整 数 ，p,，p,，…，p, 是 不 超过 的 所 有 的 素数 ， 证 明 书 PP 4" 

A 4 是 大 于 3 WERS, p 是 素数 且 有 28/3 <p<n， 证 明 p 不 能 整除 二 项 式 系数 { . 

用 习题 22 和 23 的 结论 证 明 : MEn 是 正 整 数 ， 那 么 存在 一 个 素数 使 得 n<P< 2n， (这 是 伯 特 兰 铺 想 . ) 

用 习题 24 证 明 : 如 果 p, 表示 第 个 素数 ， 那 么 p<2". 

用 伯 特 兰 猜想 证 明 ， 对 于 每 个 正 整数 ”都 可 以 表示 成 不 同 的 素数 之 和 ，n>7. 


用 伯 特 兰 公设 证 明 ， 当 n,m 是 正 整 数 时 ， 一 +- 二 +… + 二 不 是 整数 


n+l ntm 

在 这 个 习题 中 我 们 将 证 明 Bone 不 等 式 ， 即 如 果 是 整数 且 n24, 那么 pum PP Po rp ps 878 Ee 

30. j 

a)k 是 一 个 正 整 数 . 证 明 整 数 Bayou 1 -1, Bac Pii * 2 -1, e PaPa’ Pia * Ph =i 都 不 能 被 前 k-1 
个 素数 中 的 任何 一 个 整除 ， 并 且 如 果 素 数 p 能 整除 这 些 数 中 的 一 个 ， 那 么 必然 不 能 整除 其 他 的 数 

b) 从 (a) 我 们 可 以 得 到 结论 ， 如 果 n -k+1<p,， 那么 必然 存在 一 个 (a) 中 所 列 的 整数 其 不 能 被 p; 整除 ， 
j=1，…，,n. (提示 ; 使 用 铝 敌 原理 . ) 

c) 用 (b) 来 证 明 ; dnd n-ke1-p,, WA papp pe 固定 za 并 且 假 设 大 是 使 得 LE 1 p, 成 立 的 
最 小 的 正 整数 ， 证 明 当 上 2>5 时 ， 有 -有 > ~2 和 pi., -2 成立 并 且 如 果 m>10， SEA kz5. 由 
此 得 到 如 果 n220, WA pcp p AFRA k; 寺 -大 成 立 ， 那 么 用 这 个 结论 证 明 n10 时 的 
Bonse 不 等 式 . 

dd) 检验 当 4<n 二 10 时 Bonse 不 等 式 成 立 ， 那 么 证 明 完成 

证 明 30 是 满足 下 面 性 质 的 最 大 的 整数 n: 如 果 训 <n， 并 且 没 有 素数 同时 整除 和 n， WA k REKK. 

(提示 : EH: 如 果 关 满足 上 面 的 性 质 ， 且 nz> 巴 ，P 是 素数 ， 那么 p | n， 得 到 如 果 n2T, WA n 一定 能 

被 2, 3, 5 和 7 整除 .那么 应 用 Bonse 不 等 式 我 们 可 以 证 明 这 样 的 n 一 定 可 以 被 每 个 素数 整除 ， 产 生 矛 盾 . 

证 明 30 满足 上 面 的 性 质 , 但 是 整数 30 < ni 49 不 满足 这 条 性 质 . ) 

证 明 p, apum pip p, UP p, 是 第 个 素数 且 n 24. (提示 : 用 伯 特 兰 公设 和 证 明 Bonse 不 等 式 中 (ec) 

这 部 分 的 证 明 . ) l 
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31. 


32. 


证 明 p; — p, ip, -2p,_3， 其 中 其 中 pi 是 第 天 个 素数 且 n26.. HEM 8 23, 4 或 5 时 不 等 式 不 成 立 ，( 提 示 : 
用 伯 特 兰 公设 证 明 p, <2p,_1 和 p,_1<2p,_. ) 

证 明 对 于 每 个 正 整数 N， 都 存在 一 个 偶数 k， 使 得 存在 超过 N 对 相继 的 素数 满足 为 这 些 相继 的 素数 之 
E. (提示: 应 用 素数 定理 . ) e. 


j 


3.2 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 | 


ON Un A Q N 


用 Maple zi, Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 


. 尽 可 能 多 的 验证 表 3. 1 中 所 给 出 数据 . 

. 尽 可 能 多 的 求 满足 形式 p,，P+2，p+6 得 素数 三 元 组 . 

.对 于 小 于 10 000 的 正 的 偶数 验证 哥 德 巴赫 猜想 . 

. 求 小 于 10 000 的 挛 生 素数 . 

. 求 大 于 1 中 计算 的 每 个 整数 的 第 一 对 挛 生 素数 . 

. 作 图 rz(x) ， 其 表示 不 超过 * 的 挛 生 素数 的 对 数 ， 其 中 11000 和 1<x<10 000. 


”哈代 和 李 特 多 伍德 靖 想 不 超过 的 李 生 素数 的 对 数 7.(*) 近 似 于 2Csx/(log x)*, 其 中 C= [T (1-5). 


常数 C, 近似 的 等 于 0.660 16， 尽 可 能 地 计算 足够 大 的 m, (x) ， 来 测定 这 个 近似 的 形式 的 精确 程度 . 


. 计算 Bron 常数 ， 使 精度 尽 可 能 得 高 . l 
.探索 猜想 C(") ，G(n) 表 示 偶数 4 可 以 写成 形式 p+g 的 个 数 ， 其 中 p，g 是 素数 且 P<9， 当 偶数 ”>>188 时 ， 


G(n) 210. 


. 一 个 尚未 解决 的 猜想 断言 对 任意 正 整 数 n， 存 在 一 个 长 度 为 n 的 等 差 数 列 由 nn 个 连续 的 素数 组 成 ， 至 今 


为 止 已 知 这 样 的 最 长 的 等 差 数列 的 包含 22 个 连续 的 素数 . 求 小 于 100 包含 3 个 连续 素数 的 等 差 数 列 和 小 
于 500 包含 4 个 连续 素数 的 等 差 数 列 


. 证 明 包 含 5 项 从 1464 481 开始 ， 公 差 为 210 的 等 差 数 列 的 每 一 项 都 是 素数 . 

. 证 明 包 含 12 项 从 23 143 开始 ， 公 差 为 30 030 的 等 差 数 列 的 每 一 项 都 是 素数 . 

. RA 199 开始 的 包含 10 个 素数 的 等 差 数列 . 

. 一 个 尚未 解决 的 猜想 断言 : 对 于 所 有 的 正 整 数 n， 存 在 一 个 素数 p 使 得 n <p<(n+1)"， 验 证 尽 可 能 多 的 


正 整 数 ”满足 这 个 猜想 . 


. 探索 猜想 ， 每 个 正 偶数 可 以 写成 两 个 幸运 数 的 和 ， 幸 运 数 可 以 相同 ， 继 续 探索 猜想 ， 给 定 一 个 正 整 数 ， 


存在 一 个 正 整 数 ,使 得 n 表示 成 两 个 幸运 数 的 方法 恰 有 种 . 


程序 设计 


na A T2 


用 Maple、 Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 


. 给 定 的 正 整 数 n， 对 小 于 n 的 偶数 验证 哥 德 巴赫 猜想 . 

. 对 于 给 定 的 正 整数 ”， 求 小 于 的 挛 生 素数 . 

. 对 于 给 定 的 正 整数 亚 ， 求 前 严 个 具有 形式 ”+1: 的 素数 ， 其 中 了 是 正 整数 

-R Gn), Cn) ERRA n MUERE pte iR, HF p, g 是 素数 且 psa. 
. 给 定 正 整数 n， 求 尽 可 能 多 的 长 度 为 n*， 每 项 是 素数 的 等 差 数 列 . 


66 第 3 章 


3.3 最 大 公 因 子 RES 

WR a 和 5 都 是 整数 旦 不 都 等 于 零 ， 那 么 a 和 5 的 公 因 子 是 一 个 有 限 整数 集 ， 且 总 是 包含 
整数 +1 和 -1. 通常 我 们 感 兴趣 的 是 这 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 . 

定义 ”两 个 不 同时 为 零 的 整数 a, b 的 最 大 公 因 子 就 是 指 能 同时 整除 a,b 的 最 大 的 整数 ， 

a, b 的 最 大 公 因 子 记 为 (a, b). (注意 在 数论 之 外 ， 记 号 gcd(a, 5b) 也 同样 被 使 用 ”在 这 里 
我 们 将 使 用 传统 的 记号 (a, 68) ， 尽 管 它 与 一 个 有 序 对 的 表示 记号 相同 . ) 我 们 还 定义 (0, 0) =0. 

虽然 每 一 个 正 整 数 都 能 整除 0， 但 我 们 还 是 定义 (0,，0) 20. 这 么 做 是 为 了 保证 我 们 证 明 . 
的 关于 最 大 公 因 子 的 结论 对 所 有 的 情况 都 成 立 . l 

例 3.6 24 和 84 的 公 因子 是 上 1，+ 上 2，x+3，+4，+ 上 6， 和 + 上 12， 因此 (24， 84) =12. 类 
似 地 ， 观 察 两 个 数 的 公 因 子 集 我 们 可 以 得 到 (15，81) =3，(100, 5) 25, (17, 25) =1，(0， 
44) =44, ( -6, -15) =3 和 ( -17, 289) = 17. l 4 

我 们 特别 感 兴趣 的 是 那些 没有 公 因 子 大 于 1 的 数 . 这 样 的 一 对 数 就 被 称 为 互 素 的 . 

定义 ”如 果 两 个 整数 a, b 的 最 大 公 因 子 (a, b) =1， 那 么 这 两 个 数 就 被 称 为 互 素 的 ， 

例 3.7 因为 (25，42) =1， 所 以 25，42 EERW. ue d^ ba 

我 们 注意 到 -a Ma 的 因子 是 相同 的 ， 那 么 有 (a,，b) -Clal, Ibl) GP La 表示 wa 的 
绝对 值 ， 即 当 c>0 时 ，|c|l =a, 当 a<0 时 ，|a| = -a.). 因此 ， 我们 将 注意 力 集中 到 正 
整数 对 的 最 大 公 因 子 上 . 

在 例 3.6 中 ， 我 们 知道 (15，81) =3. 如 果 我 们 把 15 和 81 除 以 (15，81) =3， 那 么 将 得 到 
两 个 互 素 的 整数 5 和 27， 这 并 不 奇怪 ， 因 为 我 们 已 经 除去 了 所 有 的 公 因 子 ， 这 就 阐释 了 下 面 的 
定理 ， 当 将 两 个 整数 除 以 它们 的 最 大 公 因 子 后 ， 我 们 将 得 到 两 个 互 素 的 整数 . 

定理 3.6 a, 5 是 整数 ， 上 且 (a, b) =d， 那 么 (a/d, b/d) =1. 

证 明 已 知 a, 5 是 整数 ， 且 (a, b) 2d. 我 们 将 证 明 a/d, b/d 除了 1 之 外 没有 其 他 的 公 
AF. 假设 还 有 正 整 数 e 使 得 e |(a/d) 且 e |(6/d). 那么 存在 整数 和 /使 得 a/d = ke, 
b/d =le， 于 是 a =dek, b=del， 因 此 de Æa, b 的 公 因子 .因为 4 是 a, b 的 最 大 公 因子 ， 则 有 
ded, 于 是 e=1.， 因 此 (a/d, b/d) =1. 9 . 

当 我 们 将 一 个 整数 的 任意 倍数 加 到 另 一 个 整数 上 ， 得 到 的 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 与 原来 的 
两 个 整数 的 最 大 公 因 子 是 相同 的 ， 在 例 3.6 中 , 我 们 说 明了 (24，84) = 12， 那 么 将 24 的 任意 们 
数 加 到 84 以 后 ，24 和 得 到 的 整数 的 最 大 公 因子 还 是 12.， 例如， 2-24 =48，( -3) -24 =72， 那 
么 我 们 可 以 看 到 (24，84 +48) = (24, 132) =12, (24, 84+( -72) ) = (24, 12) =12. 这 是 因 
为 24 和 84 的 最 大 公 因 子 与 24 和 24 的 任意 倍加 到 84 后 得 到 的 数 的 最 大 公 因 子 相 同 ， 下 面 这 
个 定理 将 证 明 上 述 推 理 的 正确 性 . 

定理 3.7 令 a, b, c 是 整数 ， 那 么 (ga+cb, b) 2 (a, b). 

证 明 a, b, c 是 整数 .我 们 将 证 明 a, b 的 公 因子 与 a+cb, b 的 公 因子 相同 .这 就 证 明 
了 (at+cb, b) z(a, b). 令 e 是 a, 5b 的 公 因 子 ， 由 定理 1.9 我 们 有 e| (ach), 所 以 e 是 a+cb 
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M bART. 如 果 f 是 a+cb 和 56 的 公 因 子 ， 那么 由 定理 1. 9 RTT SIR Co) -cb za, 
所 以 f 是 a,5b HAAF. 因此 (a +cb, 6) 2(a, b). a 
我 们 将 证 明 两 个 不 全 为 零 的 整数 4a, b 的 最 大 公 因 子 可 以 写成 a 的 倍数 与 的 倍数 之 和 ， 
为 了 表达 得 更 加 简洁 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 ”如 果 a, 5b 是 整数 ， 那 么 它们 的 线性 组 合 具 有 形式 ma +nb， 其 中 m, n 都 是 整数 . 
例 3.8 Xm, n 都 是 整数 时 ,线性 组 合 9m + 15n 是 什么 呢 ? 在 这 个 线性 组 合 中 有 -6 = 
1.9+(-1) .13;， -3=(-2).9+1.15;0=0.9+0.15; 3=2.9+(-1) .153; 6- 


( ~1) .9+1.15， 等 等 ， 可 以 证 明 9 3n 15 的 线性 组 合 所 构成 的 集合 为 | …，-12，-9，-6， 
-3, 0, 3,，6,，9，12，…} ， 当 读者 阅读 下 面 两 个 定理 的 证 明 后 即 可 以 来 验证 . 4 

在 例 3.8 中 ， 我 们 发 现 (9，15) =3 是 9 和 15 的 线性 组 合 中 最 小 的 正 整数 ， 这 不 是 偶然 ， 
下 面 的 定理 将 给 出 证 明 . 


定理 3.8 两 个 不 全 为 零 的 整数 a,b 的 最 大 公 因 子 是 4, b 线性 组 合 中 最 小 的 正 整 数 . 

证 明 令 d 是 a, 5 线性 组 合 中 最 小 的 正 整 数 ，( 因 为 当 az0 时 ， 两 个 线性 组 合 1 .a+0.b 
和 ( -1) .a +0…b 中 必 有 一 个 为 正 ， 那 么 由 良 序 性 质 ， 存 在 最 小 的 正 整 数 . ) 我 们 有 

d = ma + nb, (3.1) 
其 中 m,n 是 整数 ， 我 们 将 证 明 d | a, die 
由 带 余 除法 ， 得 到 
a = dq +r, Osr<d. 
由 这 个 方程 和 (3.1) ， 我 们 可 以 得 到 l 
; r =a -dq =a -qlma +nb) = (1 - qm)a - qnb. 

这 就 证 明了 整数 + 是 a, 4 的 线性 组 合 . Wy Ord, d&a, b 线性 组 合 中 最 小 的 正 整数 ， 
于 是 我 们 得 到 r=0， 因 此 d | c， 同 理 可 得 ，d |4. 

我 们 证 明了 .a, 5 线性 组 合 中 最 小 的 正 整 数 d d a, b 的 公 因子 .那么 剩 下 要 证 的 是 它 是 “， 
b 的 最 大 公 因 子 . 我 们 只 需 证 明 a, b 所 有 的 公 因 子 c， 都 能 整除 4， 因 为 所 有 d 的 正 的 因子 都 
要 小 于 d. H d=ma+nb, 如 果 cla 且 c|15， 那 么 由 定理 1.9 有 c|d， 因 此 我 们 有 dec. 这 就 
得 到 了 结论 . a 

因为 我 们 经 常 需要 在 a, b 互 素 的 情况 下 应 用 定理 3. 8 ， 所 以 我 们 给 出 如 下 推论 . 

推论 3. 8.1 如 果 整 数 a, b 互 素 ， 那 么 存在 整数 m,n 使 得 ma+nb=1. 

WEBB ”我 们 注意 到 如 果 a, 4 互 素 ,那么 (a, 8) =1， 因 此 由 定理 3. a 
的 最 小 正 整 数 ” 于 是 存在 整数 m，n 使 得 ma + nb - 1. s 

定理 3. 8 是 很 有 意义 的 : 由 两 个 数 的 最 大 公 因 子 是 这 两 个 数 的 线性 组 合 的 最 小 正 整 数 这 个 
事实 ， 我 们 就 能 求 得 这 两 个 数 的 最 大 公 因子 .最 大 公 因 子 的 不 同 的 表达 使 我 们 可 以 选择 一 个 最 
有 效 的 表达 方法 来 解决 一 些 特定 的 问题 . 在 下 面 的 定理 证 明 中 就 阐明 了 这 一 点 . 
定理 3.9 ma, 5 是 正 整 数 ， 那 么 所 有 a,b 线性 组 合 与 所 有 (a， b) 倍数 构成 的 集合 
相同 . l 
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证 明 假设 d=(a,.5)， 我们 首先 证 明 每 个 a, b 的 线性 组 合 是 d 的 倍数 .注意 到 最 大 公 
因子 的 定义 , 我 们 有 d|a 且 d15.， 那么 每 个 a, b 的 线性 组 合 具 有 形式 ma +n5， 其 中 m,n 是 
整数 ， 由 定理 1.9， 只 要 m, n 是 整数 ， 我 们 就 有 d 整除 ma + nb， 因 此 ; ma +nb 是 的 倍数 . 

我 们 现在 证 明 每 一 个 d 的 倍数 也 是 (ac，5) 的 线性 组 合 ， 由 定理 3.8， 存 在 整数 H, s 使 得 
(a, b) zra «sb. 而 dd 的 倍数 具有 形式 如 g， 其 中 7 是 整数 ， 在 方程 d=re e sb 的 两 边 同 时 乘 以 j， 
我 们 得 到 jd 2 Gr)a + (js)b. AI, GA d 的 倍数 是 (a,，5) 的 线性 组 合 ， 这 就 完成 了 证 明 .。 a 

我 们 利用 整数 的 有 序 性 定义 了 整数 的 最 大 公 因 子 ， 即 对 于 给 定 的 两 个 不 同 的 整数 ， 必 有 一 
个 大 于 另 一 个 ， 然 而 ， 我 们 可 以 在 不 依赖 整数 次 序 观 念 的 基础 上 来 定义 两 个 整数 的 最 大 公 因 
子 ， 就 像 在 下 面 定理 3. 10 给 出 的 那样 . 这样 定 义 的 最 大 公 因 子 的 特征 是 不 依赖 于 大 小 顺序 ， 
在 代数 数论 的 学 习 中 我 们 会 看 到 这 种 方法 普遍 应 用 于 熟知 的 代数 数 域 .- 

定理 3.10 如 果 a, 是 不 全 为 零 的 整数 ， 那 么 正 整数 d 是 a, 5b 的 最 大 公 因 子 当 上 且 仅 当 

Ciodla E. d|b 

Cl) c 是 整数 且 c|a, c|b 
那么 c|d. : 

证 明 REREH a, b 的 最 大 公 因 子 具有 这 两 个 性 质 ， 假 设 d= (a, b). HATTE 
定义 ,我们 知道 4| a 且 d 1b， 由 定理 3.8，d = ma +nb， 其 中 m,n 是 整数 ， 因 此 ， 如 果 c | a 
且 c158， 那 么 由 定理 1.9， 就 有 c | d=ma+nb， 我 们 现在 已 经 证 明了 如 果 d = (a, b), WAHE 
质 ( i ) 和 (站 ) 就 成 立 . 

现 假设 d 具有 性 质 ( i ) 和 (这 )， 由 性 质 ( i ),，d 是 c, b 的 公 因子 ， 进 一 步 由 性 质 ( 这) ， 
我 们 知道 如 果 。 是 ec, b HAAF, 那么 c|d， 所 以 就 有 整数 使 得 d=ck， 因 此 ,c= d/kad. 
(我 们 用 到 了 一 个 事实 : 对 于 一 个 正 整 数 ， 在 除 以 任意 一 个 非 零 整数 后 变 小 . ) 这 就 证 明了 满足 
性 质 ( i ) 和 (让) 的 正 整数 一 定 是 a, b 的 最 大 公 因 子 . n 

我 们 已 经 证 明了 两 个 不 全 为 零 的 整数 a, b 的 最 大 公 因 子 是 这 两 个 数 的 线性 组 合 ， 然 而 ， 
我 们 还 没有 说 明 如 何 求 这 个 等 于 (c，2 ) 的 特殊 的 线性 组 合 ， 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 给 出 求 这 个 
特殊 的 线性 组 合 的 算法 . | 

我 们 还 可 以 定义 多 于 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 . 

定义 a, a, >, a 是 不 全 为 零 的 整数 . 这 些 整 数 的 公 因 子 中 最 大 的 整数 就 是 最 大 


A BUT. a, a, c, a, 的 最 大 公 因 子 记 为 (ol，a ，…，oa,). (GE a; 在 这 里 面 出 现 的 顺序 
并 不 影响 结果 . ) 

例 3.9 我 们 很 容易 得 到 (12, 18, 30) 26, (10, 15, 25) =5. < 

我 们 用 下 面 的 引 理 来 求 两 个 以 上 整数 的 最 大 公 因 子 . 

引 理 3.2 e a, a, o, a, 是 不 全 为 零 整数 ， 那么 (a aa, … 2,4, a) = Ca, 
Qa, '7, 08,5, (anis 0,)). 


EF BH nn 个 整数 Qis Qas, Gi Cn 的 任意 公 因 子 也 是 OG, 1, Cn 的 公 因子 ， 因此 也 是 
(a,.1，0,) 的 因子 .同样 4 -1 工 个 整数 mw，o ，…，o ;和 (a,.,，a,) 的 公 因 子 也 是 n 个 整数 


+ 
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am，…，a 1，w, 的 公 因子 ， 因 为 如 果 某 整数 整除 (a,_!，a,)， 那 么 它 一 定 同时 整除 a,i 
和 a, 因此， 这 nn 个 整数 的 公 因 子 和 由 前 n — 2 整数 与 后 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 组 成 的 集合 的 
公 因 子 完全 相同 ， 那 么 它们 的 最 大 公 因 子 也 一 定 相同 . s 

例 3.10 我 们 用 引 理 3. 2 来 求 三 个 整数 105，140 和 350 的 最 大 公 因 子 ，(105，140，350) = 
(105, (140, 350) ) = (105, 70) =35. 

$13.11. 考虑 整数 15，21 和 35， 我 们 用 下 面 的 步 又 求 得 这 三 个 整数 的 最 大 公 因 子 是 1: 

(15,21,35) = (15,(21,35)) = (15,7) = 1. | 

这 三 个 整数 两 两 的 最 大 公 因 子 都 大 于 1, (15, 21) 83, (15, 35) 55, (21, 35) =7. < 

由 例 3.11 引出 了 下 面 的 定义 . ; 

定义 PRla, a, =, a,)=1, PARMI a, a, cc, a, 互 素 .如 果 整 数 集中 每 对 、 
ai, aj, ij, Ji (aj, aj) =1， 即 整数 集中 的 任意 一 对 整数 都 互 素 ， 那 么 我 们 就 说 这 些 整 数 两 
WEE. 

两 两 互 素 的 概念 要 远 比 互 素 的 概念 使 用 得 多 . 并且 若 集合 中 的 整数 两 两 互 素 ， 那么 这 些 整 
数 一 定 是 互 素 的 ， 但 是 反 过 来 不 成 立 ( 就 像 在 例 3. 11 中 给 出 的 15，21，35 那样 ). 


«4 


3.3 节 习题 
1. 求 下 面 每 对 整数 的 最 大 公 因子 . 

a)15, 35 b)0, 111 c) -12, 18 d)99, 100 e)11, 121 f)100, 102 
2. 求 下 面 每 对 整数 的 最 大 公 因子 . 

a)5, 15 b)0,. 100 c) -27, -45 d) -90, 100 e)100, 121 f)1001, 289 


3.a 是 正 整 数 ， 那 么 a 和 2a 的 最 大 公 因 子 是 多 少 ? 

4.a 是 正 整 数 ， 那 么 和 a? 的 最 大 公 因 子 是 多 少 ? 

5.a 是 正 整数 .那么 和 a+1 的 最 大 公 因 子 是 多 少 ? 

6.a 是 正 整数 ， 那么 和 a +2 的 最 大 公 因 子 是 多 少 ? 

7. 证 明 ; 如 果 a, b 是 不 全 为 零 的 整数 ，e 是 非 零 整数 ,那么 (ca, cb) = | e| (a, b). 
8. 证 明 : 如 果 整 数 e, 的 最 大 公 因 子 (a, 5) =1, 3E (ab, a-b) =1 或 2. 
9.a, 4 不 全 为 零 且 互 素 ,那么 (a* +b, a+b) ÆN? 

10. EB: 如 果 a, b 是 不 全 为 零 的 偶数 ， NEA (a, b) =2(a/2, b/2). 

11. EB: 如 果 a 是 偶数 ; b 是 奇数 ， 那么 (a, 0) = (a/2, b). 

12. 证 明 : 如 果 整 数 a。, b, c 使 得 (a, b) =1 且 e| Ca b), 那么 (c, a)=(c, b) =1. 
13. EH: 如 果 非 零 整 数 a,，5,c 互 素 ,那么 (a, bc) = (a, 6)(a, c). | 


14. a) 证 明 : 如 果 整 数 a, b, c, (a, b) = (a, c) =1, 那么 (a, be) =1. 


b) 用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 对 整数 a,，a,，…，a,， 有 另 一 个 整数 5»， 使 得 (a,, b) = (a, b) e 5 (os, 
b) =1， 那 么 (ola…a,，0) =1. 
15. 求 3 个 整数 使 得 它们 互 素 ， 但 是 并 不 两 两 互 素 ， 不 要 使 用 本 书 中 的 例子 . 
16. 求 4 个 整数 使 得 它们 互 素 ， 但 是 任意 三 个 并 不 互 素 . 
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17. 求 下 面 整 数 集 的 最 大 公 因 子 . 
a)8, 10, 12- b)5, 25, 75 c)99, 9999, 0 d)6, 15,21 e) -7,28, -35 £)0, 0, 1001 


18. M% 66, 105, 42, 70, 165 中 选 出 三 个 互 素 的 数 . 


19. 证 明 : 如 果 Qi, Q5, *'*, Qa 不 全 为 零 ， 且 e 是 正 整 数 ， 那么 (ca, ， Cla, t, ca, ) -c(a,, 95, a, ). 


20. 证 明 不 全 为 零 的 整数 a, a, o, a, 的 最 大 公 因 子 是 a, ，a, o, a, 的 线性 组 合 中 最 小 的 正 整数 . 
21: 证 明 ; 如 果 上 大 是 整数 ,那么 整数 6 -1，6k+1，6k +2，6k+3 和 6k+5 两 两 也 素 . 

22. 证 明 : 如 果 是 正 整 数 ， 那 么 3k+2 和 5k+3 HE. 

23. 证 明 对 于 所 有 的 整数 a，8a 435a 42 E X. 

24. 证 明 : 如 果 a, bER, 那么 (ga +25,2a +5) =1 或 3. 

25. 证 明 所 有 大 于 6 的 正 整 数 是 两 个 大 于 1 的 互 素 的 整数 之 和 . 


严 阶 费 瑞 级 数 (Farey series). 匈 ， 是 一 个 按 递 升 次 序 排列 的 分 数 h/k 的 集合 ， 其 中 有 和 名 是 整数 ，0<h<k< 


n (h, k) 21. 我 们 分 别 将 0，1 表示 为 形式 0/1，1/1. 例如 ,4 阶 的 费 瑞 级 数 为 


£986 - 费 瑞 (John Farey, 1766—1826) 16 岁 前 都 在 英格兰 的 Woburn E3. 1782 年 他 进入 了 Yorkshire 
的 Halifax 的 学 校 ， 在 那里 他 学 习 了 数学 、 绘 图 、 测 量 . 他 于 1790 年 结婚 ,次 年 有 了 第 一 个 儿子 . 
1792 年 ，Bedford 的 公事 任命 他 为 Woburn 地 产 的 管理 者 ， 费 瑞 一 直 任职 到 1802 年 ， 在 此 期 间 他 在 
地 质 学 上 的 专长 得 到 发 展 、 由 于 公 必 突 然 去 世 ， 公 辟 的 弟弟 免 去 了 他 的 职务 ， 随 后 他 去 了 伦敦 ， 以 
测量 员 和 地 质 学 家 的 身份 ， 参 与 了 大 量 的 实地 工作 . 

费 瑞 的 地 质 工作 包括 对 Derbyshire 的 地 层 和 土壤 的 研究 ， 他 还 绘制 了 伦敦 和 Brighton 之 间 的 表 
层 地 层 图 ， 费 瑞 写 了 大 量 科研 文章 ， 大 约 有 60 多 篇 发 表 在 哲学 或 自然 科学 杂志 上 .这些 文章 涉及 
的 领域 很 广 ， 有 地 质 学 、 森 林学 、 物 理学 以 及 其 他 学 科 . 

尽管 他 作为 地 质 学 家 取得 了 一 些 声 誉 . 费 瑞 最 令 人 难忘 的 还 是 对 数学 的 贡献 ，1816 年 在 他 一 篇 
只 写 了 四 个 段落 的 文章 《关于 普通 分 数 的 一 个 奇妙 性 质 》 (On a curious property of vulgar fractions ) 
中 ， 费 瑞 提 到 了 既 约 分 数 p/q (0< p/q-—1, qn) 的 分 子 分 母 分 别 是 那些 0 和 1 Z7 B] ARRIERE E n 
的 既 约 分 数 按照 升序 排列 时 ， 位 于 p/q 两 边 的 分 数 的 分 子 及 分 母 之 和 (参看 习题 27)， 费 瑞 说 他 不 知 
道 这 一 性 质 是 否 为 前 人 提 过 ， 他 也 提 到 他 不 能 给 出 证 明 . 法 国 数学 家 柯 西 在 读 过 费 瑞 的 文章 后 ,在 
1816 年 出 版 的 《Exercises de mathématique》 中 给 出 了 证 明 . 柯 西 将 其 命名 为 费 瑞 级 数 ， 因 为 他 认为 
是 费 瑞 首先 发 现 了 这 个 性 质 . 

当然 ， 费 瑞 并 非 首 个 发 现 该 性 质 的 人 ， 早 在 1802 Æ, C. Haros 在 一 一 篇 用 普通 分 数 吉 近 十 进 制 
小 数 的 文章 中 ， 对 n =99 利用 这 一 性 质 构造 了 费 瑞 级 数 . 


习题 26 ~29 是 关于 费 瑞 级 数 的 . 
26. R 7 阶 费 瑞 级 数 . 
*27. 证 明 : WIR a/58，c/d，e/f 是 费 瑞 级 数 中 连续 项 ， 那么 


d bf 
x28. WBA: 如 果 a/b 和 c/d 在 费 瑞 级 数 中 是 连续 的 项 ， 那么 ad -pe = - 1. 
*29. 证 明 : 如 果 a/b 和 c/d 是 nn 阶 费 瑞 级 数 中 连续 的 项 ,， W 5 edo n. 
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* 30.a) 证 明 : 如 果 a, 5 是 正 整 数 ， 那 么 ((o -b)/ (a-b), a-b) 2(n(a, b)", a-b). 
b) 证 明 : 如 果 a, 是 正 的 互 素 的 整数 ,那么 ((o -0)/(a- b), a-b) 2 (n, a-b). 


31. 证 明 : 如 果 整 数 a。, b,c，d， 其 中 5,，d 是 正 的 ，(a, 5) = (e, d) =1 且 全 + 本 是 一 个 整数 ,那么 != 代 
32. 如 果 a, b, c 是 正 整 数 ，(a, 0) = (5, c) =1 且 工 + 本 + 一 二 是 一 个 整数 ， 那么 你 能 得 出 什么 结论 ? 


33. EW: 如果 a，6 是 下 整数， 那么 (a，5) =2 Y, [bia] +a+6-ab，( 提 示 : 数 格 点 的 个 数 ， 格 点 是 在 
LACO, 0), (0, 65) 和 (a,0) 为 顶点 的 三 角形 内 或 边 上 的 坐标 为 整数 的 点 . ) 

34. WEBB. 如 果 世 是 正 整 数 且 对 于 整数 i, j 有 1<i<j<n, 那么 (nl * itl, nl 7+1) = 工 

35. 用 习题 34 的 结果 来 证 明 存 在 无 穷 多 个 素数 . (提示 : 假设 只 有 7 个 素数 ， 那 么 考虑 r+1 个 数 (r+1)! .i+l 
这 个 证 明 是 由 P. Schorm 给 出 的 . ) 

36. WR c, d 是 两 个 互 素 的 正 整数 ， 那 么 定义 整数 mw(j 20, 1, 2, 0) a ce H a, 7a,78,4 +d, n=l, 
2，…, 证 明 wC=0，1，2…) 是 两 两 互 素 的 . 


3. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 构造 阶 为 100 的 费 瑞 级 数 . 
2. 在 阶 为 100 的 费 瑞 级 数 中 自己 选择 连续 的 项 ， 验证 习题 27， 28, 29 所 给 出 的 费 瑞 级 数 的 性 质 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 从 两 个 整数 的 公 因子 的 表 中 求 最 大 公 因子 

一 个 给 定 的 n， 给 出 阶 为 n 的 费 瑞 级 数 
3.4 欧 几 里 得 算法 

我 们 将 建立 一 套 系统 的 方法 或 者 说 是 算法 来 求 两 个 正 整数 的 最 大 公 因子 ， 这 个 方法 被 称 为 

里 得 算法 (Euclidean algorithm). 它 是 根据 古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 命名 的 ， 这 个 方法 被 
记载 在 他 的 《几何 原本 》 中 . (这 个 用 来 求 最 大 公 因 子 的 相同 的 方法 也 被 6 世纪 印度 数学 家 
Aryabhata 记载 ， 他 称 这 个 方法 为 粉碎 机 算法 (the pulverizer). ) 

在 讨论 这 个 算法 之 前 ， 我 们 先 用 一 个 例子 大 体 给 出 这 个 算法 的 用 法 . 求 30 和 72 的 最 大 公 
因子 ， 我 们 先 做 带 余 除 法 有 72 =30 . 2 + 12， 并 用 定理 3.7 得 到 (30, 72) = (30, 72-2 ' 30) = 
(30, 12). 注意 在 计算 中 已 经 用 一 个 小 的 数 12 来 代替 72，. 因 为 (72，30) = (30, 12). 接 下 来 
继续 使 用 带 余 除法 有 30 =2 . 12 +6， 同 理 得 到 (30, 12) = (12, 6)， 因 为 12 =6 .2+0， 那 么 
有 (12, 6) = (6, 0) =6， 因 此 ， 我 们 就 得 到 了 结果 (72，30) =6， 在 这 里 没有 先 求 30，72 的 
所 有 公 因 子 ， 再 来 求 最 大 公 因 子 

我 们 现在 给 出 计算 两 个 正 整数 最 大 公 因 子 的 通用 的 欧 几 里 得 算法 . 
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定理 3.11( 欧 几 里 得 算法 ) 整数 az>8>0,， 令 7=a, r=b、， 如 果 我 们 做 带 余 除 法 得 到 
<r, j=0, 1, 2, dcr n -2 REGE r, =0, RA (a, b) 三 Ty 即 


j+13 


BST tTj LO<r,, 
最 后 一 个 非 零 余数 . 

从 定理 中 我 们 看 到 通过 带 余 除 法 ， 在 每 一 步 中 被 除数 和 除数 被 更 小 的 数 代替 ， 这 些 更 小 的 
数 实际 上 是 每 一 步 中 的 除数 和 余数 ， 运 算 直 到 余数 为 零 时 终止 ， 这 一 系列 的 运算 产生 了 一 系列 


的 等 式 ， 而 最 大 公 因 子 就 是 最 后 一 个 非 零 的 余数 . 


欧 几 里 得 ( Euclid， 公 元 前 350 年 ) 是 史上 最 成 功 的 数学 教科 书 作者 ， 他 著名 的 《 几 
何 原本 》( Elements) 从 古 至 今 已 经 有 了 上 千 种 版 本 .除了 曾经 在 亚历山大 学 院 教 
书 外 ， 欧 几 里 得 的 生活 很 少 为 人 所 知 : 显然 他 并 不 强调 数学 的 应 用 ， 一 个 很 有 名 
的 故事 是 当 他 的 一 个 学 生 问 他 学 几何 有 什么 用 时 ， 欧 几 里 得 让 他 的 奴隶 给 了 这 个 
学 生 三 个 硬币 ,“ 因 为 他 想 在 学 习 中 获取 实 利 . ” 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 介 绍 了 
从 平面 到 刚体 几何 以 及 数论 的 知识 ， 欧 几 里 得 算法 可 以 在 《几何 原本 》 第 13 卷 的 
第 7 章 找 到 ， 关 于 素数 无 限 性 的 证 明 在 第 9 章 ， 欧 几 里 得 还 写 过 很 多 关于 天 文 、 光 学 、 音 乐 和 力学 等 


领 b. 
di Hg B 


为 了 证 明 欧 儿 里 得 算法 得 到 最 大 公 因 子 的 正确 性 .我 们 给 出 如 下 引 理 . 

引 理 3.3 如 果 e 和 dd 是 整数 且 e=dg+r， 其 中 g, rr 是 整数 ， 那么 (e, d) =(d, r). 

证 明 若 在 定理 3.7 中 , Ha, b, c 用 a=r, b-d, cq Et, 那么 由 定理 3.7 可 以 直接 
得 到 引 理 . ; ; n 

我 们 现在 证 明 欧 几 里 得 算法 得 到 的 是 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 . 

证 明 a, b EERS, EP asb, Sr sa, r=b， 那 么 通过 带 余 除 法 ， 我 们 求 得 


ro = rg +r, 0<r,<r, 
ri = FQ, +r, Ozr,-r, 
E Tagjai +r; 0s TT, 


Ty 7 Ta-3la-3 t Ts Osxr,;,«r,., 
Tao = TQ,25Q4,5 + Taai Üsr,, ras, 
T,-2 = Ta-1fn-i + T, 0 < T. «rna , 


. Poi = FQ, 
假设 最 终 一 定 会 有 一 个 余数 为 零 ， 正 是 因为 余数 组 成 的 序列 为 a=7 宕 7 rm m0, F 
列 包 含 的 项 的 个 数 不 会 大 于 a( 因为 每 个 余数 都 是 整数 )， 由 引 理 3.3， RIE (a, b) = 
(ros n)7(,n)2(n,n)s-2Ga4, Faaa) rT) = (ras A) = (r, 0) =r, 
Kiela, b) =r,， 即 最 后 一 个 非 零 余数 . . 
我 们 举 下 面 的 例子 来 说 明 欧 几 里 得 算法 的 用 法 . 
例 3.12 ”用 欧 几 里 得 算法 求 (252 ，198 ) 的 步骤 如 下 
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252 = 1.198 + 54 
198 = 3 - 54 4 36 
54 21-36 «18 
36 = 2 . 18. 


我 们 将 这 些 步 又 总 结 在 下 表 中 : 


最 后 一 个 非 零 余 数 (在 最 后 一 列 倒数 第 二 行 的 那个 数 ) 就 是 252 和 198 的 最 大 公 因 子 . 因此 
(252, 198) = 18. 4 


] 


阿 耶 波多 (Aryabhata，476 一 550) 出 生 于 印度 拘 苏 摩 补 罗 (Kusumapura， 今 巴特 那 (Patna) )， 他 编写 的 
《 阿 耶 波多 历数 书 》( Aryabhatiya) 是 一 本 用 诗歌 体 写成 的 印度 数学 概论 ， 这 本 书包 含 了 天 文 、 几 何 、 平 
面 和 球面 三 角 学 、 算 术 和 代数 领域 的 内 容 .， 研究 的 题目 包括 面积 和 体积 公式 、 连 分 数 、 宕 级 数 、 的 
近似 值 和 正弦 表 ， 阿 耶 波多 还 给 出 了 一 个 和 欧 几 里 得 算法 一 样 的 求 最 大 公 因 子 的 方法 ， 他 的 关于 三 角 
形 和 圆 形 面积 的 公式 是 正确 的 ， 但 是 关于 球形 和 棱锥 的 体积 公式 是 错误 的 ， 阿 耶 波多 还 编写 了 一 本 天 
文学 的 教科 书 《 苏 利 亚 历 》 (Siddhanta) ， 这 本 书包 括 了 大 量 精确 的 陈述 (也 有 很 多 陈述 是 错误 的 )， 比 
如 ， 他 说 行星 的 轨道 都 是 椭圆 的 ， 他 还 正确 地 解释 了 日 食 和 月 食 的 原因 .1975 年 ， 印 度 把 他 们 通过 俄 


Et ao i EC Aryabhata， 以 此 纪念 他 在 天 文 和 数学 上 所 做 出 的 英 基 性 贡献 . 

欧 几 里 得 算法 是 一 种 快速 地 求 最 大 公 因 子 的 方法 . 

接 下 来 ， 当 我 们 估算 用 欧 几 里 得 算法 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 时 用 到 除法 的 最 大 步 数 时 会 看 
到 这 一 点 ， 但 是 ， 我 们 首先 要 证 明 的 ， 对 于 一 个 给 定 的 正 整 数 n， 存 在 整数 a。, b 使 得 用 欧 几 里 得 
方法 求 (a, ORERE n 步 除 法 ， 我 们 可 以 通过 斐 波 那 契 序列 中 连续 的 项 来 求 这样 的 整数 ， 

用 欧 几 里 得 算法 来 求 斐 波 那 契 序列 中 连续 项 的 最 大 公 因 子 的 速度 很 慢 ， 因 为 除了 最 后 一 
步 ， 其 余 的 每 一 步 的 商都 是 1， 正 如 下 面 的 例子 给 出 的 说 明 . 
例 3.13 我 们 用 欧 几 里 得 方法 求 (34，55)， 注 意 到 有 234, f =55， 我 们 有 

55 234-1 +21 


34 = 21:1 +13 
21213:148- 

13 =8.1+5 
825-1243 
5=3.1+2 
322-141 


221-2. 
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可 以 看 到 用 欧 几 里 得 算法 求 f 234, fo =55 的 最 大 公 因 子 需要 用 8 次 除法 . 此 外 ，(34，55) = 1， 
因为 1 是 最 后 一 个 非 零 的 余数 . 4 
下 面 的 定理 将 告诉 我 们 用 欧 几 里 得 算法 求 斐 波 那 契 序列 中 连续 两 项 的 最 大 公 因 子 需 要 多 少 
步 除法 . l 

定理 3.12 Afafe fu n>1) 是 斐 波 那 契 序列 中 连续 两 项 ， 那 么 用 欧 几 里 得 算法 证 明 
M M 32) =1, -EEEn Pek. 

证 明 RURRULEAERE, IGEMOERUFTISR UAR HIA UR £s tfa, 
那么 

Jaa Sfant l ths 


fasi =f, M 1 a 
f=f"1+f, 
$53 
因此 ， 用 欧 几 里 得 算法 证 明 (/,,,， — z1, —J 58 € n 步 除法 . Ld 


欧 几 里 得 算法 的 计算 复杂 度 下面 我 们 给 出 一 个 定理 ， 这 是 由 19 世纪 法 国 数学 家 拉 梅 
( Gabriel Lamé) 首先 证 明 的 ， 他 给 出 了 用 欧 几 里 得 算法 计算 最 大 公 因 子 的 除法 次 数 的 一 个 
估计 . 

定理 3. 13( 拉 梅 定理 ) 用 欧 几 里 得 算法 计算 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 时 ， 所 需 的 除法 次 
数 不 会 超过 两 个 整数 中 较 小 的 那个 十 进 制 数 的 位 数 的 5 倍 . 

证 明 ” 当 我 们 用 欧 几 里 得 算法 计算 两 个 整数 =m，! i-r (aT b) CK CT ROSE, R 
们 会 得 到 下 面 的 一 系列 等 式 : 


ro = TQ, tT Ozxr,-rn, 
Tn = 74,97, Ozr-r, 
Tío = TQ4aQ,4 ETa 0x mm 一 mr 7 


加 布 里 尔 . 拉 梅 (Gabriel Lam6，1795 一 1870) 毕 业 于 综合 工科 学 院 ， 作 为 一 个 市 政和 
铁路 工程 师 ， 他 发 展 了 弹性 数学 理论 ， 发 明了 曲线 坐标 ， 尽 管 他 的 主要 贡献 在 数学 
物理 上 ， 他 还 是 在 数论 上 得 出 了 几 个 重要 结论 ， 包 括 欧 几 里 得 算法 需要 的 步 数 的 估 
算 和 对 费 马 大 定理 n=7 的 证 明 ( 见 13.2 节 )， 值得 一 提 的 是 高 斯 认为 拉 梅 是 那个 时 
代 法 国 一 流 的 数学 家 . 


L 


我 们 用 了 n 次 除法 .注意 到 每 个 商 qu. q.s. qa. 21, 4,22, Fr mr, us DIE 


责 数 和 她 大公 因 子 75 


polo, 

ra 2 2r, > 2f, = f, 

Dna mra tr mf th = fo 
Ta È Ta tra mf tff, 


nTn +r Zf tha =h, 
bzn zntn >f +a Za. 
故 如 果 在 欧 几 里 得 算法 中 用 了 n KRE, WABE baf HA 1.28， RANÉM n >2 时 
fa ,其 中 =(1+V5)/2， 因 此 有 28>o 又 由 于 logioa 7 1/5, 那么 我 们 就 得 
log,,b >(n - 1)log,,a >(n - 1)/5. 
因此 ， 
n -1-«5:-log,b. 
S b 的 十 进 制 位 数 是 k， 那 么 5 二 10*， 即 logod <k. 因此 我 们 得 m -1 二 5k， 因 为 上 是 整数 ， 
那么 就 得 到 了 结论 n<5k、” 这 就 证 明了 拉 梅 定理 . . . 
下 面 的 结果 是 拉 梅 定理 的 推论 ， 它 告诉 我 们 欧 几 里 得 算法 是 非常 高 效 的 . 
推论 3.13.1 求 两 个 正 整数 g，8，a > 五 的 最 大 公 因 子 需要 0((log ,a)’) 次 的 位 运算 . 
证 明 ”由 拉 梅 定理 我 们 知道 求 得 (a, 5) 一 共 需 要 0(log,a) 的 除法 ， 每 一 个 除法 又 需要 
0( (loga) ) 次 的 位 运算 . 因此 ， 由 定理 2.3, 一 共 需 要 0( (log,a)’) 次 的 位 运算 . ， 
” ”用 线性 组 合 的 方法 来 表示 最 大 公 因 子 ” 欧 几 里 得 算法 可 以 得 到 用 两 个 整数 的 线性 组 合 来 表 
示 它 们 的 最 大 公 因 子 ， 我 们 以 252 和 198 为 例 来 说 明 ， 即 用 它们 的 线性 组 合 来 表示 最 大 公 因 子 
(252, 198) =18， 观察 欧 几 里 得 算法 求 (232，198 ) 的 倒数 第 二 步 ， 
18 = 54 - 1 - 36. 
它 的 前 面 一 步 是 
36 = 198 -3 .54， 
这 意味 着 
| 18 = 54 -1.(198 -3.54) =4.54-1.198. 
同样 ， 由 第 一 步 ， 我 们 得 . 
54 = 252 ~ 1 . 198, 
那么 
18 = 4(252 -1 .198) -1.198 =4.252 -5 - 198. 
最 后 一 个 等 式 将 18 = (252，198 ) 写成 了 252, 198 的 线性 组 合 的 形式 . 
一 般 地 ， 为 了 知晓 如 何 使 用 ac，2 的 线性 组 合 来 表示 它们 的 最 大 公 因 子 d=(a, 5)， 我 们 
就 要 涉及 欧 几 里 得 算法 中 产生 的 一 系列 的 等 式 . 由 倒数 第 二 个 等 式 我 们 有 
r, = (a,b) = r.a -Trafi 
这 就 用 7,_, 和 7,_| 的 线性 组 合 表示 了 (a, 5).， 那么 倒数 第 三 步 可 以 将 7,1 用 7,_， Tna RR 
示 . Hi : 
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E: 
W 
H 


T, = ma LIC NE 
用 这 个 等 式 来 消去 上 面 的 表达 式 中 的 7,_, ， 那 么 
(a,b) = ma Una T doa) 
= (1 + d ds iT Z dois» 
这 就 将 (a,，5) 表 示 成 了 7r,_,，7,_; 的 线性 组 合 。 我 们 继续 沿 着 欧 几 里 得 算法 相反 的 步 又 将 (a，5) 
表示 成 接 下 来 的 余数 的 线性 组 合 ， 直 到 我 们 求 得 (a, DORRE T =a, r =b 的 线性 组 合 ， 对 于 
特定 的 j， 如 果 我 们 已 经 求 得 


(a,b) = srj + trj, 
Tj = Tja T jaf- 


(a,b) = s(rj4 — rjaqja) + trj 
= (t — sg) ri + sri. 
这 显示 了 如 何 沿 着 欧 几 里 得 算法 产生 的 等 式 弟 进 ， 最 终 使 得 c Mb 的 最 大 公 因子 (a, 5) 可 以 表 
示 成 它们 的 线性 组 合 . 

这 种 将 (a, DOERR a, b 线性 组 合 的 方法 在 计算 上 很 不 方便 ， 因 为 它 必须 给 出 欧 几 里 得 
算法 的 步骤 ， 并 保存 这 些 步 又 ， ede Op ae te ge b) 表示 成 每 一 对 相 
邻 的 余数 的 线性 表示 . 有 另 一 种 计算 (a, 8) 方法 ， 只 需要 用 一 次 欧 几 里 得 算法 .下 面 的 定理 
给 出 了 这 个 方法 ,叫做 扩展 的 欧 几 里 得 算法 . 

定理 3.14 4a, 5 是 正 整 数 . 那么 

(a,b) = s,a + t,b, 
其 中 5,， t 是 下 面 定义 的 递归 序列 的 第 nn 项 
s = 1,t =0, 
s =0,t 21, 
且 
8j = Sj 7 djaSjas t = ba = jaa 
XcBj-22,3, , n, q 是 欧 几 里 得 算法 中 每 一 步 的 商 . 
证 明 我 们 将 证 明 
r, = sja * tjb (j =0,1,=,n) (3.2) 
因为 (a, b) =r, 一 旦 等 式 (3.2) 成 立 ， 我 们 就 有 
(a,b) = s,a + t,b. ; 
我 们 用 第 二 数学 归纳 法 来 证 明 (3.2)， 对 于 j=0， 有 a=r=1*a+0. b=soa+iob， 因 此 对 于 
7 =0 成 立 . 类 似 地 ， =r 20-ac1-*bzsactb, BrEA(3.2) PF j 21 AR. 
现在 假设 | 


T; = sa +ib 
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对 于 Jj=1，2，…, k-1 成立， 那么， 由 欧 几 里 得 算法 的 第 k 步 我们 有 
Ty = Tia S Thair í 
那么 由 归纳 假设 ,得 到 
r, = (s20 + t, 4b) — (s, a + tri1b) ge 
z(s,5—5,44,4)9 + Ctra 7 549,4)5 
= sa + tb. 
这 就 完成 了 证 明 . " 
下 面 的 例子 说 明 如 何 用 这 个 算法 将 (a, 5) 表 示 成 a, b 的 线性 组 合 . 
例 3.14 我 们 在 下 面 的 表 中 总 结 了 用 扩展 欧 几 里 得 算法 将 (252，198 ) 表示 成 252 和 198 
的 线性 组 合 的 步骤 . 


j rj Tjay dj«i VIE 5j lj 
0 252 198 I 54 1 0 
1 198 54 3 36 0 1 
2 54 36: 1 18 1 -1 
3 36 18 2 0 -3 4 

4 -5 


s 和 50=0，1，2，3，4) 的 值 计算 如 下 ; 


so =1， to =0, 
s 20, t =l, 
s2 =% 755,4, 21 -0* 1 21, t, =t -iq =0-1-1= -1, 
S3 =S -sq 20-1: 3-2 -3, t =t -tq 21 - ( -1)3 24, 
s4 =s, -8q 21- ( -3) * 1 24, t, =i, -iq = -1-4.1= -5. 
FEX r, =18 = (252, 198) H r, 2 sa & t,b, RITA 
18 = (252,198) = 4 » 252 - 5-198. 4 


注意 到 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 的 线性 组 合 的 表示 方法 有 无 穷 多 种 ， 因 为 , 令 d=(a, b) H. 

d =sa tbi. d 的 一 种 线性 表示 方法 ， 它 的 存在 性 在 前 面 已 经 讨论 过 了 .那么 对 于 所 有 的 整数 ， 
d = (s + k(b/d))a + (t - k(a/d))b. 

例 3.15 对 于 a=252, b =198， 我 们 有 18 = (252, 198) = (4 & 115)252 € ( -5 - 145)198, 

对 于 所 有 的 整数 上 成立 . 4 


3.4 节 习 题 


1. 用 欧 几 里 得 算法 求 下 列 整数 的 最 大 公 因 子 . 
a)(45, 75) b)(102, 222) c)(666, 1414) d) (20785, 44350) 
2. 用 欧 几 里 得 算法 求 下 列 整数 的 最 大 公 因 子 . 
a)(51, 87) b)(105, 300) c)(981, 1234) d) (34709, 100313) 
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(3. 对 于 习题 1 中 的 每 一 对 整数 ， 用 它们 的 线性 组 合 表示 它们 的 最 大 公 因 子 . 
4. 对 于 习题 2 中 的 每 一 对 整数 ， 用 它们 的 线性 组 合 表示 它们 的 最 大 公 因子 . 
5. 求 下 面 每 组 整数 的 最 大 公 因 子 . 


a)6，10，15 b)70, 98, 105 c)280, 330, 405, 490 . 
6. 求 下 面 每 组 整数 的 最 大 公 因 子 . 
a)15, 35, 90 b)300, 2160, 5040 c)1240, 6660, 15 540, 19 980 


nn 个 整数 a,，a,，…， a, 的 最 大 公 因 子 可 以 用 这 些 整数 的 线性 组 合 表示 . 求 它们 的 线性 表示 ， 首 先 将 (al a) M 
a, a 的 线性 组 合 表示 出 来 .然后 将 (ao ，o ，a) = ((aj，a)，as) 用 wj，a，as 的 线性 组 合 表示 出 来 ， 重 
复 上 面 的 过 程 直到 (al ，aj ，…，a,) 用 al，aa，…，a 线性 组 合 表示 . 

7. 对 于 习题 5 中 的 每 一 组 整数 ， 用 它们 的 线性 组 合 表示 它们 的 最 大 公 因 子 . 
8. 对 于 习题 6 中 的 每 一 组 整数 ， 用 它们 的 线性 组 合 表示 它们 的 最 大 公 因 子 . 

两 个 正 整数 的 最 大 公 因 子 可 以 通过 下 面 的 算法 求 得 ， 该 算法 只 有 了 减法、 奇偶 校 验 和 二 进 制 展 开 式 的 移 位 ， 

不 用 任何 的 除法 运算 ， 算 法 过 程 递归 重复 下 面 的 约 化 方法 : 


a 如 果 a=b; 
(a, p) = J20 D 如 果 a,b 都 是 偶数 ; 
' (a/2, b) 如 果 a 是 偶数 ,6 是 奇数 ; 
(a-b, b) dua, b EX, EH ab. 


(注意 ; 在 必要 的 时 候 交 换 a, b 的 位 置 . ) 习 题 9~13 将 用 到 这 个 算法 . 
9. 用 上 述 算法 求 (2106 8318). 
10. 证 明 这 个 算法 总 是 可 以 计算 出 两 个 正 整数 的 最 大 公 因 子 . 
*11. liRaz(2^-(-1)*)/3, 8=2(2"'-( -1)”')/3， 当 nn 是 正 整 数 的 时 候 ， 用 这 个 算法 求 (a, 5) 需 要 多 
少 步 ? 
* 12. 证 明 用 这 个 算法 求 (a, 5) 的 时 候 ， 在 化 简 中 用 到 的 减法 的 步 数 不 会 超过 1 + [log ma(a, b)]. 
* 13. 设计 一 种 用 两 个 正 整 数 的 平衡 三 进 制 展 开 的 算法 来 求 它们 的 最 大 公 因 子 . 
在 1.5 节 的 习题 18 中 ,给 出 了 一 种 改进 后 的 带 余 除法 . 即 如 果 a,， 8>0 是 整数 ， 那 么 存在 唯一 的 整数 g， 
r 和 ce 使 得 a=bgq+er， 其 中 e=+1, rz0 H -b/2<er<b/2. 我 们 可 以 在 这 个 改进 的 除法 基础 上 ， 建 立 一 种 类 
仪 于 欧 几 里 得 算法 的 计算 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 的 算法 ， 叫 做 最 小 余数 算法 ， 算 法 如 下 : Arn =a，r =6， 其 
Paeb0. 重复 使 用 改进 的 带 余 除 法 ， 那 么 在 一 系列 除法 算式 中 我 们 得 到 的 最 后 一 个 非 零 的 余数 r, 就 是 要 
求 的 a, 5b 的 最 大 公 因 子 . l 
To = Tig, +e, -Tn/2<er, S r,/2 
=T, 1/2 <e, Tn, < r, 1/2 


Ty = TQadsa + enra， 


Ta 7 UC, 
14. 用 最 小 余数 算法 求 (384，226). . 
“ 15. 证 明 最 小 余数 算法 总 是 可 以 计算 出 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 . 
** 16. 证 明 最 小 余数 算法 至 少 也 是 和 欧 几 里 得 算法 的 速度 一 样 快 ，( 提 示 : 首先 证 明 : 如 果 a, b 是 正 整数 且 25 < 
a， 那么 用 最 小 余数 算法 求 (a, 65) 的 步 数 不 会 多 于 用 它 来 求 (a,， a-b).) 
* 17. 求 一 列 整 数 s。，v, ，v, ，…， 使 得 用 最 小 余数 算法 求 (v,,，， v.42) 恰 好 需要 n 步 除法 . 
* 18. 证 明 用 最 小 余数 算法 求 两 个 正 整数 的 最 大 公 因 子 需要 的 除法 步 数 小 于 两 个 整数 中 较 小 者 的 位 数 乘 8/3 再 加 
上 473. 
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* 19. 令 m,n 是 正 整 数 且 a 是 大 于 1 的 整数 证明 (a" -1, a* -1) =a™" -1. 
*20. 证 明 : 如 果 m,n 是正 整数 ， WA, S) fenn 

下 面 的 两 个 习题 是 关于 欧 几 里 得 的 游戏 的 . 两 个 玩家 从 一 对 正 整 数 开始 轮流 根据 下 面 的 法 则 改变 这 两 个 
JH. 玩家 可 以 将 这 对 整数 从 |x，y} ， xy 改变 成 任何 形 如 {x ty, y) 的 整数 对 ， 其 中 :是 任意 的 正 整 数 生 
x-tyz0. 那么 当 改 变 后 使 得 其 中 的 一 个 整数 为 零 就 算 启 . 
21. 证 明 从 整数 对 1a，b| 开始 改变 的 序列 ， 最 后 一 定 是 以 {0，(a， 56) | 结束 . 
*22. 证 明 : 如 果 游 戏 是 从 整数 对 1a，b} 开始 的 话 ， 那 么 当 a b Ra>b +V5)/2) 时 第 一 个 玩家 会 赢 ， 否 则 第 
二 个 玩家 会 赢 . (提示 : 首先 证 明 : 如 果 y<x<y(1+V5)/2)， 那么 存在 唯一 的 改变 从 {x，y| 到 整数 对 |z， 
四， 其 中 y>z(1+V5)]2). ) | 
* 23， 证 明 用 欧 几 里 得 算法 求 两 个 正 整数 的 ，! a>b 最 大 公 因 子 所 需 的 位 运算 次 数 为 0( (logzo)  )， (提示: 首 
先 证 明 计算 一 SEX O(log d log q). ) 
*24. a, b 是 正 整数 ， 令 和 (j=1，2，…，n) 是 这 一 节 中 欧 几 里 得 算法 给 出 的 各 步 的 余数 和 商 . 


a) 求 y rid; 
SE 


b) 求 X Fig; 
25. Bita, b 是 两 个 整整 数 且 a=b. $q Mr, (i71, 2, =, n) 是 欧 几 里 得 算法 中 各 步 的 余数 和 商 ， 其 中 


q; 1 bd a T, 
Bite. 20s (7 0 ] 和 = TEo- E(5) -o(7) 


3. 4 节 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

1. 3K(9 876 543210, 123 456789), (11111111111, 1 000 000 001) 和 (45 666 020 043 321, 73 433 510078 091 009). 

2. 自己 选择 几 对 大 的 正 整数 验证 拉 梅 定理 . | 

3. 选择 几 对 大 的 正 整数 ， 比 较 欧 儿 里 得 算法 和 习题 9 的 导言 中 所 给 出 的 算法 以 及 习题 14 的 导言 给 出 的 最 小 余 
数 算法 求 最 大 公 因子 所 需 的 步 数 

4. 估计 一 对 正 整数 (，b) 互 素 的 比例 ， 分 别 对 a 和 2 不 超过 1000， 不 超过 10 000， 不 超过 100 000 和 不 超过 
1 000 000 进 行 估计 .为 了 实现 估计 ， 你 可 能 需要 检测 随机 选择 的 少量 的 这 种 数 对 (关于 伪 随 机 数 的 内 容 参 看 
10.115). 你 能 从 上 述 证 据 推出 什么 猜想 ? 

程序 设计 
用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

. 用 欧 几 里 得 算法 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 . 

. 用 习题 14 的 导言 中 给 出 的 改进 的 欧 儿 里 得 算法 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 . 

. 用 没有 除法 运算 的 算法 求 两 个 整数 的 最 大 公 因子 (见习 题 9 的 导言 ). 

. 求 多 于 两 个 整数 的 最 大 公 因子 

. 用 两 个 整数 的 线性 组 合 表示 它们 的 最 大 公 因 子 

. 用 整数 的 线性 组 合 表示 多 于 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 . 

. 试 玩 习题 21 的 导言 中 给 出 的 欧 几 里 得 游戏 . 


-nD 一 
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3.5 算术 基本 定理 


算术 基本 定理 是 一 个 重要 的 结果 ， 它 说 明 素 数 是 整数 的 乘法 构成 单元 . 

定理 3.15( 算 术 基 本 定理 ) 每 个 大 于 1 的 正 整 数 都 可 以 被 唯一 地 写成 素数 的 乘积 ， 在 乘 
积 中 的 素 因 子 按照 非 降序 排列 . 

有 时 算术 基本 定理 被 扩展 应 用 到 整数 1， 即 1 被 看 作 是 唯一 地 被 写成 素数 的 空乘 积 . 

例 3.16 一 些 正 整数 的 分 解 如 下 : 

240 =2.2.2.2.3.5=24.3.5， ?289-17.17 s 17, — 1001 2 7*11*13.. < 

注意 为 了 方便 可 以 把 相同 素数 的 所 有 因子 组 合 在 一 起 写成 这 个 素数 的 寄 次 ， 例 如 在 前 面 的 
例子 中 : 对 240 的 分 解 ， 所 有 为 2 的 因子 组 合 在 一 起 成 为 2 整数 分 解 中 把 素 因子 组 合成 宕 的 
形式 被 称 为 素 畦 分 解 (prime-power factorization ) . 

-为 了 证 明 算 术 基 本 定理 ， 我 们 需要 下 面 与 可 除 性 有 关 的 引 理 .这 个 引 理 在 证 明 中 是 至 关 重 
要 的 . 

引 理 3.4 如 果 a, b fec X XA, ib (a, b) =1 且 a|bec, Malc. 

”证 明 由 于 (a, b) =1， 存 在 整数 x RU y 使 得 ax + by 21. SAWARI c, 我 们 有 
acx + bey =c， 根 据 定理 1.9，a 整除 acx + bey， 因 为 这 是 a 和 bc 的 线性 组 合 ， 而 它们 都 可 以 被 
a 整除 ， 因 此 ,a | c. L| 

”在 算术 基本 定理 的 证 明 中 要 用 到 这 一 引 理 的 下 面 推论 . 

引 理 3.5 如 果 p 整除 oja…a,， 其 中 卫 为 素数 ， 且 al，am，…，a, 是 正 整 数 ， 则 存在 整 
Aki, Ein, 使 得 p 整除 a, 

证 明 ”我 们 通过 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 结果 . n=1 的 情况 是 平凡 的 .假定 结果 对 n 成 立 . 
“考虑 n+1 个 整数 aia,…a,,i 的 积 ， 它 是 能 够 被 素数 p 整除 的 .我 们 知道 或 者 有 (p，aia,…a,) = 
1, 或 者 有 (p，aia,…a,) =p. 如 果 (p， 9,00, ) =1， 则 由 引 理 3.4, p | a,,:， 另 一 方面 ， 如 果 
p | a10s…a, ， 由 归纳 假设 ， 存 在 整数 i，1 <i<n， 使 得 p | a;， 因 此 ， 对 某 个 满足 1<i<n+1 的 
i, p| a. 这 样 就 证 明了 这 个 结果 . | 

现在 我 们 开始 证 明 算术 基本 定理 . 首先 ， 我们 将 要 证 明 每 个 大 于 1 的 正 整数 可 以 通过 至 少 
一 种 方法 被 写成 素数 的 乘积 . 然后， 我们 证 明 当 不 考虑 素数 出 现 的 顺序 时 这 个 乘积 是 唯一 的 . 

WEBB 我们 采用 反 证 法 . 假定 某 正 整数 不 能 被 写成 素数 的 乘积 . 设 是 这 样 的 整数 中 最 小 
的 (根据 良 序 性 质 ， 这 样 的 整数 一 定 存在 )， 如果 是 素数 ， 显 然 它 是 素数 的 乘积 ， 即 一 个 素 
Hn. 所 以 nn 一 定 是 合 数 . 设 n=ab,， 其 中 1<a<n, 1<b<n. 但 是 由 于 ac I b SEE nh, 
它们 一 定 是 素数 的 乘积 ， 然 而 ， 由 于 n-ab, f 38] n 也 是 素数 的 乘积 这 个 矛盾 说 明 每 个 
正 整数 都 可 以 写成 素数 的 乘积 

我 们 现在 通过 证 明 这 个 分 解 的 唯一 一 性 来 完成 算术 基本 定理 的 证 明 . 假定 存在 整数 , 有 两 种 
不 同 的 素数 分 解 形式 : 

n = PiP P, 5 444 
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其 中 pi, povo p, 和 gi19,…g, ARA, Hp, pm xp, qq oq, 

在 这 两 个 分 解 式 中 约 去 相同 的 素数 ， 得 到 

Pip; Pu = 4,4; dj, un^ 

其 中 等 式 左边 的 素数 与 右边 的 不 同 ，wu 宇 1，v 宇 1( 因为 假定 两 个 原始 分 解 是 不 间 的 )， 然而， 这 
导致 了 与 引 理 3. 5 的 矛盾 ; 由 该 引 理 , 一 定 存在 某 一 个 上 使 得 p, 整除 g;;,， 这 是 不 可 能 的 ， 因 
为 每 个 qi 都 是 与 己 不 同 的 素数 ， 因 此 ， 正 整数 ”的 素 分 解 是 唯一 的 . a 

崔 一 因子 分 解 在 哪里 不 成 立 ”每 个 正 整 数 有 唯一 的 素 分 解 这 个 事实 是 整数 集合 与 其 他 一 些 
合共 有 的 一 个 特殊 性 质 ， 但 并 非 所 有 的 数 系 都 有 这 个 性 质 . 在 第 13 章 ， 我 们 将 要 研究 委 盔 图 
方程 x” yr. 在 19 世纪 ， 数 学 家 们 认为 他 们 可 以 用 某 一 特别 类 型 的 代数 数 的 唯一 分 解 形 式 证 
明 ， 当 为 整数 且 n=3 时 ， 这 个 方程 没有 非 零 整数 解 ( 费 马 最 后 定理 的 结果 )， 但 是 这 些 数 并 不 具 
有 唯一 分 解 的 性 质 ， 因 此 假设 的 证 明 是 不 正确 的 ， 这 个 问题 被 很 多 优秀 的 数学 家 所 忽略 

尽管 我 们 不 想 离 题 太 远 (例如 通过 介绍 代数 数论 ) ， 但 我 们 可 以 提供 一 个 例子 来 说 明 唯 一 
分 解 对 某 一 确定 类 型 的 数 不 成 立 ， 考虑 形 如 a + bv -5 的 数 集 ， 其 中 a 和 5 为 整数 ， 这 个 集合 
包含 每 个 整数 ( 取 5=0)， 还 有 其 他 数 ， 例如 3 -5，-1+4V -5, 7-5wV=-5， 等 等 ， 一 个 
这 种 形式 的 数 是 素 的 (在 本 文中 )， 如 果 它 不 能 被 写成 两 个 都 不 等 于 +1 的 这 种 形式 数 的 乘积 . 
注意 6=2 .3=(1+V-5)(1W5). 2, 3, 1 +V - S1 -/ -5 中 的 每 一 个 都 是 率 的 (参考 本 节 
末 的 习题 19 ~ 22 来 看 为 什么 ). 因此 形 如 ac+5w=-5 的 数 集 不 具有 唯一 素 分 解 的 性 质 ， 另 一 方 
M, EM atb -1 的 数 ， 其 中 a 和 8 为 整数 ， 具 有 唯一 素 分 解 性 质 ， 我 们 将 在 第 14 章 给 出 
证 明 . 


素 因 子 分 解 的 应 用 


一 个 正 整 数 盖 的 素 寡 分 解 包 含 了 关于 的 本 质 信 息 ， 给 定 这 一 分 解 ， 我 们 立即 可 以 得 到 一 
个 素数 p 是 否 能 够 整除 n， 因 为 p 整除 nn 当 且 仅 当 它 出 现在 这 个 分 解 中 . (如 果 素 数 p 整除 n, 
但 是 却 没 有 出 现在 n 的 素 震 分 解 中 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 矛盾 .读者 应 该 完成 这 个 证 明 的 其 他 部 
分 . ) 例 如 ， 由 于 168 =2 .3 .7， 素数 2，3 和 7 中 的 每 一 个 都 整除 168 ， 但 是 素数 5，11 和 13 
中 的 任何 一 个 都 不 行 ， 进 一 步 ， 一 个 素数 p 能 整除 n 的 最 高 次 窜 是 这 个 素数 在 的 素 寡 分 解 中 
的 罕 次 ， 例 如 ，2” ，3 和 7 都 能 整除 168 ， 但 是 2 ，3” 和 7 都 不 能 ， 而且， 一 个 整数 d 整除 
. 当 且 仅 当 a 的 素 需 分 解 中 出 现 的 所 有 素数 都 在 = 的 素 寡 分 解 中 出 现 ， 且 其 出 现 的 寡 次 至 少 要 与 
在 d 的 素 寡 分 解 中 的 寡 次 一 样 大 . (读者 也 应 该 验证 ， 这 可 由 算术 基本 定理 推出 . ) 下面 的 例子 
说 明 我 们 可 以 怎样 应 用 这 个 结果 求 出 一 个 正 整 数 的 所 有 正 因 子 . 

例 3.17 120 =2 .3.5 的 正 因子 是 那些 素 守 分 解 只 包含 素数 2，3 和 5， 且 震 次 分 别 小 于 
等 于 3，1 和 1 的 正 整 数 . 这些 因子 是 


1 3 5 l 3 .5 =15 
2 23-26 2.5210 ` 2-345230 
2? =4 2 .3=12 2.5220 2-3-5-60 


2 = 2% .3=24 25.5240 2° -3 5 =120. < 


E 
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我 们 可 以 应 用 素 分 解 的 另 一 个 途径 是 求 最 大 公 因 子 ， 正 如 下 面 这 个 例子 所 表明 的 . | 
例 3.18 一 个 正 整数 若是 720 =24 .3 .5 和 2100=22 -3:5 -7 HAAF, MEARE 
分 解 中 只 能 包含 素数 2; 3 和 5， 且 每 个 素数 出 现 的 寡 次 都 不 能 大 于 720 和 2100 中 任何 一 
分 解 中 这 个 素数 的 寡 次 .因此 ， 一 个 正 整 数 若 是 720 和 2100 HAAT, ERROS H REE 
会 素数 2，3 和 5， 且 其 次 数 分 别 不 大 于 2，1 和 1.， 因此 ,720 和 2100 的 最 大 公 因 子 是 2 .3 
5 = 60. < 
为 了 一 般 地 描述 如 何 用 素 分 解 来 求 最 大 公 因子 ， 设 min(a, 5) 为 两 个 数 a 0 中 较 小 的 
或 者 说 最 小 值 ， 现 在 设 a 和 2 的 素 分 解 为 
| a = ptp op, b= Pip22 > př, 
其 中 每 个 次 数 都 是 非 负 整数 ， 在 上 述 两 个 乘积 中 都 包含 了 a Mb 的 素 分 解 中 的 所 有 素数 ， 次 数 
有 可 能 为 0， 我 们 注意 到 
(a,b) = p= nD prin(e2,b2) see pin nba) ; 
因为 对 每 个 素数 p, a 和 6b 恰好 共同 拥有 min(a;，6;) 个 因子 pi 
素 分 解 还 可 以 用 来 求 同 时 为 两 个 正 整数 的 倍数 的 最 小 整数 。 当 分 数 相 加 时 ， 就 会 遇 到 求 这 


种 整数 的 问题 . 
定义 ”两 个 非 零 整数 a 和 5b 的 最 小 公信 数 (the least common multiple) Æ B Ak a 和 整除 
.的 最 小 正 整 数 . 
a fil b 的 最 小 公 售 数 记 为 [a, b]. (Œ: 记号 lem(a, 5) 也 常常 被 用 来 表示 a 和 ?的 最 小 公 
fa. ) 
例 3.19 我 们 有 下 面 的 最 小 公 倍 数 : [15, 21] 2105, [24, 36] 272, [2, 20] =20 和 
[7，11] =77. < 


一 且 我 们 知道 了 a 和 6 的 素 分 解 ， 很 容易 求 得 [a,，5]. WR asprpr epr, b=prp Pr, 
其 中 pi, Pos s Pa 是 出 现在 c 和 ”的 素 需 分 解 中 的 素数 (对 某 些 ;， 有 可 能 有 a; =0 3 b, =0), 
则 对 一 个 能 够 同时 被 a 和。 整除 的 整数 ， 其 分 解 中 必须 出 现 p 且 其 次 数 至 少 与 w Mb — FEX. 

I, [a, b] 能够 被 c 和 2 同时 整除 的 最 小 正 整数 ， 为 
[a,b] z proh) ppa rtd) prl nba) ， 
其 中 max(x, RR x 和 y 中 较 大 的 ， 或 者 说 最 大 值 . 

求 大 整数 的 素 分 解 比较 耗费 时 间 . 因此 ， 我 们 想 要 一 种 求 两 个 整数 的 最 小 公 倍 数 但 却 不 使 
用 整数 的 素 分 解 的 方法 . 我 们 将 要 说 明 一 旦 知道 了 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 ， 就 可 以 求 出 它们 
的 最 小 公信 数 . 而 最 大 公 因 子 可 以 用 欧 几 里 得 算法 求 得 首先， 我们 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 3.6 ”如果 wx 和 7 为 实数 ， 则 max(x, y) * min(x, y) 2x y. 

证 明 WR xmy, Wüjmin(x, y) =y 且 max(x, y) =x， 因 此 max(x, y) *min(x, y) 2x +y. 
如 果 *<y， 则 min(x, y) 2x, max(x, y) =Y， 并 且 我 们 发 现 仍 有 max(x, y) + min(x, y) = 
xy. a 

—H (a, b) 是 已 知 的 ， 我 们 用 下 面 的 定理 求 Lc，2] : 

定理 3.16 如 果 a 和 4b 是 正 整 数 ， 则 [a, b] -ab/(a, b), 其 中 [a, 6] 和 (a, b) 2230 a 
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feo b VE XO AME GEEK. 
证 明 设 c 和 ”的 素 宕 分 解 为 ec=pp2…p2 ，D =p?'p2…p”， 其 中 指数 为 非 负 整数 ， 且 出 现在 
每 个 分 解 式 中 的 所 有 素数 都 同时 在 两 个 分 解 式 中 出 现 ， 次 数 可 能 为 0， 现 在 设 M, max(a;, b), 
m,-min(a,, 5). WIRE | 
[a,b] (a,b) = pi pr po PIP Pr 


Mysm, Morm,.. ptt. 
n 


= Pi P2 


ap*b 22+b2 p ntn 


= pi pr eph 
= p PRPP OP 
= ab. 
这 是 因为 根据 引 理 3.6，Mi +m 2 max(a;, b,) * min(aj, bj) =a; * b. " 
算术 基本 定理 的 下 述 推论 将 在 后 面 用 到 . l 
5383.7 设 m 和 nn 是 互 素 的 正 整 数 ， 那么 如 果 d 是 mn 的 一 个 正 因子 ， 则 存在 唯一 的 一 
对 m 的 正 因子 d, 和 nn 的 正 因子 d, 使 得 d=did,， 反 之 ， 如果 d, de d, 2:31 X mde n f GEWT, 
则 d=did, 是 mn 的 正 因 子 . f E 
WEB] bom Pn BUREAU m =p p ep n734092004; 
Hin, n)=1, RARA p, Po P 和 素数 集合 a, oo s a 中 没有 公共 元 素 ， 因 
此 ，mn 的 素 宕 分 解 为 
mn = py pz Up, di dy ge E 
因此 ， 如 果 4 为 mn 的 正 因 子 ， 则 
"de pippo pidi gog, : 
HopOmémm,i-1,2,--,sHO0xfEn,jz-1,2, -, t. WE, VE di =(d, m), d, = 
(d, n), E14 
d, = ppop? K d, = qiq?--q;. 
显然 , dsd,d,H(d,, d) -1. 这 就 是 我 们 需要 的 d 的 分 解 ， 进一步 ， 这 个 分 解 是 唯一 的 .为 
了 说 明 这 一 点 ， 注 意 在 d Br pag SET CRUS RUD LIB UTE d, 或 者 d, 中 ,并且 d 的 分 解 中 
的 素数 的 宕 车 能 整除 m， 则 必定 出 现在 d, 中 ， 而 若 能 整除 rn， 则 必定 出 现在 d, B. WE d, 一 
定 为 (d，m) ，d, 一 定 为 (d，n). 
反之 , 设 di Md, 分 别 为 m 和 nn 的 正 因 子 ， 则 
d, = pP? UPS, 
其 中 0<e<m(i=1, 2, =, s) 且 
d, = fogh, 
HipOoxmfznG-1,2,--,0. EX 
d = dd, = pip? opidi godi 
显然 是 


mn = piP OP g g G 
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的 因子 ， 因 为 d 的 素 寡 分 解 中 出 现 的 每 个 素数 的 寡 次 都 小 于 等 于 mn 的 素 宕 分 解 中 这 个 素数 的 
AE. m 
——— —————— ERA 
殊 情 形 ， 狄 利克 雷 定理 表明 当 a 和 8 为 互 素 的 正 整数 时 ， 等 差 数 列 on € b 包含 无 穷 多 的 素数 . 
我 们 将 要 通过 对 数列 4n +3 的 狄 利 克 雷 定理 的 证 明 来 说 明 这 一 点 . 
定理 3. 17 存在 无 穷 多 个 形 如 4n+3 hkk, Pn AERA. 
在 我 们 证 明 这 个 结 者 果 之 前 ， 先 证 明 一 个 有 用 的 引 理 . —— 
引 理 3.8 wR a 和 4b 都 是 形 如 4n+1 的 整数 ， 则 乘积 ab 也 是 这 种 形式 的 . 
证 明 由 于 a4 和 5。 的 形式 都 是 4n+1， 则 存在 整数 r 和 ;使 得 a=4r+1, 5=4s+1， 因 此 
ab = (4r+1)(4s+1) = 16rs +4r+4s+1 =4(4rs +r+s)+1, 
这 是 想 要 的 4n +1 的 形式 . . " 
现在 我 们 证 明 想 要 的 结果 
证 明 ”让 我 们 假设 只 存在 有 限 多 个 形 如 4n +3 的 素数 ， 不 妨 设 为 m =3，P P, 
p. & 
Q = Ap,p,:p, + 3. 
WE Q 的 分 解 中 至 少 存在 一 个 形 如 An +3 的 素数 . 否则， 所 有 的 这 些 素数 都 是 形 如 4n 1 的 ， 
并 且 根 据 引 理 3.8， 这 表示 Q 也 将 是 这 种 形式 的 ， 矛 盾 . 然而 ， 素数 p, p, e, p, 中 的 任何 
一 个 都 不 能 整除 0， 素 数 3 不 能 整除 CO， 因为 如 果 310, 则 3 | (8 -3) 24p,p,--p,, iX X 9X 
了 矛盾， 类 似 地 ， 任 何 一 个 素数 p, 都 不 能 整除 Q， En esempi tos -4p,p, n p,) =3， 
这 是 荡 雇 的 。 因此， 存在 无 穷 多 个 形 如 4n +3 的 素数 . = 
关于 有 理 数 的 结果 ”通过 证 明 一 些 关 于 有 理 数 的 结果 我 们 来 结束 本 小 节 ， 如 果 a 是 有 理 
数 ， 则 我 们 可 以 有 无 穷 多 种 方法 把 a 写成 两 个 整数 的 商 ， 因 为 如 果 a -a/b, Hp am b Jy 
E b*o 的 整数 ， 则 只 要 上 为 非 零 整 数 就 有 a= ha/16， 易 见 一 个 正 有 理 数 可 以 被 唯一 地 写成 两 
个 互 素 的 正 整数 的 商 ; 当 这 样 写 的 时 候 ， 我 们 说 这 个 有 理 数 为 既 约 的 (lowest term)， 我 们 注意 
有 理 数 11/21 是 既 约 的 .我们 还 可 以 看 到 
=- 33/ - 63 =-22/-42 --]11/-21 = 11/21 = 22/42 = 33/63 = 
下 面 两 个 结果 说 明 某 些 数 是 无 理 数 ， 我 们 从 V2 是 无 理 数 的 另 一 个 证 明 开 始 (我 们 最 初 在 
1.1 节 证 明 过 这 个 结果 ). 
例 3.20 假定 V2 是 有 理 数 ， 则 V2 2a/b, EP a 和 1 是 互 素 整数 且 8 关 0.， 因此 2 = a^ 7^ , 
Aifi 20 =w .由 于 2 |o， 因 此 (参看 本 节 末 的 习题 40)2 | a. Ha -2c, lC b 228. 因此 
2|, HAIE A0, 2 也 整除 6， 然 而， 由 于 (a,5) =1， 我 们 知道 2 不 能 同时 整除 a。 和 45， 这 


个 矛盾 说 明 V2 是 无 理 数 . 4 
我 们 还 可 以 使 用 下 面 更 一 般 的 结果 来 证 明 V2 为 无 理 数 , 
定理 3. 18 dad UA ax 66x46 的 根 ， 其 中 系数 co，cl，…，c，) 为 


整数 . 则 aw 或 者 是 整数 ， 或 者 是 无 理 数 . 
证 明 假设 a 为 有 理 数 ， 则 我 们 可 以 写 为 a =a/b8， 其 中 a Mb 为 互 素 整数 且 b#0， 由 于 &@& 


素数 和 最 大 公 因 子 85. 


是 x” +e, x"! +e +e to 的 根 ， 我 们 有 
(a/b)" * c, (ab + +e(a/b) +c =0. 
RU, RTR 
a" +c, ,8 b +- + cab" e eb" = 0. 
由 于 
a" = b(-c,4a" = ee — cab"? - e b^), 
我 们 有 4 | ao"， 假 定 5 关 +1， 则 5 有 素 因 子 p, WiplbEE bla, ipla. 故 由 习题 41， 
pla. 但 是 (a, 5) =1， 于 是 得 到 矛盾 ， 这 表明 = +1， 因 此 ， 如 果 a 为 有 理 数 ， 则 a sa, 
所 以 a 一 定 是 整数 . EL 
我 们 用 下 面 的 例子 来 说 明定 理 3. 18 的 用 途 . 
例 3.21 设 a 为 正 整 数 ， 并 且 不 是 一 个 整数 的 m 次 短 ， 因 此 Wa 不 是 整数 ， 则 根据 定理 
3. 18 有 Ya 是 无 理 数 ， 因 为 Va 是 x^ -a 的 根 ， 因此， 例如 Y2, V5，MV17， 等 等 ,这 些 数 是 无 
理 数 . | 4 
算术 基本 定理 可 以 用 来 证 明 下 面 的 结果 ， 它 将 著名 的 黎 曼 zeta 函数 和 素数 联系 起 来 . 
定理 3.19 如 果 * 是 实数 且 s 之 1， 则 


1 、-i 
ro epos) 
当然， 我 们 在 此 不 去 证 明定 理 3. 19， 因 为 它 的 证 明 依赖 于 数学 分 析 中 的 结果 我们 在 这 
里 给 出 一 个 证 明 ， 使 用 算术 基本 定理 说 明 当 右 端的 乘积 被 展开 时 ， 项 1/n (P n WEM) 
恰 只 出 现 一 次 ， 为 了 看 清楚 这 一 点 ， 我 们 使 用 下 述 事实 


并 且 我 们 把 这 些 项 乘 在 一 起 ， 得 到 


5 oh k 
Pı P2 UP 
HORE n 的 素 寡 分 解 恰 出 现 一 次 .. 证 明 的 细节 可 参看 [ HaWr791]. 
3. 5 PAA 
1. 求 下 面 每 个 整数 的 素 因 子 分 解 . | 
a)36 b)39 c)100 . d)289 e)222 £)256 
g)515 h)989 1)5040 j)8000 k)9555 1)9999 


2. SE 111111 BERT 43H. 
. 3K 4 849 845 的 素 因 子 分 解 . 
. 求 下 面 每 个 整数 的 所 有 素 因子 . 


30 
a)100 000 b)10 500 000 0)10! | ) 


4A UU 


" 第 3 章 
. 求 下 面 每 个 整数 的 所 有 素 因 子 . 
a)196 608 b)7 290 000 c)20! , 2 [o 


6. 证 明 一 个 整数 n RACE ERIT 1 nh BUE BRE HJ [UC ELDU n 是 一 个 完全 平方 数 . 
. 哪些 正 整 数 恰 有 三 个 正 因子 ? 哪些 恰 有 四 个 正 因子 ? 
. 证 明 每 个 正 整数 都 可 以 写成 一 个 平方 数 和 一 个 无 平方 因子 数 的 乘积 ， 无 平方 因子 数 (square-free integer) 是 不 


能 被 任何 不 同 于 1 的 完全 平方 数 整除 的 数 . 


. ER n CERO EREK (C powerful) ， 如 果 当 素数 p 能 整除 nit, p 也 能 整除 ww 证 明 每 个 重 寡 数 都 可 以 写成 完 


全 平方 数 和 三 次 方 数 的 乘积 . 


10. 证 明 : WR a 和 6 是正 整 数 且 a |b, W a | b. . 
pA, ný ER. wkp |n 4E p^" yn, RNK p" de 3E Be (exactly divides) n, X p" || n. 
11. 证 明 : WR p' || m, pj n, WU p°’ || mn. 
12. 证 明 : dn p* | m, Ji p^ | m*. 
13. 证 明 : WR p || m, p' || n, Hr azb, W p"? | (mn). 
14. wn HEWA 证 明 出 现在 n! 的 素 因子 分 解 中 的 素数 p BEES 
[n/p] + [np] + [n/p] + 
15. 用 习题 14 来 求 20! 的 素 因 子 分 解 ， 
16. 在 十 进 制 表示 中 10001! 的 后 面 有 多 少 个 零 ? 在 八进制 的 表示 中 呢 ? 
17. 求 在 十 进 制 表示 所 有 使 得 "! 的 末尾 怡 有 74 个 零 的 所 有 正 整 数 n. 
18. 证 明 : WR ”为 正 整数 ， 那 么 n! 的 十 进 制 表示 不 可 能 恰 以 133 154 或 155 个 零 结尾 . 
设 a=a+b -5,， 其 中 a 和 整数 ,定义 @ 的 范 数 (norm)， 用 N(a) 表 示 为 N(a) «a! +58. 
19. ER: 如 果 a=a+bV-5, B=c+d / -5, 其 中 a, b,c 和 4d 为 整数 , M NCB) =N(a)N(p). 
20. 一 个 形 为 a+b V -5 的 数 为 素 的 ， 如 果 它 不 能 够 被 写成 数 a 和 8p 的 乘积 ， 这 里 a 和 B ERAS AE T x. 证明 
数 2 是 一 个 形 如 a +b / -5 的 素数 ，( 提 示 : 由 N(2) = N(a)N(B) 开 始 ， 并 应 用 习题 19. ) 
21. 用 类 似 于 在 习题 20 中 的 推理 来 证 明 3 JE TID a b WV -5 的 素数 . 
22. 用 类 似 于 在 习题 20 中 的 推理 来 证 明 1+ V -5 是 形 如 a+5 V -5 的 素数 . 
23. 求 两 种 不 同 的 方法 把 数 21 分 解 为 形 如 a b VY -5 的 素数 ， 其 中 a Mb 为 整数 . 
*24. 证 明 所 有 形 如 a+b w -6 的 数 集 ， 其 中 a 和 5 为 整数 ， 不 具有 唯一 分 解 性 质 . 
下 面 四 个 习题 给 出 唯一 因子 分 解 不 成 立 的 另 一 个 系统 ， 设 五 是 所 有 形 如 4k+1 的 正 整 数 集合 ， 其 中 为 非 
fox d 
25. WH 五 中 两 个 元 素 的 积 仍然 在 五 中 . 
iE KI - 希 尔 伯 特 (David Hilbert, 1862—1943 ) Æ T-EJE Si f& ( Kónigsberg) ， 这 个 城 


市 因 它 的 七 桥 问题 而 在 数学 界 闻 名 ， 他 的 父亲 是 位 法 官 ，1892 ~ 1930 年 间 ， 希 尔 
伯 特 在 哥 廷 根 大 学 任教 ， 期 间 对 数学 的 很 多 领域 都 做 出 了 黄 基 性 的 贡献 .他 总 是 
在 数学 的 一 个 领域 研究 一 段 时 间 ， 做 出 一 些 重要 的 贡献 后 ， 就 转 人 另外 一 个 新 的 
领域 ， 希 尔 伯 特 研究 的 领域 有 变 分 法 、 几 何 、 代 数 、 数 论 、 罗 辑 和 数学 物理 ， 除 
了 很 多 原创 性 的 贡献 外 ， 希 尔 伯 特 还 提出 了 著名 的 23 个 问题 ， 他 在 1900 年 国际 
数学 家 大 会 上 提出 了 这 些 问 题 ， 以 此 挑战 20 世纪 出 生 的 数学 家 们 . 从 那个 时 候 开 始 ， 他 们 对 此 进 
行 了 大 量 的 各 种 形式 的 研究 .尽管 其 中 很 多 问题 已 经 解决 了 ， 但 是 还 有 一 些 悬 而 未 决 ， 如 希 尔 伯 特 
| 的 第 8 问题 黎 受 猜想 ， 希 尔 伯 特 还 编写 了 一 些 关于 数论 和 几何 的 重要 教科 书 . 
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26. 


27. 
28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


33. 


刀 中 的 元 素 hoe 被 称 为 希 尔 伯 特 素数 (Hilbert prime) (是 根据 德国 著名 数学 家 大 卫 ， 希 尔 伯 特 的 名 字 命名 
的 )， 如 果 它 能 被 写成 五 中 两 个 整数 的 乘积 的 唯一 方法 是 h =h - 1=1. h OR 20 个 最 小 的 希 尔 伯 特 素数 
证 明 起 中 的 每 个 元 素 都 可 以 被 分 解 成 希 尔 伯 特 素数 . 

通过 求 693 的 两 种 不 同 的 分 解 为 希 尔 伯 特 素数 的 方式 证 明 ， 把 已 中 的 元 素 分 解 为 希 尔 伯 特 素数 的 方式 不 是 
唯一 的 . 


哪些 正 整数 n 可 以 被 所 有 不 超过 Vn 的 整数 整除 ? 
求 下 面 每 对 整数 的 最 小 公 倍 数 . 
，a)8，12 b)14，15 c)28, 35 d)111, 300 e)256, 5040 1)343, 999 
求 下 面 每 对 整数 的 最 小 公 倍 数 . 
a)7, 11 b)12, 18 c)25, 30 d)101, 333 e)1331; 5005 £)5040, 7700 
求 下 面 每 对 整数 的 最 大 公 因子 和 最 小 公 倍数 . 
a)2 .3253 , 22337? b)2.3.5.7,7.11 .13 
c)283554112，2 .3 .5 .11.13 d)41101474103100 , 4143"83'" 
求 下 面 每 对 整数 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 数 . 
a)29y'ST , 237 b)2-3-5-7-11- 13, 17 -19 - 23 - 29 
c)255115, 2-3-5-7- 11 - 13 .  4)41' 79! 191! , 41783! 101^? 


34. 
35. 


36. 
37. 
38. 
Ig39. 
I8 40. 
I 41. 
42. 
43. 


44. 


45. 
46. 
47. 


* 48. 


49. 
50. 


a, 

周期 蝉 是 一 种 有 着 非常 长 时 间 的 幼虫 阶段 和 很 短 的 成 虫 生命 的 昆虫 . 对 每 种 幼虫 周期 为 17 年 的 周期 嫌 ， 
存在 二 种 相似 的 幼虫 周期 为 13 年 的 周期 蝉 ， 如 果 1900 年 在 某 一 特别 的 地 区 出 现 了 17 年 和 13 年 的 两 种 
蝉 ， 那 么 它们 下 次 都 出 现在 这 个 地 区 将 是 什么 时 候 ? 

哪 对 整数 a 和 5 有 最 大 公 因 子 18 和 最 小 公 倍数 540? 

证 明 : 如 果 a, b HES, Wla, b) | [a, b]. 什么 时 候 (a, b) = [a, b]? 

证 明 : WF a, 5 为 正 整数 ， 则 存在 4 HAF Mo 的 因子 d, 使 得 (c,d) =1 且 cd=[a, b]: 

ER: 如 果 a, b 和 < 为 整数 ， 则 [a，6] |c 当 且 仅 当 a |e 且 |e 

用 引 理 3.4 证 明 : 如 果 p 为 素数 ，a 为 整数 且 p | a*， 则 p | a 

WEB: 如 果 ARA, a HER, Hn? a^, Wp |a. 

证 明 : 如 果 a, 5 和 为 整数 ， 且 c| ab, e| Ca, c) (b, o). 

a) 证 明 : 如果 a 和 56 为 正 整数 ，(a, 0) =1， 则 对 所 有 正 整 数 n, HA (la, b) = 工 

b) 用 (a) 中 结果 证 明 : 如 果 a 和 46 为 满足 a |o 的 整数 ， 其 中 为 正 整数 ， 则 a |b. 

证 明 Y5 为 无 理 数 : 

a) 用 类 似 于 例 3.20 的 方法 证 明 ; 

b) 用 定理 3. 18. 

证 明 Y2 + V3 为 无 理 数 . 

证 明 log,3 为 无 理 数 . 

证 明 log,6 为 无 理 数 ， 其 中 p 为 素数 ，6 为 正 整数 ， 且 不 是 p 的 二 阶 或 更 高 阶 客 


设 ”为 大 于 1 的 正 整 数 ， 证 明 1 + 了 + 了 +… + 二 不是 整数 


证 明 : 如 果 a 和 5 为 正 整 数 ， 则 (a, 6) = (ab, [a, 5]. 
求 两 个 整数 ， 其 和 为 798 ， 最 小 公 倍 数 为 10 780.、( 提 示 : 利用 习题 49. ) 


2 | 83$ 


51. 证 明 ; HR a, 6 和 < 为 正 整数 , 则 ([a, b], e) =[(o, e), (b, e], [(a, b), el Cla, cl, [b, e]). 

不 全 为 零 的 整数 a, a, w, a, 的 最 小 公信 数 ， 是 能 够 被 所 有 整数 a, a, =, a 整除 的 最 小 正 整 数 ; 

记 为 [co ，o，…，o, ]. i 

52. 3K[ 6, 10, 15] 8[7, 11, 13]. 

53. üEBj[a,, a, =, a,i, a,] -[[e, 9, =, 2, 4], o,]. 

54. 设 为 正 整 数 ， 问 有 多 少 对 正 整 数 满足 [a,，6] 2n? (AR: 考虑 n 的 素 因 子 分 解 . ) 

55. a) 证 明 : WR a, b 为 正 整 数 ， 则 

max(a,b,c) =a+b+e-min(a,b) - min(a,c) - min(b,c) + min(a,b,c). 
b) 用 (a) 的 结果 证 明 
abc(a,b,c 
[a,b,c] = E 

56. 推广 习题 55 的 结果 ， 求 一 个 关于 (wm ，o ，…，a,) 和 [mm ，o ，…，o,] 的 公式 ， 其 中 oa，…，a， 为 
正 整 数 . 

57. WH: WR a, b 和 cc 为 正 整 数 ， MCa, b, c)[ab, ac, bc] =abc. 

58. WH: 如 果 a, b Hce 为 正 整数 ， 则 [a， b, c](ab, ac, bc) = abc. 

59. ER: 如 果 a, b 和 < 为 正 整 数 , Wa, b], [a, clib, c])=[(a, b), (a, c), (b, c)]. 

60. 证 明 存 在 无 穷 多 形 如 6k +5 的 素数 ， 其 中 上 为 正 整 数 . 

* 61 证 明 ; 如 果 aM KERR, WERI a, a +5，a +25，… 包 含 任意 数目 的 相继 的 合 数 项 . 

62. 求 下 列 整数 的 素 因 子 分 解 . 

a)105 -1 b)10* -1 c)25 -1 d)2* -1 e)2” -1 f)2*% -1 

63. 一 个 折扣 店 卖 一 款 照相 机 ， 价 格 低 于 其 正常 的 零售 价 99 美元 ， 但 高 于 1 美元 . 如 果 他 们 卖 出 了 价值 8137 
美元 的 照相 机 ， 并 和 且 打 折 的 照相 机 价格 是 个 整数 ， 那 么 他 们 一 一 共 卖 出 多 少 部 照相 机 ? 

64. 一 个 出 版 公司 卖 出 了 价值 375 961 美元 的 某 种 书 ， 如 果 这 种 书 的 价格 为 大 于 1 美元 的 整数 ， 那 么 他 们 一 共 
卖 出 了 多 少 本 这 种 书 ? 

65. 如 果 一 个 商店 以 促销 价 卖 出 价值 139 499 美元 的 一 批 电子 管理 器 ， 管理 器 的 价格 是 介 于 300 美元 和 1 美元 
之 间 的 一 个 整数 ， 那 么 他 们 一 共 卖 出 了 多 少 电子 管理 器 ? 

66. 证 明 : 如 果 “ 和 2 为 正 整数 ， 则 a | ^ 意味 着 a | o. 

67. WEH: 如 果 a, blc ARIES, H(a, b) 21, ab =c"， 则 存在 正 整 数 d Fl e, Ef a=d, b=e". 

68. 证 明 : 如 果 a, a, o, a, 为 两 两 互 素 的 整数 ， Wia, a, 1 a,] =a, a, 

69. 证 明 在 由 n+1 个 不 超过 2n 的 正 整数 构成 的 任意 集合 中 ， 必 存 在 一 个 整数 能 够 整除 这 个 集合 中 的 另 一 个 
整数 . 

70. 证 明 只 要 mM n HERZ, (m e n) 1/m!n1! 为 整数 . 

*71. 求 方程 m" - n^ 的 所 有 解 ， 其 中 m 和 为 整数 . 

72. W pi, Pas s p, 为 前 n 个 素数 ， 设 m 为 满足 1<m<n 的 一 个 整数 ，0 为 这 列 数 中 m 个 素数 的 乘积 ，R 
为 剩 下 的 素数 的 乘积 . 证明 O +R 不 能 被 这 列 数 中 任何 一 一 个 素数 整除 ， 且 必 存 在 素 因 子 不 在 这 列 数 中 .这 
样 我 们 就 可 以 推出 有 无 穷 多 个 素数 . 

73. 本 习题 给 出 存在 无 穷 多 个 素数 的 另 一 个 证 明 . BERE COR p, Pas s Pe go ( [I ») 


k=1,2, =, r. s- > Q- 证 明 S 必 存 在 一 EA IEEE UR 这 样 就 得 到 素数 有 无 穷 多 的 
结论 . (这 个 证 明 是 由 c. Métrod 在 1917 年 发 表 的 . ) 
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74. 


证 明 。 如 果 p 为 素数 日 1<i 一 p， 则 二 项 式 系数 Lh 能 够 被 p 整数. 


75. 证 明 在 n! 的 案 因 子 分 解 中 ， 存 在 至 少 一 个 素 因 子 的 方 宕 为 1 其 中 为 整数 ,n>>1. (提示 : 利用 伯 特 兰 


76. 


AX.) 

习题 76 和 77 Ah TEETAN EAR A A PRETI. 

假定 p. ，… ，p; 为 按照 升序 列 出 的 前 7 个 素数 . 记 N(x) 为 不 超过 整数 4 且 不 能 被 大 于 p, 的 素数 整除 的 整 

数 n 的 个 数 . 

a) 证 明 不 能 被 大 于 p, 的 素数 整除 的 每 个 整数 都 可 以 写成 m = ns 的 形式 ， 其 中 * 为 无 平方 因子 整数 ， 

b) 观 察 由 pt 的 乘积 构成 的 整数 ”的 素 因 子 分 解 ， 证 明 只 存在 2 个 如 (a) 中 所 述 的 :的 可 能 值 ， 其 中 0< 
ksj, ei 为 0 或 1. f 

co) 证明: 如 果 n<x，, 则 r<YnsVYx， 其 中 r+ 是 (a) 中 的 数 ， 这样 得 到 存在 不 超过 Vx 个 可 能 的 7 的 值 ， 因 此 
N(x) 2) x. | 

d) 证 明 : 如 果 素 数 的 数目 有 限 ，p, 为 最 大 的 素数 ， 则 对 所 有 整数 x， 都 有 NC) =x. 

e) 根 据 (ce) 和 (d) 证 明 x<2/Yx， 因 此 对 所 有 x, x<<2”， 导 致 予 盾 .这 样 我 们 得 到 一 定 存 在 无 穷 多 个 素数 . 


. 本 习题 基于 A，Auric 在 1915 年 发 表 的 由 算术 基本 定理 发 展 出 的 一 个 存在 无 穷 多 个 素数 的 证 明 .， 假定 恰 存 


在 个 素数 ，pP <p op. Bin WERS, Be =p;. 

a) 证 明 满足 1<m<0 的 整数 m 可 以 被 唯一 地 写成 m=p?p2…p"， KR em0,i21,2, 0, tr， 进一步 ， 
证 明 对 于 这 样 分 解 的 整数 m, pr <ms =p. 

b) 设 C=(log p.)/(log pi)， 证 明 对 于 i=1, 2, =, r, He; nC, 并 且 0 不 超过 整数 m 的 素 寡 分 解 中 的 
次 数 构成 的 > 元 组 (e ，e,，…，e,) 的 个 数 ， 其 中 1<m<0Q. 

c) 从 (b) 中 得 到 Q=p?<(Cn+1)'<n (C+1)". 

d) 证 明 (e) 中 的 不 等 式 对 的 充分 大 的 值 不 成 立 ， 这 样 就 得 到 一 定 存在 无 穷 多 个 素数 . 

假定 nn 为 正 整 数 ， 我 们 定义 Smarandache 函数 S(n) 为 使 得 nn 能 够 整除 S(n)! 的 最 小 正 整 数 ， 例 如 ，S(8) =4， 


这 是 由 于 8 不 能 整除 1!1 =1, 2!=2 和 31=6, 但 是 它 能 够 整除 41 = 


78. 
79. 


80. 


S( 


81. 
* 82. 
83. 


84. 


85. 


86. 
87. 


比 


对 所 有 不 超过 12 的 正 整 数 ， 求 S0). 

对 n=40, 41 和 43, 求 S(n). 

证 明 只 要 p 为 素数 ， 则 S(p) =p: 

ik a(n) X Smarandache 函数 的 最 小 北 ， 即 使 得 S(m) = 于 的 最 小 正 整 数 m， 换 名 话说 ，a(n) 是 序列 SA), 
2), 5, S(k), ，… 中 整数 壮 第 一 次 出 现 的 位 置 . 

对 所 有 不 超过 11 的 正 整 数 n， 求 a(n). 

求 a(12). 

证 明 只 要 p 为 素数 ， 则 a(p) =p. 

设 rad(mz) 是 对 的 素 圭 分 解 中 所 出 现 素 数 的 乘积 ， 例 如 ，rad(360) =rad(2 -3* .5)=2.3.5=60. 


XE n 的 下 列 值 求 rad(n). 
a)300 b)44 c)44 004 d)128 128 
证 明 当 n 为 正 整数 时 ，rad(n) =n 当 且 仅 当 是 无 平方 因子 的 . 


当 为 正 整数 时 ，rad(zal1) 的 值 是 什么 ? 

HARES mH n, WEB] rad(mn) <rad(n)rad(m). 对 哪些 正 整 数 m M n 等 式 成 立 ? 

下 面 六 个 习题 建立 了 关于 7(x) 的 大 小 的 一 些 估 计 ， 人 这 些 结果 最 旱 由 切 
雪夫 在 19 世纪 给 出 证 明 . 
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89. 


90. 


91. 


* 93. 


3. 


设 p 为 素数 ，" 为 正 整 数 ， 证 明 (从 好 被 整除 ([2n/p] -2[n/p]) + ([2n/p ] =2[n/p]) += + 


([2n/p'] -2[n/p']) 次 ， 其 中 4= [log 2n]. 因此 如 果 p 整除 (”" ) JU p' <2n. 
利用 习题 88 证 明 


(7) - On)”, 
n 


证 明 在 n 和 2n 之 间 的 所 有 素数 的 乘积 介 于 Fa 和 n7 > gg. 


(提示 : 使 用 如 下 事实 ， 即 n 和 2n 之 间 的 每 个 素数 都 能 够 整除 (27) 1， 而 不 能 整除 (n1)*.) 
利用 习题 89 和 90 来 证 明 
m(2n) - m (n) < nlog 4/log n. 


. 利用 习题 91 来 证 明 


m(2n) =(T(2n) -TT(z)) + (nn) —a(n/2)) + (a(n/2) - a(n/A)) 
+ < nlog 64/log n. 
利用 习题 89 和 92 来 证 明 存 在 正常 数 c 和 c,， 使 得 
cix/logx < m(x) « c,x/log x 


对 所 有 x2 成 立 ，( 将 此 结果 与 3. 2 节 定理 3.4 所 叙述 的 素数 定理 给 出 的 更 强 的 结论 进行 比较 . ) 
5 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 
2. 


3. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
3K 8616 460 799; 1234 567 890; 111111 111 111 和 43 854 532 213 873 WZATA. 
当 n 取 值 在 某 一 范围 和 内， 比较 形 如 An +1 的 素数 和 形 如 4n +3 的 素数 的 个 数 ， 你 能 给 出 关于 这 两 数 之 间 关 
系 的 一 个 猜想 吗 ? 
当 整 数 a 和 4 的 值 在 一 定 范 围 内 ,给 定 a 和 的 值 ， 求 形 如 an e 的 最 小 素数 .你 能 给 出 关于 这 种 数 的 一 个 
猜想 吗 ? 


程序 设计 


I; 
2. 
3: 
4. 
5. 


3. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
根据 一 个 正 整数 的 素 因 子 分 解 求 出 它 所 有 的 正 因子 . 
根据 两 个 正 整数 的 素 因 子 分 解 求 出 它们 的 所 有 最 大 公 因 子 . 
根据 两 个 正 整 数 的 素 因子 分 解 求 出 它们 的 所 有 最 小 公 倍数 . 
求 n! 的 十 进 制 展开 的 末尾 的 零 的 个 数 ， 其 中 为 正 整数 . 
求 n! 的 素 因 子 分 解 ， 其 中 为 正 整数 . 


6 因子 分 解法 和 费 马 数 
由 算术 基本 定理 ， 我 们 知道 每 一 个 正 整数 可 以 被 唯一 地 写成 一 些 素数 的 积 ， 在 这 一 节 我 们 将 


讨论 如 何 确定 这 个 因子 分 解 ， 并 且 介绍 几 种 因子 分 解 的 方法 ， 整 数 的 因子 分 解 在 数学 研究 领域 是 
非常 活路 的， 特别 是 因为 它 在 密码 学 方面 十 分 重要 ， 这 一 点 会 在 第 8 章 中 看 到 ， 在 那 一 章 中 我 们 
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将 会 知道 RSA 公 钥 密码 系统 的 安全 性 是 基于 整数 的 因子 分 解 比 寻找 大 素数 要 难得 多 的 这 一 事实 . 
在 我 们 讨论 现今 的 因子 分 解 算法 之 前 ,首先 考虑 一 种 最 直接 的 分 解 整数 的 方法 ， 叫 做 试 除 
法 .我 们 将 会 解释 为 什么 它 不 是 十 分 有 效 ， 回 忆 定 理 3.2，n 是 一 个 素数 或 者 存在 一 个 不 超过 
Yn 的 素数 因子 .因此 ， 当 我 们 依次 用 不 超过 Vn 的 素数 2，3 ，5… 去 除 n 的 时 候 ， 得 到 pi 是 的 
素数 因子 或 者 n 是 素数 .如 果 我 们 找到 了 的 素数 因子 mn ， 那 么 下 面 找 n, = n/p, 的 素数 因子 ， 
从 素数 p, 开始 搜索 ， 因 为 n, 没有 比 p, 小 的 素数 因子 且 任 何 一 个 n, 的 因子 也 是 n 的 因子 .如 
有 必要 继续 用 不 超过 Vn 的 素数 来 试 除 mw ， 继 续 这 种 算法 ， 一 步 步 进行 ， 最 终 求 得 n 的 因子 分 
解 中 的 所 有 素 因 子 . l 
例 3.22 设 n=42 833. 我 们 注意 不 能 被 2，3 和 5 整除 ， 但 是 7 |n， 得 到 
42833 = 7 .6119. 
斌 除法 表明 6119 不 能 被 7，11，13 ，17 ，19，23 整除 ， 然 而 我 们 得 到 
6119 2 29 - 211. 
因为 29> V211， 于 是 知道 211 是 素数 . 我 们 得 到 了 42833 的 因子 分 解 : 42833 27 - 29 - 211. 
< 
但 遗憾 的 是 这 个 求 整 数 的 素 因 子 分 解 的 方法 效率 很 低 ， 用 它 分 解 一 个 整数 N， 可 能 需要 做 
T(VN) 次 除法 (假设 我 们 已 经 知道 不 超过 VN 的 所 有 素数 ) ， 那 么 需要 VWlog N 的 相同 数量 的 位 
运算 ， 因 为 由 素数 定理 ，r(VN) 近 似 的 等 于 VNvlog VN =2 /N/log W， 并 且 由 定理 2.7， 这 些 
除法 共 需 要 O (log *N) 次 的 位 运算 . 


现代 的 因子 分 解法 


数学 家 们 已 经 致力 ti td T. 在 17 W2, #4 (Pierre de 
Fermat) 给 出 了 一 种 因子 分 解 的 方法 ， 这 个 方法 是 基于 将 一 个 合 数 表示 成 两 个 平方 数 的 差 的 形 
式 ， 这 个 方法 在 理论 和 某 些 实际 应 用 中 是 相当 重要 的 ， BATAUOAA- 个 十 分 有 效 的 方 
法 ， 本 节 后 面 将 会 讨论 费 马 的 这 一 因子 分 解 方法 . 


皮 埃 尔 . 德 . 费 马 (Pierre de fermat,1601 一 1665) 是 位 专职 的 律师 .他 是 法 国 Tou- 
louse 省 立 议会 的 著名 法 律 专 家 .， 费 马 大 概 是 历史 上 最 有 名 的 业余 数学 家 .他 几乎 没 
发 表 一 篇 有 关 他 的 数学 发 现 的 文章 ， 但 是 他 跟 同 时 期 的 许多 数学 家 都 有 过 通信 . 从 
他 的 通信 中 ， 尤 其 是 跟 法 国 修道 士 梅森 (将 在 第 6 章 讨 论 ) ， 我 们 了 解 了 很 多 他 对 数 
学 的 贡献 。、 费 马 是 解析 几何 的 创建 人 之 一 . 而且， 他 还 奠定 了 微 积分 的 基础 ， 费 马 
和 帕斯卡 一 道 黄 定 了 概率 学 的 数学 基础 我们 从 费 马 在 丢 番 图 的 书 的 空白 处 所 做 的 
批注 可 以 了 解 他 的 一 些 发 现 ， 他 的 儿子 找到 了 这 本 写 有 批注 的 书 ， 并 且 将 其 出 版 发 行 ， 由 此 其 他 的 数 
学 家 才 得 以 了 解 费 马 的 工作 . | 


自从 1970 年 以 来 ， 很 多 新 的 因子 分 解 方法 被 提出 来 ， 并 在 现代 强大 的 计算 机 上 实现 了 算 
法 ， 一些 之 前 的 难以 处 理 的 数 现在 可 以 被 分 解 了 . 我 们 将 会 介绍 这 些 新 方法 中 简单 的 几 种 .， 然 
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而 最 强大 的 因子 分 解 方法 是 非常 复杂 的 .它们 已 经 超出 了 这 本 书 的 范围 ,但 是 我 们 会 讨论 它们 
所 能 分 解 的 整数 的 大 小 . 

在 近期 的 因子 分 解 的 方法 中 (在 近 25 年 里 提出 来 的 ) 有 几 种 是 由 波 拉 德 (J. M. Pollard) 给 
出 的 ， 包 括 波 拉 德 p 方法 (在 4.6 节 中 讨论 ) 和 波 拉 德 p -1 方法 (在 6.1 节 中 讨论 )， 一 般 而 言 ， 
这 两 种 方法 对 于 复杂 的 因子 分 解 问题 速度 太 慢 了 ， 除 非 是 被 分 解 的 数 有 特定 的 性 质 ， 在 12.5 
节 中 ， 我 们 将 会 介绍 另外 一 种 用 连 分 数 来 因子 分 解 的 方法 . 由 Morrison 和 Brillhart 提出 来 的 这 
种 方法 的 一 个 变种 ， 是 20 世纪 70 年 代用 于 分 解 大 整数 的 主要 方法 ， 这 是 第 一 个 在 次 指数 时 间 
( subexponential time) 内 运行 的 因子 分 解 算法 ， 这 意味 着 分 解 一 个 整数 n 的 所 需要 的 位 运算 次 数 
可 以 写成 %a*”， 其 中 当 n 增 大 时 ， a(n) 减 小 对 于 在 一 个 次 指数 时 间 内 运行 的 因子 分 解 算 法 
的 位 运算 数 ， 我 们 给 出 一 个 有 用 的 符号 L(a, 65) 来 描述 它 ， 这 意味 着 用 这 个 算法 来 进行 因子 分 
解 需要 的 位 运算 数 是 0(exp(b(log n) (log log n)'“)). (L(a, 5b) 的 精确 定义 实际 上 更 复杂 . ) 
这 种 由 Morrison 和 Brillhart 提出 的 连 分 数 算法 的 变种 使 用 了 L(1/2，V3/2) 次 的 位 运算 . 它 最 
大 的 成 功 是 在 1970 年 分 解 了 一 个 63 位 的 整数 . 

由 Carl Pomerance 在 1981 年 提出 的 二 次 得 法 ， 第 一 次 使 分 解 100 位 以 上 的 一 般 整数 成 为 可 
能 ， 这 种 方法 在 被 提出 来 以 后 又 进行 了 不 少 的 改进 ， 它 需要 用 Z(1/2 ，1) 次 的 位 运算 ， 它 很 大 
的 一 个 成 功 是 分 解 了 一 个 被 称 为 是 RSA-129 的 129 位 的 整数 ， 这 个 整数 的 因子 分 解 被 RSA 密 
码 系统 的 发 明 者 称 为 是 一 个 挑战 ， 而 RSA 密码 系统 将 会 在 第 8 章 中 讨论 目前， 最 好 的 对 大 
于 115 位 的 一 般 整数 进行 分 解 的 算法 是 数 域 第 法 (number field sieve), ， 开 始 是 由 波 拉 德 提出 来 
的 ， 后 来 被 Buhler、Lenstra 和 Pomerance 改进 ， 它 需要 的 位 运算 次 数 是 二 (1/3 ，(647/9 ) ) ”. 
它 的 最 大 成 功 是 在 2003 年 初 分 解 了 一 个 被 称 为 是 RSA-160 的 160 位 的 整数 ， 对 于 分 解 位 数 小 
于 115 位 的 整数 ， 二 次 筛 法 似乎 依然 比 数 域 第 法 要 来 得 快 . 

二 次 第 法 和 数 域 第 法 (还 有 其 他 的 方法 ) 的 一 个 重要 特征 是 这 些 算法 可 以 在 很 多 计算 机 (或 
处 理 器 ) 上 并 行 运 算 . 这 就 使 得 很 多 成 员 可 以 同时 分 解 同 一 个 整数 ，( RSA-129 和 其 他 RSA 的 
挑战 数字 的 因 式 分 解 历史 纪录 见 这 一 小 节 的 最 后 . ) 

将 来 我 们 可 以 分 解 多 大 的 整数 呢 ? 这 个 问题 的 答案 要 依赖 于 是 否 有 更 有 效 的 算法 (或 者 更 
多 的 是 依赖 于 有 多 快 ) 出 现 ， 以 及 计算 能 力 发 展 的 速度 .一 个 有 用 的 并 常常 被 用 来 估计 分 解 一 
个 确定 位 数 的 整数 所 需 的 计算 量 是 每 秒 百 万 条 指令 /年 或 者 MIPS -年 (一 个 MIPS -年 表示 在 一 
年 内 经 典 的 DEC VAX 11/780 的 计算 能 力 . 尽管 这 个 计算 机 已 经 过 时 ， 但 它 仍 被 用 来 作为 一 个 
参考 点 ， 奔腾 PC 的 运算 能 力 为 数 百 个 MIPS. ) 表 3.2( 来 自 [0d95] 中 的 信息 ) 表 示 使 用 数 域 得 
法 分 解 给 定 大 小 的 整数 所 需 的 计算 量 (以 MIPS -年 为 单位 ， 舍 人 到 最 接近 的 十 的 窒 次 )， 团队 
成 员 可 以 一 起 工作 ， 投 入 数 千 甚至 数 百 万 的 MIPS -年 来 分 解 特定 的 数 . 因此 尽管 没有 新 算法 
的 进展 ， 在 下 一 个 十 年 间 ， 还 是 有 可 能 并 不 意外 地 看 到 200 位 ， 或 者 250 位 的 一 般 整 数 的 因子 
分 解 . 
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表 3.2 使 用 数 域 筛 法 分 解 整数 所 需 的 计算 量 

数 的 十 进 制 位 数 所 需 大 臻 MIPS -年 
150 10* 

225 10? 

300 10" 

450 10 

600 102 


对 于 分 解 算 法 进一步 的 信息 ， 我 们 推荐 读者 参考 [Br89]，[Bt00]，[Di84]，[ cu75 ] ， 
[0d95], [Po84], [Po90], [Ri94], [Ru83], [ WaSm87 ] fl [ Wi84 ]. 

费 马 因子 分 解 ” 我 们 现在 给 出 一 个 有 趣 但 不 总 是 有 效 的 因子 分 解法 . 这 个 方法 是 费 马 发 现 
的 ， 被 称 为 费 马 因子 分 解法 ， 它 基于 下 面 的 引 理 . 

引 理 3.9 如 果 吴 是 一 个 正 的 奇数 ， 那 么 于 分 解 为 两 个 正 整数 的 积 和 表示 成 两 个 平方 数 的 
差 是 一 一 对 应 的 ， 

证 明 令 nn 是正 奇 数 ，n = ab 为 分 解 成 两 个 正 整 数 的 积 ， 那么 n 可 以 写成 两 个 平方 数 的 
差 ， 因 为 i l 

n-zab-s-i, 

其 中 s=(a+5)/2, t2 (a-b)/2 都 是 整数 ， 因 为 a, b 都 是 奇数 . i 

反之 , 如 果 n 可 以 写成 两 个 平方 数 的 差 ， 记 为 n=s -那么 我 们 可 以 将 nn 分 解 
为 n (s -t)(st). zt 

我 们 将 一 一 对 应 关系 的 证 明 留 给 读者 . EL 

为 了 实现 费 马 因 子 分 解法 ， 我 们 通过 寻找 形 如 x^ -n 的 完全 平方 数 来 求 方程 =x” -y 的 
根 . 因 此， 为 了 求 寺 的 分 解 ， 我 们 在 整数 序列 

Ü-n,(1*41)? -n,(1«42)! - n,-- 

中 寻找 完全 平方 数 ， 其 中 上 是 大 于 Vn 的 最 小 整数 ， 这 个 过 程 是 有 限 终止 的 ， 这 是 因为 平凡 因子 
分 解 n =n 1 可 导出 方程 l 


RSA 分 解 挑战 ， . | 

RSA 分 解 挑战 是 一 场 挑战 数学 家 们 分 解 某 些 大 数 的 竞赛 ， 第 一 个 RSA 挑战 ， 来 自 于 1977 年 Martin 
Gardner 在 科学 美国 人 这 本 杂志 上 的 专栏 文章 ， 要 求 分 解 一 个 被 称 为 是 RSA-129 的 129 位 的 整数 . 当时 
悬赏 100 美元 解密 一 条 信息 当 这 个 129 位 的 整数 被 分 解 时 ， 这 条 信息 就 能 很 容易 地 被 解密 出 来 ， 反 之 
则 不 能 ，17 年 过 去 了 直到 1994 年 这 一 挑战 才 得 到 回应 .使 用 二 次 第 法 ，600 多 人 耗费 了 8 个 月 完成 了 
RSA-129 的 分 解 . 其 计算 量 大 约 为 .5000 百 万 指令 每 秒 -年 RSA 数据 安全 公司 ( 即 第 8 章 讨论 的 RSA 密 
码 系统 专利 拥有 者 ) 的 一 个 部 门 RSA 实验 室 赞 助 了 这 一 挑战 .如 能 分 解 挑战 名 单 上 的 整数 ， 则 能 获得 现 
金奖 励 ， 目前 为 止 他 们 共 为 一 些 成 功 的 因子 分 解 发 放 了 超过 4 万 美元 的 奖金 . 因子 分 解 名 单 上 的 整数 
产生 了 一 些 世界 纪录 ， 例如，1996 年 Arjen Lenstra 领导 的 一 个 小 组 用 数 域 得 法 分 解 了 RSA-130， 花 费 的 
计算 量 大 约 是 750 百 万 指令 每 秒 -年 ， 在 1999 年 人 们 用 数 域 得 法 分 解 了 RSA-140 和 RSA-155， 计 算 量 分 
别 为 2000 百 万 指令 每 秒 -年 和 8000 百 万 指令 每 秒 -年 ， 目 前 非特 殊 整 数 的 分 解 纪录 是 2003 年 4 月 完成 的 
RSA-160 的 因子 分 解 . l 
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例 3.23 我 们 使 用 费 马 因 子 分 解法 分 解 6077. 由 于 77 <V6077 一 78 ， 我 们 在 序列 
78? -6077 = 7 
79° - 6077 = 164 
80? — 6077 = 323 
; 81° — 6077 = 484 = 22? 
中 寻找 完全 平方 数 . 由 于 6077 =81? -22: ， 我 们 得 到 6077 = (81 -22) (81 +22) 259-103. < 
不 幸 的 是 ， 费 马 因 子 分 解 的 效率 是 非常 低 的 . 使 用 这 种 方法 去 分 解 mw， 可 能 需要 检查 
(n+1)/2 - [Vn] 个 整数 来 确定 它们 是 否 为 完全 平方 数 ， 费 马 因 子 分 解 在 用 来 分 解 一 个 具有 两 
个 相似 大 小 的 因子 的 整数 时 最 有 效 ， 尽 管 费 马 因 子 分 解 很 少 被 用 来 分 解 大 整数 ， 但 是 它 的 基本 
思想 是 计算 机 计算 中 广泛 使 用 的 很 多 更 有 效 因子 分 解 算法 的 基础 . l 


费 马 数 


整数 ,=2”+1 被 称 为 费 马 数 . 费 马 猜想 这 些 整 数 都 是 素数 .事实 上 ， 前 面 的 几 个 都 是 素 
数 ， 例 如 F,-3, F, =5，F,=17，F, =257, F, =65 537. RÆ, F, =2”+1 是 合 数 ， 我 们 
现在 证 明 这 一 点 。 | 

913.24 费 马 数 F, -2" «1 能 够 被 641 整除 .我 们 可 以 通过 使 用 一 些 不 是 很 明显 的 观察 
结果 而 不 是 实际 地 做 除法 来 证 明 641 | .注意 
l 641 25-2'«1 2 25 +5. 
因此 ， 


5 


2” +1=22+1=24.2383+1= (641 - 5+)2* +1 
=641 .2” - (5-27) +1 2 641 - 2? — (641 - 1)* «1 
= 641 (2” - 641! +4 - 641° -6 - 641 +4). 
从 而 ， 我 们 得 到 641 | F,. i 4 
下 面 的 结果 在 费 马 数 因子 分 解 中 起 着 重要 的 辅助 作用 . 
定理 3.20 d X4 F,-2" +1 的 每 个 素 因子 都 形 如 2"42 丰 十 | 
定理 3. 20 的 证 明 在 第 11 章 中 作为 一 个 习题 出 现 . 这 里 ， 我 们 指出 定理 3. 20 在 确定 费 马 
数 的 因子 分 解 中 是 多 么 的 有 用 . | 
例 3.25 从 定理 3.20， 我 们 知道 F, 22" «1-257 的 每 个 素 因子 一 定形 如 255 +1=32 - k+l. 
因为 不 存在 小 于 或 等 于 V257 的 这 种 形式 的 素数 ， 我 们 得 到 结论 F, = 257 为 素数 ， 4 
例 3.26 在 分 解 f=2”+1 时， 我 们 应 用 定理 3.20 看 到 它 的 所 有 素 因 子 的 形式 都 是 
2k+1=256 .kk+1， 因 此 我 们 只 需要 用 不 超过 VF 的 形 如 256 - ke 1 的 素数 去 做 Fs 的 除法 检 
验 即 可 ， 在 大 量 的 计算 后 ， 我 们 发 现 当 天 = 1071 时 ， 得 到 一 个 素 因 子 ， 即 274 177 = (256 - 
1071 +1) | F,. 4 
费 马 数 分 解 ”在 费 马 数 的 因子 分 解 方面 ， 人 们 付出 了 巨大 的 努力 .然而 直到 现在 ， 还 没有 
发 现 新 的 费 马 素数 (大 于 F B). 一些 数学 家 相信 不 存在 其 他 的 费 马 素 数 ， 我 们 将 要 在 第 11 章 
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给 出 关于 费 马 数 的 一 个 素性 检验 法 ， 它 被 用 来 证 明 许多 费 马 数 为 合 数 . ( 当 使 用 这 样 的 测试 时 ， 
没有 必要 使 用 试 除法 来 检验 一 个 数 能 否 被 不 超过 它 的 平方 根 的 素数 整除 . ) 

在 本 书 完成 时 (2004) ， 已 知 一 共有 214 个 费 马 数 为 合 数 ， 但 是 其 中 只 有 七 个 费 马 数 的 完全 
因子 分 解 是 清楚 的 : F, Fe, F, Fy, Fo, FS Fi,， 费 马 数 F, 是 155 位 的 十 进 制 数 ，1990 
年 由 Mark Manasse 和 Arjen Lenstra 使 用 数 域 筛 法 进行 了 分 解 ， 数 域 得 法 可 以 把 一 个 整数 的 分 解 
问题 转化 为 许多 个 较 小 的 分 解 问题， 并 可 以 并 行 计算 . 尽管 Manasse 和 Lenstra 将 分 解 F, 的 大 
量 计算 分 给 了 数 百名 数学 家 和 计算 机 科学 家 ,但 是 仍然 花费 了 大 概 两 个 月 的 时 间 来 完成 计算 . 
(关于 F, 的 因子 分 解 细节 ， 请 参看 [ Ci90]. ) 

Zu 的 素 因 子 分 解 于 1989 年 由 Richard Brent 给 出 ， 使 用 的 分 解 算法 被 称 为 椭圆 曲线 算法 
(详细 描述 见 [ Br89 ] ). 在 五 ,中 共有 617 位 十 进 制 数 字 ， 且 Fi 2319489 - 974849 - P,, ° P 
Pias HP Pa, Pa Pu 分 别 是 21，22 和 564 位 的 素数 ， 直 到 1995 年 Brent 才 完成 了 严 的 分 
解 . 他 应 用 椭圆 曲线 分 解 发 现 F io 245592577 .6487 031 809 - Po * Pan, rp Po 和 P,;, 分 别 
40 和 252 位 的 素数 . 

我 们 知道 很 多 费 马 数 是 合 数 ， 这 是 因为 使 用 一 些 像 定理 3. 20 的 结果 ， 至 少 发 现 了 这 些 数 
的 一 个 素 因 子 . RHEA H n=14, 20, 22 和 24 if, F, 是 合 数 ， 但 是 这 些 数 的 因子 还 没有 
被 发 现 ， 已 知 的 使 得 ,为 合 数 的 最 大 的 为 n=2 478 782. (Fs 是 被 证 明 超过 100 000 位 的 
第 一 个 为 合 数 的 费 马 数 ， 这 是 在 1999 年 7 月 被 证 明 的 , ) Ps 是 现在 还 没有 被 证 明 是 合 数 的 最 小 
费 马 数 ， 如 果 它 确实 是 合 数 ， 由 于 计算 机 软件 和 硬件 的 稳步 发 展 ， 我 们 可 以 期 待 关 于 费 马 数 的 
本 质 的 新 结果 以 及 它们 的 因子 分 解 将 以 良好 的 速度 被 发 现 . 

费 马 数 的 因子 分 解 是 由 美国 数学 会 资助 的 Cunningham 项 目的 一 部 分 ， 这 个 项 目 以 A. J. 
Cunningham 的 名 字 命名 ， 致 力 于 建立 一 个 形 如 如 +1 的 整数 的 所 有 已 知 的 因子 表 ， 其 中 5b =2， 
3, 5, 6, 7, 10, 11 和 12. A. J. Cunningham 是 英国 军队 的 陆军 上 校 ， 他 于 20 世纪 早期 编辑 了 
一 个 这 类 整数 的 因子 表 .，1988 年 的 因子 表 包 含 在 [ Br88] 中 ; 该 项 目 现在 的 情况 可 以 在 互联 网 
EER. 人们 对 形 如 &"”+1 的 数 有 特殊 的 兴趣 ， 这 是 因为 他 们 在 生成 伪 随 机 数 中 的 重要 性 ( 见 
第 10 章 ) ， 在 抽象 代数 及 在 数论 中 的 重要 性 . 

与 Cunningham 项 目 相关 ， 一 个 需要 被 分 解 的 “十 大 悬赏 ” 数 的 列表 由 普 滤 大 学 的 Samuel 
Wagstaff 保存 着 。 例 如 ， 直 到 1990 年 F, 被 分 解 之 前 ， 它 一 直 在 这 个 表 中 .， 随 着 分 解 技术 和 计 
算 能 力 的 发 展 ， 越 来 越 大 的 数 进 入 了 这 个 列表 中 ， 在 20 世纪 80 年 代 早期 ， 最 大 的 整数 介 于 50 
至 70 位 之 间 ， 在 20 世纪 90 年 代 早期 ， 介 于 90 至 130 位 之 间 ， 而 今天 最 大 整数 已 经 是 介 于 
190 至 200 位 之 间 了 . 

利用 费 马 数 证 明 素数 的 无 穷 性 ”利用 费 马 数 证 明 存 在 无 穷 多 的 素数 是 有 可 能 的 .我们 从 证 
明 两 个 不 同 的 费 马 数 是 互 素 的 开始 .这 将 会 用 到 下 面 的 引 理 . 

引 理 3.10 设 忆 =2?+1 表 示 第 大 个 费 马 数 ， 这 里 天 为 非 负 整 数 ， 那 么 对 于 所 有 正 整 数 


^on, RAMA 


FQEQES-FQQ = F, -2. 
证 明 我 们 将 使 用 数学 归纳 法 证 明 这 一 引 理 . 对 于 n=1， 等 式 为 
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F2FE-2. 
这 显然 是 正确 的 ， 因 为 FQ -3, FQ-5. 此 时 ， 让 我 们 假设 等 式 对 正 整数 JR, BI 
FQEE.eEQ = F,-2. 
由 这 个 假设 ， 我 们 很 容易 证 明 等 式 对 整数 n+1 成 立 ， 因 为 
FF FF, (下 i)F, 
= (下 -2)F, = (27 -1)(2” +1) 
mU ere -1 =F, -2 " 
这 样 就 推出 了 下 面 的 定理 . 
定理 3.21 设 m 和 nn 为 互 异 的 非 负 整 数 、 则 费 马 数 玉 , 和 已 是 互 素 的 ， 
证 明 假设 m 二 n， 由 引 理 3.10， 我 们 知道 
F,F, F, F eF, = F,-2. 
BE dÆ F, 53 F, BAT. de 
d|(F, FFF,F,%F,1) =2. 
因此 ,d=1 或 者 d=2. 然而 ， 由 于 F, MF, IER, 4 不 可 能 等 于 2， 因此 ，d = 1，(P。， 
F,.) z1. " 
应 用 费 马 数 ， 现 在 我 们 给 出 存在 无 穷 多 个 素数 的 另 一 证 明 . 首先， 注意 到 根据 3. 1 节 中 的 引 
383.1, FADA F, 有 一 个 素 因 子 p,， 因 为 (F,，F,) =1， 我 们 知道 只 要 mén, A Pa p, 
从 而 ， 可 以 推 知 存在 无 穷 多 个 素数 . 
费 马 素数 与 几何 费 马 素数 在 几何 学 中 很 重要 . EU EROR NUBSENS UE 
[ 0r88] 中 找到 . 
定理 3.22 一 个 正规 nn 边 形 可 用 尺 规 来 画 出 当 且 仅 当 nn 是 一 个 2 的 非 负 辕 次 与 非 负 个 不 同 
费 马 素 数 的 乘积 . 


3.6 节 习 题 
1. 求 下 面 正 整 数 的 素 因子 分 解 . 
a)33 776 925 b)210 733 237 c)1359 170 111 
2. 求 下 面 正 整数 的 素 因子 分 解 ， 
a)33 108 075 b)7 300 977 607 c)4 165 073 376 607 
3. 利用 费 马 分 解 方 法 ,分 解 下 面 的 正 整 数 。 
a)143 b)2279 c)43 d)11 413 
4. 利用 费 马 分 解 方法 ， 分 解 下 面 的 正 整数 . 
a)8051 b)73 c)46 009 d)11 021 e)3 200 399 £)24 681 023 


5. 证 明 完 全 平方 数 的 最 后 两 个 十 进 制 数字 一 定 是 下 列 数 对 之 一 : 00, el, e4, 25, 06, 9, Kp e 表示 任意 偶 
HF, o 表示 任意 奇数 字 ,， (提示 : WEBB n^, (50 2)' 和 (50 -5)* 都 有 相同 的 末尾 数字 ， 因 此 考虑 那些 在 
范围 0<n<25 中 的 整数 x. ) 

6. 解释 为 什么 习题 5 的 结果 可 以 被 用 来 加 速 费 马 因子 分 解 方 法 . 
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7. 证 明 : 如 果 n ROSSCREIRCTUN p, WHF «(np )/(Q2p); 除了 x= (n+1)/2 这 个 例外 ，x -n 都 不 是 完 


全 平方 数 . 


习题 8 ~ 10 包含 Draim 因子 分 解 方法 .为 了 使 用 这 个 方法 来 寻找 正 整数 n=ni 的 因子 ， 我 们 由 使 用 带 余 除 


法 开始 ， 得 到 


A 


£) n, -23q, +m, Ozxr,«3. 


m =n, X 


m, = mi - 2g, n = m, +ri. 


我 们 再 次 应 用 带 余 除法 ， 得 到 


n, = 5q, +r,, Osr <5, 


并 且 取 


m, = m, -2q,, n, = m, + ry. 


反复 应 用 带 余 除 法 递 推 下 去 ， 记 


n, = (2k + 1)q, +r, Ozr,-2k-^«l, 


m, = m,, -2q,5, n, = m, + T, ,. 


当 得 到 余数 7 =0 时 停止， 
8. 证 明 n, = kn, — (2k+1) (gi +g t +r), me =n -2(q, +9 t +q) 
9. 证 明 : 如 果 (2k+1) |n, W(2k+1) |n 且 n= (2b *1)m,,,. 


10. 


用 Draim 分 解法 分 解 5899. 
在 习题 11 ~13 中 ， 我 们 给 出 被 称 为 欧 拉 算 法 的 一 个 因子 分 解 方法 . 当 被 分 解 的 整数 为 奇数 且 能 够 用 两 种 


不 同方 法 写成 两 个 平方 数 的 和 时 ， 可 以 应 用 这 个 方法 ， Wen X 4 EK. Bansot stt, Rae 
正 奇数 ， 和 qd 为 正 偶数 ， 


11. 


12. 
13. 
14. 


设 w=(a-c, b-d). WH u HA, HülEr-(a-c)/u, s (d-b)/u, Wi(r, s) 21, r(aec) =s(d+ 
b), H.s| Cac). 

di s-acc WH mw=d+b, v=(a+c, d+b), Hv NB. 

证 明 nw 可 以 被 分 解 为 n=[ (jp/2)? + (72)* 10? +s). 

用 欧 拉 算 法 分 解 下 列 整 数 . 

a)221 210? « 11? 2 5? « 14? 

b)2501 250? « 1? 2 49? +10° 

c)1 000 009 21000? «37.2972? 4 235? 


- 证 明 通过 等 式 4x e 12 (2x «2x +1) (28 -2x+1)， 容 易 证 明 所 有 形 如 2” +1 的 数 都 可 以 被 分 解 ， 应 用 


这 个 等 式 分 解 +1. 


. 证 明 : MR a 为 正 整数 且 a" + 1 为 奇 素数 ， 则 对 某 正 整数 n，m =2".， (提示 : MAER a” £1 - (a^ € 1) 


(aP x a7? 


wee 1), 其 中 m= 及 且 17 为 奇数 . ) 


. 证 明 : HR n2, WF, =2”+1 的 十 进 制 展 式 中 最 后 一 个 数位 是 7，( 提 示 ; 用 数学 归纳 法 证 明 2” 的 最 后 


一 个 十 进 制 数 位 为 6. ) 


. 使 用 F =2”+1=65 537 的 每 个 素 因 子 都 形 如 2 和 %+1=64k +1 的 这 一 事实 ， 验 证 YEA (KARRE 


作 一 次 试 除法 . ) 
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19. 使 用 F, 22" «1 的 每 个 素 因 子 都 形 如 276+1 =128k+1 的 这 一 事实 ,证 明成 的 素 分 解 为 FF =641 . 6 700417. 

20. 求 所 有 形 如 2”+5 的 素数 ， 这 里 ”为 非 负 整数 . 

21. 估计 费 马 数 F, 的 十 进 制 展开 数 的 位 数 . 

* 22. n 和 F, 的 最 大 公 因 子 是 什么 ? Ep n AER. 证 明 你 的 结论 的 正确 性 

23. 证 明 形 如 2”+1， 其 中 m 为 正 整 数 ， 生 为 一 个 正 整 数 的 宕 次 ( 即 形 如 mw， 其 中 n 和 上 为 正 整数 且 k 宇 2) 的 
唯一 整数 出 现在 m =3 时 . i 

24. 用 费 马 因子 分 解法 分 解 tn， 其 中 是 一 个 较 小 的 正 整 数 ， 有 时 比 用 这 个 方法 分 解 n 还 简单 证明 用 费 蕊 因 
子 分 解法 分 解 901， 且 分 解 3. 901 =2703 比分 解 901 更 简单 . 


3. 6 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 , 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 使 用 试 除法 ， 求 你 选择 的 大 于 10 000 的 一 些 整数 的 素 因子 分 解 . 
2. 使 用 费 马 因子 分 解 ， 求 你 选择 的 大 于 10 000 的 一 些 整数 的 素 因 子 分 解 
3. 使 用 定理 3. 20 分 解 费 马 数 Fe 和 F. 
程序 设计 l 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 二 
1. 给 定 一 个 正 整 数 n， 求 n 的 素 因 子 分 解 
2. 给 定 一 个 正 整数 上， 对 使 用 费 马 因 子 分 解法 . 
3. AE — T IE EIC n, Xf n {EJH Draim 因子 分 解法 (参看 习题 8 前 面 的 导言 )， 
4. 使 用 定理 3.20， 查 找 费 马 数 F, 的 素 因 子 ， 其 中 ”为 正 整 数 . 


3.7 线性 丢 番 图 方程 


考虑 下 面 的 问题 : 一 个 人 想 购买 510 美元 的 旅游 支票 .支票 只 有 20 美元 和 50 美元 两 种 . 
那么 每 一 种 应 该 买 多 少 ? 如 果 我 们 令 x 表示 他 应 该 买 的 20 美元 支票 的 数量 ，y 表示 50 美元 支 
票 的 数量 ， 那 么 就 应 满足 方程 20x +50y 2510. 为 了 解决 这 一 问题 ， 我 们 应 该 求 出 这 个 方程 的 
所 有 解 ， 其 中 *，y 为 非 负 整数 . 

类 似 的 问题 有 ， 当 一 个 妇女 想 邮寄 一 个 包 庄 .邮局 的 职员 测定 邮寄 这 个 包 囊 的 费用 是 83 
美 分 ， 但 是 只 有 6 美 分 和 15 美 分 的 邮票 ， 那么 是 否 有 这 两 种 邮票 的 组 合 后 的 面值 恰好 可 以 来 
WELTER? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 先 令 x 表 示 6 美 分 邮票 的 数量 ， 令 y 表示 15 美 分 
邮票 的 数量 ， 那 么 有 6x +15y =83 ， 其 中 x，y 是 非 负 整数 . 

当 我 们 需要 求解 特定 方程 的 整数 解 的 时 候 ， 那 么 就 得 到 了 一 个 丢 盔 图 方程 .这些 方程 是 根据 
古 希 腊 数 学 家 丢 番 图 而 命名 的 ， 他 写 下 了 一 些 方程 并 将 解 限定 在 有 理 数 域 上 ， 方 程 ax + by =e， 
Epa, b,c 是 整数 ， 被 称 为 关于 两 个 变量 的 线性 丢 番 图 方程 . 

注意 整数 对 (x，y) 是 线性 丢 番 图 方程 ax + by 2 c 的 解 当 上 且 仅 当 (*，7y) 是 在 直线 ax + by =c 
上 的 格 点 ， 我 们 将 在 图 3. 2 中 用 线性 丢 番 图 方程 2x +3y =5 加 以 说 明 . 
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. -4 . . . . . . . . 


图 3.2 2x43y -25 的 整数 解 对 应 于 直线 2x +3y 25 上 的 格 点 


第 一 个 描述 线性 丢 秋 图 方程 的 一 般 解 是 印度 数学 家 婆罗 摩 竹 多 ( Brahmagupta) ， 这 个 结论 
记录 在 他 于 7 世纪 写 的 一 本 书 里 ， 为 了 解决 这 类 方程 我 们 现在 发 展 这 个 理论 . 下 面 的 定理 说 明 
什么 时 候 这 类 方程 有 解 ， 当 有 解 的 时 候 又 如 何 明确 地 描述 它们 . 


委 番 图 (Diophantus ， 公 元 前 250) 编写 了 《算术 》 (Arithmetica) ， 这 是 已 知 的 代数 方面 最 早 的 一 本 书 . 
这 本 书 第 一 次 系统 的 用 数学 符号 表示 方程 中 的 未 定 元 和 未 定 元 的 乘 方 除了 知道 他 大 约 居住 在 公元 250 
年 前 的 亚历山大 外 ， 人 们 对 他 的 生活 一 无 所 知 ， 关 于 他 生平 细节 的 唯一 资料 来 源 于 一 本 名 为 《希腊 诗 
W) (Greek Anthology) 的 警句 诗 中 “ 委 番 图 的 一 生 ， 幼 年 占 去 1/6 ， 又 过 了 1/12 的 青春 期 ， 又 过 了 177 
才 结婚 ， 五 年 后 生 儿 子 ， 子 先 父 四 年 而 卒 ， 寿 为 其 父 之 半 . ”从 中 读者 可 以 推出 丢 番 图 活 了 S4. 


婆罗 摩 笈多 (Brabhmagupta，598 一 670) 据说 生 于 印度 的 乌 贾 因 (Uiiaip) ， 并 成 为 当地 天 文 观察 台 的 领导 ， 
这 个 观察 台 是 当时 印度 数学 研究 的 中 心 . 婆罗 摩 笈 多 编写 了 两 本 重要 的 关于 数学 和 天 文学 的 书 , 《Brah- 
ma-Sphuta-Siddhanta) (宇宙 的 起 源 ) 和 《Khandakhadyaka》 分 别 写 于 628 和 665 年 . 他 提出 了 很 多 有 趣 
的 平面 几何 上 的 公式 和 定理 ， 研 究 了 等 差 数列 和 二 次 方程 . 婆罗 摩 笈 多 给 出 了 新 的 代数 符号 ， 他 对 数 
字 系 统 的 理解 在 当时 是 很 先进 的 ， 他 被 认为 是 第 一 个 给 出 线性 丢 番 图 方程 解 的 人 ， 在 天 文学 方面 ,他 
研究 了 日 食 、 行 星 的 位 置 和 年 的 长 度 . 
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定理 3.23 Ha, b 是 整数 且 d - (a, b). de dc, 那么 方程 ax + by cc 没有 整数 解 . 
如 果 d | ce， 那么 存在 无 穷 多 个 整数 解 . 另外， 如 果 %=x。，y =Yo 是 方程 的 一 个 特 解 ， 那 么 所 有 
的 解 可 以 表示 为 

x = x% + (b/d)n, y = yo - (a/d)n, 
其 中 风 是 整数 . 

证 明 (Bx, y ERREA ax + by =c， 那 么 因为 da,，d 158， 由 定理 1.9 同样 有 d|c. 
因此 如 果 dX4c， 那 么 这 个 方程 就 不 存在 整数 解 . 

现在 假设 4 | c， 由 定理 3.8 ， 存 在 整数 *，: 使 得 

d = as + bt. (3.3) 
因为 4|c， 有 整数 e 使 de-c. 在 (3.3) 两 边 同 时 乘 以 e， 我 们 有 

c = de = (as + bt)e = a(se) + b(te). 
EIS, xx, y =yo 就 是 方程 的 一 个 解 ， 其 中 x =se, y, = te. 

为 了 证 明 方程 存在 无 穷 多 个 解 ， 我 们 令 * mx, (b/d)n, y =y- (a/d) n, Hh n ERR. 
首先 证 明 任何 一 对 整数 (*，y) ，x ox + (b/d)n, y sy, - (a/d) n, 是 整数 ， 它 是 方程 的 解 ， 
然后 再 证 明 方程 的 任何 一 个 解 都 具有 这 种 形式 ， 先 证 第 一 步 (x，7y) 是 解 ， 因 为 

ax + by = ax, + a(b/d)n + by, - b(a/d)n = ax, + by, = c. 
我 们 现在 证 明 方程 ax + by 2 c 的 解 都 具有 定理 中 所 描述 的 那 种 形式 .假设 整数 *，y 满足 ax by =c. 
因为 


ax, + by, = c, 


做 减法 得 到 
(ax + by) - (ax, + by,) = 0， 
这 就 说 明 
alx —x) * b(y -yo) =0. 
因此 ， 
a(x -= xo) = b(y, - y). 


在 两 边 同 时 除 以 d 有 
| (a/d) (x - x) = (b/d) Cy, - y). 
由 定理 3.6， 我 们 知道 (a/d，b/d) -1. 用 引 理 3.4， 有 (axd) | (yo =-y)， 因 此， 存在 整数 ”使 
得 (a/d)n= (yo。-y)， 这 就 意味 着 y=y。- (a/d)n， 现 在 将 这 个 值 代入 方程 (a/d) (x 23) = 
(b/d) (yo -7)， 我 们 得 到 a(x 一 x。) =6b(a/d)n， 这 就 得 到 了 x=%o + (b/d)n. m 
下 面 的 例子 是 对 于 定理 3. 23 使 用 的 说 明 . 
例 3.27 由 定理 3.23， 线性 丢 番 图 方程 15x +6y =7 没有 整数 解 ， 因 为 (15，6) =3， 但 是 
3/7. 4 
$03.28 由 定理 3. 23 ， 线 性 竺 番 图 方程 21x + 14y 270 存在 无 穷 多 个 解 ， 因 为 (21，14) = 
7H7|10. 为 了 求 这 些 解 ， 首 先 由 欧 几 里 得 算法 ， 我 们 有 1 .21+(-1) * 14 27, 所 以 
10 -21 +( -10) -14 270. Hb x, 210, y, = -10 是 方程 的 一 个 特 解 ， 那么 所 有 的 解 为 x = 
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10 +2n, y= -10 -3n, EP n ERX. 4 

现在 我 们 将 用 定理 3. 23 解决 本 节 开 始 提出 的 两 个 问题 

例 3.29 考虑 问题 如 何 用 6 美 分 和 15 美 分 的 邮票 组 成 83 美 分 的 邮资 ， 如 果 用 % 表示 6 美 
分 邮票 的 数量 ，7y 表示 15 美 分 的 邮票 的 数量 ,那么 我 们 有 6x +15y =83， 因 为 (6，15) =3 不 能 
整除 83， 由 定理 3. 23 我 们 知道 不 存在 整数 解 . 因此， 不 存在 6 美 分 和 15 美 分 的 组 合 是 83 X 
分 . .< 

例 3.30 考虑 用 面值 20 美元 和 50 美元 的 支票 支付 510 ATUS OR CM CST 每 一 种 支 

应 该 是 用 多 少 张 恰好 能 支付 510 美元 ? 

S x 表示 面值 为 20 美元 支票 的 数量 ，y 表示 面值 为 50 美元 支票 的 数量 我 们 有 方程 20x + 
50y 2510. 注意 到 20 和 50 的 最 大 公 因子 为 (20，50) = 10. 因为 10 1510， 因 此 这 个 线性 丢 
番 图 方程 有 无 穷 多 个 解 ， 用 欧 几 里 得 算法 ,我 们 求 得 20( -2) +50 =10. 两 边 同时 乘 以 51， 
有 20( -102) 450(51) 2510. KJE, x, = -102，y =51 是 方程 的 一 个 特 解 ， 那 么 定理 3. 23 
告诉 我 们 ， 所 有 形式 为 *= -102 5n, y =51 -2n 的 整数 都 是 这 个 方程 的 解 ， 因 为 我 们 要 求 x*，y 
非 负 ， 所 以 有 -102 +5r>0 H51-2nz0; TJÉn2z202/5H nx251/2. 又 因为 n 是 整数 ， 那 
人 么 就 有 7m =21，22，23 ，24，25， 所 以 我 们 有 下 面 5 个 解 : (x; y)=(3,.9), (8, 7), (13, 5), 
(18，3)，(23，1)， 于 是 出 纳 员 可 以 给 顾客 3 张 20 美元 和 9 张 50 美元 的 支票 ，8 张 20 美元 
和 7 张 50 美元 的 支票 ，13 张 20 美元 和 5 张 50 美元 的 支票 ，18 张 20 美元 和 3 3K 50 美元 的 支 


票 ，23 张 20 美元 和 1 张 50 美元 的 支票 . 4 
我 们 能 将 定理 3.23 推广 为 多 个 变量 的 线性 丢 番 图 方程 ， 下 面 的 定理 给 出 了 这 个 推广 . 
定理 3.24 如 果 al，a,，…，a, 是 正 整数 ， 那 么 方程 Qjxi tax,t tax, -c LET 


当 且 仅 当 d=(a,，a,，…，Qa,) 能 整除 c， 另 外 当 存 在 一 个 解 的 时 候 ， 那 么 方程 有 无 穷 多 个 解 . 
证 明 ”如果 存在 整数 x, ，x,，…，x, 满足 aixi aux, +… aux, =c， 因 为 d 整除 a;, i=l, 
2,，…,n， 由 定理 1.9,d 整除 c。， 因 此， 如 果 dc， 则 方程 不 存在 整数 解 . 
我 们 将 用 数学 归纳 法 证 明 当 d | c 时 存在 无 穷 多 个 解 . 注意 到 由 定理 3.23，m =2 时 成 立 . 
现在 假设 对 于 所 有 n 个 变量 的 方程 存在 无 穷 多 个 解 . 那么 由 定理 3.9， 线 性 组 合 ax, + 
areln ARERR Can, an) 的 倍数 构成 的 集合 相同 ， 因 此 ， 对 于 每 个 整数 y， 线 性 丢 番 
图 方程 cux, tann = Can an Y ARREA. 这 说 明 对 于 原来 的 n+1 个 变量 的 方程 可 
以 简化 成 n 个 变量 的 线性 丢 番 图 方程 : 
aX, t GjX, +e + CIX 1 + (a,,a,,)y. = €. 
注意 到 < 可 以 被 (a ，4,，…，a,_1，(a,，4,41) ) 整 除 ， 因 为 由 引 理 3.2， 这 个 最 大 公 因子 等 于 
(à, a, **, a,, 2,,). 将 它 看 成 是 关于 个 变量 的 线性 丢 番 图 方程 ， 那么 由 归纳 假设 ， 因 
为 其 中 系数 的 最 大 公 因 子 整 除 。， 这 个 方程 有 无 穷 多 个 解 . 这 就 意味 着 原来 的 n+1 个 变量 的 方 
程 存在 无 穷 多 个 解 . | a 
. 我 们 求 多 个 变量 的 线 Pa EE E EE 24 证 明 中 的 归 约 法 . 在 习题 中 
我 们 将 会 给 出 定理 3. 24 的 应 用 . 


一 


10. 
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7 节 习题 
- 对 于 下 面 的 线性 丢 番 图 方程 , 求 它们 的 解 或 者 证 明 不 存在 整数 解 . 
a)2x +5y=11 b)17x +13y = 100 c)21x + 14y =147 
d)60x + 18y =97 e)1402x + 1969y =1 
- 对 于 下 面 的 线性 丢 番 图 方程 ， 求 它们 的 解 或 者 证 明 不 存在 整数 解 . 
a)3x +4y=7 b)12x +18y=50 c)30x +47y= -11 
d)25x +95y=970 ~ e)102x +1001y =1 


. 一 个 日 本 商人 从 去 北美 旅行 后 回国 要 将 美元 和 加 元 兑换 成 日 元 .如 果 他 换 到 了 15286 HW, 已 知 每 一 美元 


换 122 日 元 ， 每 一 加 元 换 112 日 元 ,那么 他 有 和 多少 美 元 和 加 元 ? 


. 一 个 学 生 从 欧洲 回国 要 将 网 元 和 瑞士 法 郎 兑换 成 美元 ， 如 果 她 一 共 换 得 46. 26 美元 , 已 知 每 一 欧元 兑换 


1.11 美元 ， 每 一 瑞士 法 郎 兑换 83 美 分 ， 那么 她 共有 多 少 欧 元 和 瑞士 法 郎 ? 


. 一 个 教授 从 巴黎 和 伦敦 的 会 议 后 回国 要 将 欧元 和 英镑 兑换 成 美元 ， 如 果 他 一 共 换 得 117. 89 美元 ， 已 知 每 一 


欧元 兑换 1. 11 美元 ， 每 一 英镑 兑换 1.69 美元 ， 那 么 他 有 多 少 欧 元 和 英镑 ? 


- 9 世纪 的 印度 天 文学 家 和 数学 家 Mahavira 给 出 了 下 面 的 难题 : 一 队 23 人 组 成 的 旅游 团 疲倦 地 走 进 了 一 个 茂 


密 的 森林 .他 们 发 现 了 63 堆 香 燕 ， 每 一 堆 的 数量 相同 ， 还 有 剩 下 一 堆 有 7 个 香蕉 他们 平分 了 这 些 香蕉 . 
问 那 63 堆 中 每 一 堆 有 几 根 香蕉 ?请 解决 这 个 难题 . 


. 一 个 商人 预订 了 蕴 果 和 本子 共 用 了 8.39 美元 ， 如 果 每 一 个 苹果 用 25 美 分 ， 每 一 个 桔子 用 18 美 分 ， 那么 每 


一 种 水 果 他 分 别 预 订 了 多 少 ? 
. 一 个 顾客 一 共 买 了 5. 49 美元 的 水 果 ， 其 中 桔子 18 美 分 一 个 ， 和 葡萄 柚 33 美 分 一 串 ， 那 么 这 个 顾客 购买 的 桔 
子 和 葡萄 柚 总 数 最 少 是 多 少 ? 
.一 个 邮局 的 职员 只 有 14 和 21 美 分 的 邮票 出 售 ， 那 么 怎样 的 组 合 才能 刚好 是 下 面 需要 的 邮寄 包 囊 的 邮资 ? 
a)3. 50 美元 b)4. 00 美元 c)7. 77 美元 
在 室外 聚餐 中 ， 一 份 龙虾 晚餐 是 11 美元 ， 一 个 烧 鸡 晚餐 是 8 美元 ， 那 么 从 下 面 的 每 一 个 总 费用 中 你 能 得 
出 什么 结论 ? 
a)777 美元 b)96 美元 c)69 美元 
- 求 下 面 线性 丢 番 图 方程 的 所 有 整数 解 . 
a)2x +3y+4z=5 b)7x +21y +35z=8 c)101x +102y + 103z =1 
. 求 下 面 线性 丢 番 图 方程 的 所 有 整数 解 . 
a)2x, t5x, t Àx, +3x4 =5 b)12x, *21x, * 9x, * 15x, =9 c)15x, * 6x, + 10x, - 21x, *435x, =1 


. 怎样 组 合 面值 分 别 为 1 分 ，1 角 和 2 角 5 分 的 硬币 ， 使 得 其 总 值 为 99 美 分 . 
- 使 用 下 面 的 硬币 ， 有 多 少 种 方式 能 组 成 一 美元 . 


a)l 角 和 2 ffi 5 分 硬币 

b)5 分 ,1 角 和 和 2 fü 5 分 硬币 

c)1 分 , 5 分 , 1 角 和 2 角 5 分 硬币 

在 习题 15~17 中 我 们 将 同时 考虑 几 个 线性 丢 番 图 方程 .为 了 解决 这 些 问题 我们 首先 进行 消 元 直到 两 个 


变量 ， 然 后 求解 两 个 变量 的 线性 丢 盔 图 方程 . 


15. 


求 下 面 的 线性 丢 番 图 方程 组 的 所 有 整数 解 . 
a)x+y+z=100 x%+8y+50z=156 


素数 和 有 孔 大 公 因 子 703 


16. 


17. 


18. 


f 


x 19. 
x 20. 
* 21. 

22. 


* 23. 


3. 


b)x+y+z=100 x +6y+21z=121 

c)x+y+z+w=100 x +2y +3z + 4w =300 x +4y +9z + 16w =1000 

如 果 一 个 储 钱 钢 有 24 枚 硬币 ， 分 别 是 5 分，1 角 和 2 角 5 分 硬币 ， 如 果 这 些 硬币 的 总 值 是 2 美元 ， 那么 这 
些 硬 币 的 组 合 有 哪些 可 能 ? 

Nadir 航空 公司 提供 了 3 种 从 波士顿 到 纽约 的 机 票 ， 第 一 种 机 票 需要 140 美元 ， 第 二 种 机 票 需要 110 美元 ， 
第 三 种 机 票 需要 78 美元 ， 如 果 69 位 乘客 一 共 支 付 了 6548 美元 ， 那 么 每 一 种 机 票 售 出 了 多 少 ? 

是 否 有 可 能 包含 了 1 分，1 角 和 2 角 5 分 的 50 枚 硬币 的 总 值 是 3 美元 ? 

Aa, 5 是 互 素 的 正 整 数 ，m 是 正 整数 ， 当 x 和 y 均 为 非 负 时 ， 线 性 丢 番 图 方程 ax + by =n WEC, y) 是非 
的 . 

WEBS nz (a7 1) (8 - 1) I, ax +by =n PEENI. 

WEB): WR n-ab-a-b, WA ax + by -n BU JE RR. 

证 明 恰好 有 (a -1) (8 - 1)/2 PENER n, n ab -ea -5， 使 得 方程 x+ by =n HAE AR. 

在 一 个 缅 因 州 的 小 镇 上 的 邮局 中 只 剩 下 两 种 面值 的 邮票 .他 们 发 现 有 33 种 邮资 不 能 用 这 两 种 邮票 来 组 合 ， 
其 中 一 种 是 46 美 分 ， 那么 问 剩 下 的 两 种 邮票 的 面值 是 多 少 的 ? 

在 6 世纪 的 时 候 ， 中 国 古代 数学 家 张 邱 建 给 出 了 一 个 数学 难题 叫做 “ 百 鸡 问题 ”， 他 问 道 : 如 果 公 鸡 5 分 
一 只 ， 母 鸡 3 分 一 只 ， 三 只 小 鸡 一 分 钱 ， 那 么 100 只 鸡 一 共 100 分 ， 问 公鸡 、 母 鸡 和 小 鸡 分 别 是 几 只 ? 请 
解决 这 个 问题 . 


. 求 下 面 丢 番 图 方程 的 整数 解 
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7 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
确定 具有 形式 ax + by WEZ, IE s, y FREK, a, 是 你 选择 的 互 素 的 正 整数 .用 你 得 到 的 结果 
来 确认 习题 19 ~21 的 正确 性 . 


程序 设计 


1. 
2. 
3. 

* 4. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
求 两 个 变量 的 线性 丢 番 图 方程 的 解 . 
求 两 个 变量 的 线性 丢 番 图 方程 的 正解 . 
求 三 个 变量 的 线性 丢 番 图 方程 的 解 . 
求 所 有 使 得 线性 丢 番 图 方程 ax + by = 没有 正 整数 解 的 n (0,23 8E 19 的 导言 ). 


第 4 章 同 R 


德国 大 数学 家 高 斯 发 明了 同 余 式 语言 . 这 使 得 我 们 差不多 能 像 处 理 等 式 一 样 来 处 理 整除 关 
系 ， 在 本 章 中 ， 我 们 将 给 出 同 余 的 基本 性 质 ， 描 述 如 何 进 行 同 余 式 的 算术 运算 ， 还 将 研究 含有 
未 知 数 的 同 余 方程 ， 例 如 线性 同 余 方 程 ， 引 出 线性 同 余 方 程 的 一 个 例子 是 这 样 的 一 个 问题 ， 求 
使 得 7x 被 11 除 所 得 余数 为 3 的 所 有 整数 x， 我 们 还 将 研究 线性 同 余 方 程 组 ， 它 们 来 源 于 古代 
中 国难 题 : 求 一 个 数 ， 它 被 3，5 和 7 除 所 得 余数 分 别 为 2，3 和 2. 我 们 将 学 习 如 何 运 用 著名 
的 中 国 剩余 定理 来 解 像 上 一 难题 那样 的 线性 同 余 方 程 组 ， 我 们 还 将 学 习 怎 样 解 多 项 式 辣 余 方 
程 。 最 后 ,我们 用 同 余 的 语言 来 介绍 一 种 (整数 ) 分 解 方法 ， 即 波 拉 德 p 方法 : 


4.1 同 余 引言 


本 章 所 介绍 的 同 余 这 一 特殊 语言 在 数论 中 极为 有 用 ， 它 是 由 历史 上 最 著名 的 数学 家 之 一 卡 
尔 . 弗 里 德里 希 … 高 斯 (Karl Friedrich Gauss) F 19 世纪 初 提出 的 . 

同 余 的 语言 使 得 人 们 能 用 类 似 处 理 等 式 的 方式 来 处 理 整 除 关系 ， 在 引信 同 余 之 前 ， 人 们 研 
究 整 除 关 系 所 用 的 记号 策 拙 而 且 难 用 .而 引入 方便 的 记号 对 加 速 数 论 的 发 展 起 了 帮助 作用 . 

定义 设 届 是 正 整 数 车 a 和 6b 是 整数 ， 且 m|(a-5b)， 则 称 a 和 2 模 m 同 余 . 

7i a Wb EE m, 则 记 a=6(mod m). Zim/(a-b), Wi a#b(modm), FPK a3 m 
FARTO 整数 m 称 为 同 余 的 模 . | 

例 4.1 因为 9|(22 -4) =18， 所 以 22=4(mod 9). 类 似 地 ，3= -6(mod 9), 200 = 
2(mod 9). 另外 ， 因 为 94(13 -5) =8， 所 以 13 才 5(mod 9). 

同 余 在 日 常生 活 中 经 常 可 见 ， 例 如 ,钟表 对 于 小 时 是 模 12 或 24 的 ， 对 于 分 钟 和 秒 是 模 60 
Hj; 日 历 对 于 星期 是 模 7 的 ， 对 于 月 份 是 模 12 的 . 电 水 表 通 常 是 模 1000 的 ， 里程 表 通常 是 模 
100 000 的 . 


卡尔 ， 弗 里 德里 希 . 高 斯 (1777 一 1855 ) 是 一 个 泥 瓦 匠 的 儿子 ， 他 的 天 才 很 早 就 显现 
出 来 ， 事实 上 ,在 3 岁 时 他 就 更 正 了 他 父亲 工资 表 中 的 一 个 错误 ， 在 他 的 第 一 次 算 
术 课 上 ， 老 师 为 使 学 生 们 有 事 干 ， 就 布置 了 一 项 作业 ， 即 求 前 100 个 正 整 数 的 和 ， 
那 时 8 岁 的 高 斯 得 出 此 和 等 于 50. 101 = 5050， 因 为 这 些 项 可 以 分 组 求 和 1+ 100 = 
101, 2499 =101，…，49 +52 2101, 50 «51 2101. 1796 年 ， 高 斯 在 几何 的 一 个 领 
域内 做 出 了 重大 发 现 ， 而 此 领域 自古 代 以 来 一 直 没 有 什么 进展 . 特别 地 ， 他 证 明了 
， 仅 用 直 尺 和 圆规 可 以 画 出 正 十 七 边 形 . 1799 年 ， 他 提交 了 代数 基本 定理 的 第 一 个 严 
格 证 明 ， 此 定理 断言 实 系 数 n 次 多 项 式 恰 有 nn 个 根 . 高 斯 对 天 文学 做 出 了 很 多 重要 贡献 , "包括 计算 谷 
神 星 的 轨道 ， 因 为 这 一 计算 结果 ， 高 斯 被 任命 为 哥 廷 根 天 文 台 的 台 长 .高 斯 于 1801 年 写成 《Disquisi- 
tiones Arithmeticae) —-B, 为 现代 数论 打下 了 基础 .在 他 所 处 的 时 代 ， 高 斯 被 誉 为 “数学 王子 ”.，” 尽管 
高 斯 因 其 在 几何 、 代 数 、 分 析 、 天 文学 和 数学 物理 中 的 众多 发 现 而 闻名 ,但 是 他 对 数论 情 有 独 钟 ， 这 
可 从 他 的 名 言 看 出 :“ 数 学 是 科学 的 女王 ， 而 数论 是 数学 的 女王 . ”高 斯 在 早年 获得 了 他 的 多 数 重要 发 
现 ， 晚 年 则 致力 于 完善 这 些 理论 。 高 斯 也 有 一 些 重要 的 成 果 并 未 公开 ， 获 得 同样 发 现 的 数学 家 ， 往 往 
吃惊 地 发 现 高 斯 好 多 年 前 早已 在 其 未 发 表 的 手稿 中 描述 过 这 些 结果 . 
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我 们 有 时 需要 将 同 余 式 转换 为 等 式 ， 下 面 的 定理 能 帮助 我 们 做 到 这 一 点 . 

定理 4.1 Xa do b AE, N] a b( mod m) 当 且 仅 当 存在 整数 丰 ， 使 得 ac = + km. 

证 明 # a=b(mod m), W m|(a-b). 这 说 明 存 在 整数 k， 使 得 km 2a - b, 所 以 
a=b * km. 

反 过 来 ， 车 存在 整数 使 得 a =b+km， 则 km=a-b. TX, m|(a-b), a=b(mod m).. Âm 

例 4.2 我 们 有 19= -2(mod 7) M 19 = -2 *3. 7. 4 

下 面 的 命题 给 出 了 同 余 的 一 些 重要 性 质 . 

定理 4.2 设 m 是 正 整 数 . 模 m 的 同 余 满足 下 面 的 性 质 :. 

(i ) 自 反 性 ， 若 a 是 整数 ， 则 a=a(mod m). 

(站 ) 对 称 性 ， 若 a 和 5 是 整数 ， 且 a=b(mod m), Nj b=a(mod m). 

( 道 ) 传 递 性 ， 若 a, bec E XA, Boacb(mod m) 和 b==c(mod m), Xj az:c(mod m). 

证 明 

Ci)Bm|(a-a) 20, 所 以 a=a(mod m). 

(i)#a=b(mod m), J| m|(a-b). 从 而 存在 整数 k， 使 得 km =a - 8， 这 说 明 ( -k)m- 
-a, 即 m| (5-a)， 因 此 ,b=a(mod m). 

(ii) # a=b(mod m), H b=c(mod m), WA m|(a-b) fi m|(b-e). 从 而 存在 整数 
和 11， 使 得 km =a-b, Imzb-c. 于是, a-c=(a-b)+(b-c) =zkm+lim=(k+l)m. WW, 
m|(a-c), a=c(mod m). m 

由 定理 4. 2 可 见 ， 整 数 的 集合 被 分 成 m 个 不 同 的 集合 ， 这 些 集 合 称 为 模 m 剩余 类 ( 同 余 
类 ) ， 每 个 同 余 类 中 的 任意 两 个 整数 都 是 模 m 同 余 的 . 

例 4.3 模 4 的 四 个 同 余 类 是 


vau eas ck *: ( mod 4) 
.=-7=-3=1=5=9 = (mod 4) 
=-6=-2=2 = ECD 


‘三 ~-5=-1=3=7=11 (mod 4). 4 

设 普 是 正 整数 ， 给 定 整数 c， 由 带 余 除法 有 a = tm +r， 其 中 0<r<m -1 称 r 为 a 的 
模 m 最 小 非 负 剩余 ， 是 a 模 m 的 结果 ， 类 似 地 ， 当 m 不 整除 a 时 ， 称 7 为 a 的 模 m 最 小 正 
剩余 . 

另 一 个 (尤其 是 在 计算 机 科学 应 用 中 ) 常 用 的 记号 是 a mod m =r， 它 表示 + 是 a 被 m 除 所 
得 的 余数 ， 例 如 ，17mod 5 -2, -8mod7 =6. 尽管 我 们 在 本 书 中 不 使 用 这 一 符号 ， 但 它 在 其 他 
环境 中 是 广泛 使 用 的 . 

注意 ， 由 方程 a=bm +r 有 a=r(mod m). 因此 ， 每 个 整数 都 和 0，1，…， m-1 (也 就 是 
a 被 m 除 所 得 的 剩余 ) 中 的 一 个 模 m 同 余 ， 因 为 0，1，…，m -1 中 的 任何 两 个 都 不 是 模 m 同 
” 余 的 ， 所 以 我 们 有 m 个 整数 使 得 每 个 整数 都 恰 同 这 m 个 整数 中 的 一 个 同 余 . 

定义 ”一 个 模 m 完全 剩余 系 是 一 个 整数 的 集合 ， ETET ERRETES 一 个 元 素 
XE m 同 余 . 
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例 4.4 .由 带 余 除法 可 知 ， 整 数 0，1，…, mm -1 的 集合 是 模 m 完全 剩余 系 ， 称 为 模 m 最 


小 非 负 剩余 的 集合 . 4 
例 4.5 设 m 是 一 个 正 奇数 ， 整数 
m-l1 m-3 m-3m-1 
WE a D S e 100,1, 4M 
的 集合 称 为 是 模 m 绝对 最 小 剩余 的 集合 ， 它 也 是 一 个 完全 剩余 系 . < 


我 们 将 经 常 作 同 余 的 算术 运算 ,这 种 算术 称 为 模 算术 ， 同 余 式 与 等 式 有 很 多 相同 的 性 质 . E 
首先 ， 我 们 证 明 在 一 个 同 余 式 两 边 同 时 做 加 法 、 减 法 或 乘法 ， 仍 保持 同 余 . 

定理 4.3 Xa, b, cde m X X, m0, a 三 b(mod m), Hj 

( i )a+cŒ=b+c(mod m), ; 

(ii )a-c=b — c( mod m), 

( iil) ac & be( mod m). 

WEB] 因为 a=6(mod m), FA m | (a - b). H RR (ac) (bec) za-b 7I, 
m|((a*c) -(b*c)). BE, (E 38408, M (a-c) -(b-c) 2a-b 可 以 推出 (让 ). 
HWE), ER] ac -bc =e(a -0 因为 下 | (ea -0)， 所 以 |e(e 5), Mi ace bc( mod 
m). a 

例 4.6 因为 19=3(mod 8)., 所 以 根据 定理 4.3, 得 26 =19 +7=3 +7 =10(mod 8), 15 = 
19 -4=3 -4 = -1(mod 8), 38 =19 .2=3 .2=6(mod 8). < 

一 个 同 余 式 两 边 同时 除 以 一 个 整数 会 发 生 什 么 呢 ? 考虑 下 面 的 例子 . 

例 4.7 我 人 有 14=7..2=4 .2=8(mod 6), 但 是 我 们 不 能 消去 因子 2， 因 为 7 
4( mod 6). 4 

此 例 说 明 在 同 余 式 两 边 同 时 除 以 一 个 整数 ， 并 不 一 定 保持 同 余 ， 然 而 ， 下 面 的 定理 给 出 了 
在 同 余 式 两 边 同 时 除 以 一 个 整数 仍 会 保持 的 一 个 同 余 关系 . 

定理 4.4 Xa, b, cfe m EK, m 0, dz (c, m), 且 有 ac=bc(mod m), A] a=b 
(mod m/d). 

WEB] Zi ac-bc(mod m), Mjm | (ac -bc) 2c(a -5)， 所 以 ,存在 整数 k， 使 得 c(a 一 b) km. 
两 边 同 时 除 以 4， 得 到 (ce/d) (a -0) =k(m/d)， 因 为 (m/d，c/d) =1， 所 以 根据 引 理 3. 14， 有 


m/d|(a-b). Wit, a-b(mod m/d). 3 a 
8014.8 因为 50=20(mod 15), H(10, 15) =5， 所 以 可 见 50/10 220/10( mod 15/5), Bp 
5 z2( mod 3). 4 


下 面 的 推论 是 定理 4. 4 的 特殊 情形 ， 经 常用 到 ; 它 使 得 我 们 能 够 在 模 m: 同 余 式 中 消去 与 m 

互 素 的 数 . 
推论 4.4.1 Aa, b, cde m 3, m0, (c, m)=1, 且 有 ac=bc(mod m), Wl a=b 
(mod m). l 
例 4.9 因为 42=7(mod5) 且 (5，7) 21, HH 42/1 97/1(mod 5), Bl 62 1( mod 5). 
z < 


下 面 的 定理 比 定理 4. 3 更 一 般 ， 也 很 有 用 ， 其 证 明 与 定理 4. 3 的 证 明 类 似 . 
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定理 4.5 #a, b, c, dde m XX, m0, a=b(mod m), 且 c=d(mod m), Ri 

( i )a+c=b+d(mod m), 

(ii )a -c—b - d( mod m), 

( ili) ac & bd( mod m). 

证 明 因为 a=6b(mod m) H c=d(mod m), RJA m|(a-5) 5E ml(c-4). 因此 ， 存 在 
整数 与 1 使 得 km =a-b, lm-c-d. 

为 证 ( i )， 注 意 到 (a +c) - (b+d)=(a-b)+(c-d)=km+im=(k+1)m， 因 此， 
m|[(a+c)-(b+d)], BI a +c=b +d(mod m). 

为 证 (站 )， 注意 到 (4 -c) -(b-d4)=(a-b)-(c-d) EEE Supe 因此 ， 
m|[(a-c)-(b-d)], Bla-ceb-d(mod m). 

为 证 (证 ) AA] ac -bd =ac -bd +bc -bd =c(a-b) *b(c-d) 2 ckm * blm 2 m(ck + bl). 


因此 , m|(ac- bd), BH acm bd(mod m). " 
例 4.10 因为 13=3(mod5)， 且 7=2(mod5)， 所 以 由 定理 4.5 得 ,20 213 472342 
5(mod 5), 6=13 -7=3 -2=1(mod 5), 91 =13 - 723 - 2 2 6( mod 5). < 


下 面 的 引 理 帮 助 我 们 判定 一 个 m 元 集合 是 否 为 模 m 的 完全 剩余 系 . 

引 理 4.1 m 个 模 m 不同 余 的 整数 的 集合 构成 一 个 模 m 的 完全 剩余 系 . 

证 明 假设 m 个 模 m 不 同 余 的 整数 集合 不 是 模 m 完全 和 猎 余 系 .， 这 说 明 ， 至 少 有 一 个 整数 
a 不 同 余 于 此 集合 中 的 任 一 整数 ， 所 以， 此 集合 中 的 整数 都 不 同 余 于 a 被 m 除 所 得 的 余数 ， 从 
而 ， 整 数 被 m 除 所 得 的 不 同 剩余 至 多 有 严 -1 个 . 由 铝 逢 原理 ( 若 有 多 于 个 物体 分 配 到 ”个 
盒子 中 ， 则 至 少 有 两 个 物体 在 同一 盒子 中 ) ， 此 集合 中 至 少 有 两 个 整数 有 相同 的 模 m 剩余 ， 这 
不 可 能 ,因为 这 些 整数 均 模 m 不 同 余 . 因此 ，m 个 模 m 不 同 余 的 整数 的 集合 构成 一 个 模 m 的 


完全 剩余 系 . ` a 
定理 4.6 若 ri, r,，…, rT, 是 一 个 模 m 的 完全 剩余 系 ， 且 正 整数 a 使 得 (a， m) =1， 则 
对 任何 整数 0， 
ar, + b,ar, +b,- ,ar, +b 


都 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 
证 明 首先 来 证 

ar, t b,ar, * b, ar, +b 
中 的 任何 两 个 都 模 m 不同 余 . 为 此 ， 注 意 到 若 

ar, +b = ar, + b(mod m), 
则 由 定理 4.3 知 

ar, = ar, (mod m). 

因为 (ao, m) =1， 推 论 4. 4. 1 表明 


r, = r,( mod m). 
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AA jsek M] rr (mod m), RIER j =k. 

由 引 理 4. 1， 因 为 所 考虑 的 集合 中 由 m 个 模 m 不 同 余 的 整数 组 成 ， 所 以 这 些 整 数 构成 一 个 
模 m 的 完全 剩余 系 . m 

F i x8 38 H 9989 321 [8] EE AE [ri] H5 1E ERE RR R. 

定理 4.7 Xa, b, k fo m E dk, k>0, m0, E. acb(mod m), Xj] a* zb'(mod m). 

证 明 因为 a=6(mod m), HA m|(a-5). WS 

at - i! = (a - b) (a^! & a*?b +- + ab^ +b, 

所 以 (a -b) | (at -58*)， 因 此， 由 定理 1.8 知 m|(a* — 0"), Bl a eb (mod m). 

例 4.11 由 于 7=2(mod 5), 定理 4.7 告诉 我 们 ，343 2 7? 22? =8(mod 5). 

下 面 的 结果 说 明 如 何 将 两 个 数 关 于 不 辣 模 的 同 余 式 结合 起 来 . 

定理 4.8 若 a=b(mod m,), a=b(mod m,), =, a=b(mod m,), 其 中 a, b, mi，m,，…， 
m, X X4, Lm, m,, co, m, 是 正 的 ， 则 

a = b(mod [m,,m,,:: ,m,]), 

HoB[m,, m, e, m,]d& m, m, o, m, Bh fi. 

证 明 因为 a=b(mod m,), aS b(mod m,), +, a&b(mod m,), 所 以 m, | (a-b), 
m, | (a-b), =, m, | (a-b). 由 3.5 节 的 习题 39 ， i 


[ mi ,ma ,***,m,] | (a b). 


A 


因此 ， 
a = b(mod [m, ,m, ,*: ,m,]). " 
接 下 来 的 结论 是 此 定理 的 一 个 直接 而 有 用 的 推论 . 
. 推论 4.8.1 X acb(mod m,), aSb(mod m,), :«, a&b(mod m,), X F a, b XA, 
m, m, c, m, 是 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 则 
a = b(mod m,m,---m,). 
WEB] AA m, m, c0, m, 是 两 两 互 素 的 正 整数 ， 所 以 由 3.5 12788 68 有 
[m rm] = mm my 
因此 ， 由 定理 4.8 可 知 


a = b( mod mm,*m,). " 
在 接 下 来 的 学 习 中 ， 我 们 将 处 理 含有 整数 的 高 次 宕 的 同 余 ， 例 如 ， 我们 要 找 2” 的 模 645 
最 小 正 剩余 ， 若 找 此 最 小 正 剩余 时 我 们 先 计算 2” ， 则 得 到 一 个 194 位 的 十 进 制 数 ， 这 是 最 不 
想 要 的 ， 相 反 ， 为 求 出 2” 模 645， 我 们 先 将 指数 644 表示 成 二 进 制 形式 
(644),，= (1010000100),. 
然后 ， 用 逐个 平方 及 模 645 约 化 来 计算 2,， 2 ，2 ，2 ，…，2” 的 最 小 正 剩余 我 们 有 下 列 同 
余 式 : | 
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2 = 2( mod 645), 
2? = 4( mod 645), . 


2* = 16( mod 645), 
2* = 256 ( mod 645) , 
2 = 391 ( mod 645), 
22 = 16 (mod 645) , 
2“ = 256 ( mod 645), 
2' = 391 (mod 645), 


2%% = 16( mod 645), 
25°? = 256 ( mod 645). 
现在 用 2 的 合适 的 方 军 的 最 小 正 剩余 的 乘积 来 计算 2“ 模 645, E 
2% = 2 = 351253855 = 256 .391 . 16 = 1601536 = 1(mod 645). 

我 们 刚才 演示 了 模 指数 运算 ， 即 计算 D" BE m 的 一 般 过 程 ， 其 中 5»，m 和 W 是 正 整数 . 首 
F, 将 入 用 二 进 制 记号 表示 成 N= (aias_-1…aiao)，， 然 后， 用 逐个 平方 及 模 m WERK b, 
b, b, = bR m 的 最 小 正 剩 余 ， 最 后 ， 取 a, =1 的 7 所 对 应 的 好 模 m 的 最 小 正 剩余 的 乘积 ， 
再 模 m 约 化 即 可 . 

在 后 面 的 讨论 中 ， 我 们 需要 对 模 乘 寡 所 需 位 运算 的 次 数 估 计 . 下 面 的 命题 给 出 了 这 一 
估计 . - 
定理 4.9 Zb, m de N X EXE AK, B. b — om. NHRD XE om 的 最 小 正 剩余 要 用 
— O( (log; m)? log, N) :k 43:3& Xa. 

证 明 我 们 可 以 用 上 面 所 描述 的 算法 来 求 0^ BE m 的 最 小 正 剩 余 . 首先 ， 用 逐个 平方 及 模 
严 约 化 求 出 b, b, b, o, TRE m 的 最 小 正 剩余 , Xo 2 « N UU. 这 总 共 需 要 
O( (1og;m) log, N) 比特 的 运算 ， 因 为 要 做 [log,N] 次 模 m 平方 ， 每 次 平方 需要 0( (dogm)? ) K 
位 运算 . 然后 ， 取 W 的 二 进 制 表示 中 为 1 的 数字 对 应 的 妈 的 最 小 正 剩 余 的 乘积 ， 在 每 次 乘法 
之 后 模 m 约 化 ， 这 也 需要 0( (log,m) log:N) 次 位 运算 ， 因 为 至 多 有 [log:W] 次 乘法 ， 而 每 次 乘 


法 需要 Og, m) ) 次 位 运算 ， 因 此 ， 总 共 需 要 0( (log,m) log;N) 次 位 运算 . | " 
4.1 52] 8i 
1. WEH FIRAR. 
a)13z1(mod 2) b)22z7( mod 5) c)91 z0( mod 13) d)69 262( mod 7) 
e). -2=1(mod 3) f) -3230(mod 11) g)111= -9(mod 40) h)666 =0( mod 37) 
2. 判断 下 列 每 对 整数 是 否 模 7 R: | : 
a)l, 15 b)0, 42 c)2, 99 d)-1,8 e)-9,5 f) -1, 699 
3. 对 于 哪些 整数 m 下 列 命题 为 真 ? 
a)27=5(mod m) b)100021(mod m) c)1331 =0( mod m) 


4. 证 明 : 车 a 是 偶数 ， 则 a =0(mod 4), ， 若 “是 奇数 ， 则 a^ =l (mod 4). 


* 
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D835. 证 明 : 车 oe 是 奇数 ， 则 a =1(mod 8). 


6. 求 下 列 整 数 模 13 的 最 小 非 负 剩 余 . 


a)22 b)100 c)1001 d) -1 e) - 100 f) - 1000 
7. 求 11+21+…+1001! 的 模 下 列 整数 的 最 小 正 剩 余 . 
a)2 b)7 ol2 — d)25 


8. 证 明 : Eia, b, mAn EER, m0, 50, nm, H a=b(mod m), W] am b( mod n). 

9. 证 明 : Zia, b, cfi m 是 整数 , c0, m0, H asb(mod m), M) PET mc). 

10. 证 明 : Zia, bcd, c0, E asb(mod c), W(a, c) 2 (b, c). 

11. WEB: X j=1, 2, =, n, A a=b (mod m), XP m EERS, a, b 是 整数 ,j=1, 2, oo, n, W 


A 
a) Ya; 
Feri 


b) Ig = II b, (mod m). 

在 习题 12 ~14 中 ， 利 用 模 6 的 最 小 非 负 剩余 代表 同 余 类 ， 构 造 模 6 的 算术 表 . 
12. 构造 模 6 的 加 法 表 . 
13. 构造 模 6 的 减法 表 . 
14. 构造 模 6 的 乘法 表 . 
15. 一 个 钟表 在 下 列 情况 下 是 什么 时 刻 ? 

a)11 点 后 29 小 时 . b)2 点 后 100 小 时 . c)6 点 前 50 小 时 . 
16. 哪些 十 进 制 数字 作为 一 个 整数 的 四 次 之 的 最 后 一 位 数字 出 现 ? 
17.a, b 是 整数 ，p 是 素数 ， 你 能 从 a^ =b (mod p) 得 出 什么 结论 ? 
18. 设 a, b, kl m ÆR, k>0, m0, (a, m) =1. 证 明 , # a^ —b (mod m) H. a^"! &b'* (mod m), W 
.  &-—b(mod m). 若 去 掉 条 件 (a，m) 21, fit ae b(mod m) 还 成 立 吗 ? 
19. 证 明 : Fn BERA, W 


L| 


5 b,(mod m). 
jl 


] 2-3 *-- c (n - 1) 2 O(mod n). 
n 是 偶数 时 还 成 立 吗 ? 
20. 证 明 : 若是 正 奇数 ,或 nn 是 能 被 4 整除 的 正 整 数 ， 则 
i P +2? 4+3 +- + (n - 1)? 2 O( mod n). 
n 是 不 被 4 整除 的 偶数 还 成 立 吗 ? 
21. 
1? +2? +3? +- £e (n - 1)? z 0( mod n) 
对 哪些 正 整 数 成 立 ? 
22. 用 数学 归纳 法 证 明 ， 若 n 是 正 整 数 ， 则 A" —1 +3n(mod 9). 
23. 用 数学 归纳 法 证 明 ， 若 n 是 正 整 数 ， 则 5”=1 +4n( mod 16). 
24. 给 出 全 是 奇数 的 模 13 的 完全 剩余 系 . 
25. 证 明 ; Xp n—3(mod 4), ， 则 不 是 两 整数 的 平方 和 . 
26. 证 明 : dp p 是 素数 ， 则 同 余 方 程 x**=x(mod p) 仅 有 的 解 是 使 得 x=1 或 0(modp) 的 整数 %. : 
27. 证 明 : Xp p 是 素数 且 是 正 整 数 ， 则 同 余 方程 **=x( mod 斑 ) 仅 有 的 解 是 使 得 *= 1 或 0(mod p^) f EXC x. 
28, Z2 T PUBCHOMUER 47 的 最 小 正 剩余 . 


A 余 


29. 


30. 


31. 


一 


32. 
33. 


uU N 


a)27 | b)2* c)2200 


tm, m2, «e, m, 是 两 两 互 素 的 正 整数 . 令 Mzmm,:m,, M, = M/m;, j=1, 2, 


Q2, t, Qk 分 别 取 遍 模 Mi, m,, ,my 的 完全 剩余 系 时 ， 
M,a, + M,a, + -- + M,a, 


BOR EE M 的 完全 剩余 系 . 


解释 如 何 从 u +o 的 模 mm 最 小 正 剩 余 求 出 上 +o, Hh u, v 是 小 于 m 的 正 整 数 . 〈 提 示 : 假设 w<v， 分 别 考 


È u +o 的 最 小 正 剩余 小 于 ww 和 大 于 ， 的 两 种 情形 . ) 


EFKA w 的 计算 机 上 ， n<w/2 时 的 模 乘法 可 以 如 下 施行 . 设 T=[Vn+1/2] ,t=7?-n， 对 每 次 计 
算 , 证 明 所 需 的 全 部 计算 机 算术 都 不 超过 字 长 . (这 一 方法 被 海德 (Head)[He80] 描 述 过 . ) 


a) |t| «T. 
b) 证 明 : Æ xA yT n KERR, DU 

x-aT-b, y-cT «d, 

Apa, b, c 和 4d 是 整数 , 满足 0<a<7T, Ocb-T, OzxceT fllo«d- T. 

c) 设 z=ad+bc(mod n), 使 得 0<z<n， 证 明 

xy = act * zT + bd( mod n). 
d)ikaczeT f, 其 中 e 和 /是 满足 0<e<7T 和 0<f<7 的 整数 ， 证明 

xy = (z + et)T + ft + bd( mod n). 


l e)Ut v=z +et(mod za) 使 得 0 过 "<m 证 明 有 


v= gT+h, 
KP g 和 是 满足 0<g<7T 和 0<h<7 的 整数 ， 且 使 得 
xy = hT € (f * g)t * bd( mod n). 
全 用 下 面 的 方法 证 明 ，(e) 中 同 余 式 的 右边 的 计算 不 会 超过 字 长 : 首先 求 7 使 得 

j= (f*g)t( mod n) 
且 0<j<n， 然后 求 上 使 得 

k = j + bd( mod n) 
HOsk<n, 从 而 有 

xy = hT + k(mod n). 


这 将 给 出 想 要 的 结果 . 
设计 一 个 模 指 数 运算 的 算法 ， 其 中 乘 窒 是 以 3 为 基 的 展 式 . 
求 下 列 最 小 正 剩 余 . 
a)3" 模 11 b)2" gi 13 
c)5 5f 17 d)32 模 23 


| e) 你 能 从 上 述 局 余 式 提 出 一 个 定理 吗 ? 


34. 


* 35. 


CA 


36. 
37. 


求 下 列 最 小 正 剩 余 . 


a)6! 模 7 — b)IOMEE 1]  c)12! 模 13 4)16! 模 17  ”。) 你 能 从 上 述 同 余 式 提出 一 个 定理 吗 ? 
证 明 对 每 个 正 整数 普 ， 都 有 无 穷 多 斐 波 那 契 数 记 使 得 m 整除 (提示 : 证 明 斐 波 那 契 数 的 模 普 最 小 正 剩 


余 的 序列 是 重复 的 . ) 
利用 数学 归纳 法 证 明定 理 4. 7. | 
证 明 计算 两 个 小 于 m 的 正 整 数 之 积 模 m 的 最 小 正 剩余 需要 O log! m) 次 位 运算 . 


Ax 
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*38. 五 个 人 和 一 只 猴子 遇 海难 留 在 一 座 小 岛 上 .这些 人 收集 了 一 堆 椰 子 准备 第 二 天 早晨 均 分 ， 其 中 的 一 个 人 不 
信任 其 他 的 人 ， 夜 里 起 来 把 郁 子 分 成 五 等 份 ， 剩 余 的 一 个 椰子 给 了 猴子 .最 后 他 把 自己 的 一 份 藏 起 来 ， 其 
他 四 个 人 也 在 夜里 做 了 同样 的 事情 ， 将 找到 的 椰子 分 成 五 等 份 ， 恰 好 剩 的 一 个 给 猴子 ， 再 将 自己 的 一 份 藏 
起 来 .到 了 早晨 ， 这 些 人 把 剩 下 的 椰子 分 成 五 等 份 ， 剩 下 了 一 个 给 猴子 . 问 这 些 人 一 开始 最 少 收集 了 多 少 
椰子 ? 
*39. 设 有 nn 个 人 和 上 只 猴子 ， 且 每 次 每 只 猴子 都 得 到 一 个 椰子 ， 回 答 习 题 38 的 问题 . 

我 们 称 多 项 式 儿 x) 和 g(x) 作为 多 项 式 模 nn 同 余 , 若 f(x) 和 g(x) 中 对 应 的 x 的 各 方 短 的 系数 模 n 同 余 . 例 

w, lla ”+x 2 fua! -Ar +5x+22 作为 多 项 式 模 5 AR 记号 f(x)=g(x)(mod n) 常 用 来 表示 f(x) 和 g(x) 

作为 多 项 式 模 nn 同 余 . 在 习题 40 ~44 中 ,假设 是 大 于 1 的 整数 ， 且 所 有 的 多 项 式 都 是 整 系数 的 . 

40. a) 证 明 : ESM g(x) 作为 多 项 式 模 n 同 余 ， 则 对 每 个 整数 4， 都 有 f(a) m g(a) (mod n). 
b) 证 明 : 若 对 每 个 整数 a, 都 有 f(a) = 二 g(a) (mod n), 不 一 定 有 f(x) 和 g(x) 作 为 多 项 式 模 n AR. 

41. 证 明 : 车 (x) 和 g, (x) 作 为 多 项 式 模 n 同 余 , Eha) g,(%) 作 为 多 项 式 模 n 同 余 ， 则 
a)i +h) Ce + gs)(%x) 作 为 多 项 式 模 n AR. 
b) Cfi.) (x) 和 (gg,)(x) 作 为 多 项 式 模 nn AR. 

42. ER: 若 f(%) 是 整 系数 多 项 式 ， 且 f(a) =0(mod n)， 则 存在 整 系数 多 项 式 g(x) ,使 得 f(x) 和 (x -a)g(x) 作 
为 多 项 式 模 n 同 余 . 

43. 设 p 是 素数 ， f(x) 是 整 系数 多 项 式 ，a; ，a,，…，ai Ep AERIS, 且 对 j=1, 2,…, k,， 有 f(a)=0(mod p). 
证 明 存在 整 系数 多 项 式 gl), BE f(x) RI (n -a ) (x -a,) (x a) gC x) PER ERU p AR. 

44. 利用 习题 43 证 明 ， 若 p 是 素数 ，f(x) 是 整 系数 多 项 式 , x 的 最 高 次 军 x" 的 系数 能 被 p 整除 ， 则 同 余 方 程 
f(x) =0(mod p) 至 多 有 p 个 模 p 不 同 余 的 解 . 


4. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 3R 7651$ 10 403 的 最 小 正 剩余 . 
2. 求 7651”! 模 10 403 的 最 小 正 剩余 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 对 于 固定 的 模 求 整数 的 最 小 正 剩 余 . : 
2. 做 小 于 计算 机 一 半 字 长 的 模 加 法 和 模 减 法 . 
3. 利用 习题 31， 做 小 于 计算 机 一 半 字 长 的 模 乘 法 . 
4. 利用 课文 中 所 描述 的 算法 做 模 乘 寡 . 


4. 2 ”线性 同 余 方程 
设 x 是 未 知 整数 ， 形 如 


| ax = b(mod m) 
的 同 余 式 称 为 一 元 线性 同 余 方 程 ， 在 本 节 中 ， 我 们 会 看 到 研究 这 类 同 余 方 程 与 研究 二 元 线性 丢 
和 在 图 方程 是 类 似 的 . 

首先 注意 到 ， 若 x =x 是 同 余 方 程 ax=6b(mod m) 的 一 个 解 ， 且 xi —x,(mod m), Nj. ax, = 
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axo 三 b(mod m), BEL x, 也 是 一 个 解 。 因 此 ， 若 一 个 模 m 同 余 类 的 某 个 元 素 是 解 ， 则 此 同 余 类 
的 所 有 元 素 都 是 解 ， 于 是 ， 我 们 会 问 模 m 的 m 个 同 余 类 中 有 和 多少 个 给 出 方程 的 解 : 这 相当 于 
问 方程 有 多 少 个 模 m 不 同 余 的 解 。， 下 面 的 定理 告诉 我 们 一 元 线性 同 余 方程 何 时 有 人 和解， 在 有 解 
时 方程 有 多 少 模 m RERNI. 

定理 4.10 Za, b fom XXX, m 00, (a, m) 2d. Xd fib, WW ax&b(mod m) 无 解 . 
# d|b, H] axeb(mod m)457j d 43€ m 不同 余 的 解 . 

证 明 由 定理 4.1， 线 性 同 余 方程 ax=b(mod m) 等 价 于 二 元 线性 丢 番 图 方程 ax - my =b. 
整数 x 是 ax=6(mod m) 的 解 ， 当 且 仅 当 存 在 y 使 得 ax - my =b. 由 定理 3.23 可 知 ， did b, 
则 无 解 ， 而 415 时 ，ax - my =b 有 无 穷 多 解 : l 

x = xo (m/d)t, y = Yo + (a/d)i, 
其 中 x =x。 和 y=y。 是 方程 的 特 解 ， 上 述 x 的 值 
x = xy + (m/d)t 
是 线性 同 余 方程 的 解 ， 有 无 穷 多 这 样 的 解 . 
为 确定 有 和 多少 不 同 余 的 解 ， 我 们 来 找 两 个 解 x, =x, + (m/d) t, H x, =x +(m/d)t, # m W 
余 的 条 件 ， 若 这 两 个 解 同 余 ， 则 | 
Xo + (m/d)t, = x, + (m/d)t,( mod m). 
HAURE x, A 
(m/d)t, = (m/d)t, (mod m). 
因为 (m/d) | m, WCM, m/d) =m/d， 再 由 定理 4.4 可 见 


t, = t, (mod d). 
这 表明 ， 不 同 余 的 解 的 一 个 完全 集合 可 以 通过 取 * =xo + (m/4)1 得 到 ， 其 中 上 取 遍 模 d 的 完全 
剩余 系 ， 一 个 这 样 的 集合 可 由 x =xo +(m/d)t 给 出 ， 其 中 上 =0，1，2，…，d -1. " 


如 推论 4.10.1 Brzm , RA a MR m 互 素 的 线性 同 余 方 程 有 唯一 解 . 

推论 4.10.1 ade m0 ER, Bb EG, REEL 4 E ax b(mod m) 有 模 m 的 
唯一 解 ， 

证 明 ”因为 (a, m) =1， 所 以 (c, m) | 2 因此， 由 定理 4. 10， 线 性 同 余 方 程 ax=6( mod m) 
Tif (a, m) =1 个 模 m 不 同 余 的 解 . a 

现在 我 们 来 看 定理 4. 10 KAEM. s 

例 4.12 为 找 出 9x=12(mod 15 ) 的 所 有 解 ， 首 先 注意 到 因为 (9，15) 23 且 3 112， 所 以 
恰 有 三 个 不 同 余 的 解 . 我们 可 以 通过 先 找 到 一 个 特 解 ， 再 加 上 15/3 =5 的 适当 倍数 来 求 得 所 有 


的 解 ， 
为 求 特 解 ， 我 们 考虑 线性 丢 番 图 方程 9x -15y = 12， 由 欧 几 里 得 算法 得 
1529-146 
926-1243 
52302, 


BrA329-6-129-(16-9-:1) 292-15. 因此 , 9*8-15- 412, 9x -15y 212 的 一 个 
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特 解 是 x。=8 和 yo =4. 

由 定理 4. 10 的 证 明 ， 三 个 不 同 余 的 解 由 x —x, 8(mod 15), x 2x, +5=13(mod 15) 和 %= 
x, +5.2=18=3(mod 15) 给 出 . < 

BH ”我们 考虑 特殊 形式 的 同 余 方程 ax=1(mod m)， 由 定理 4.10， 此 方程 有 解 当 且 仅 

当 (&,m) =1， 于 是 其 所 有 的 解 都 模 m 同 余 . 

定义 ”给 定 整 数 a， 有 (a,m) =1， 称 ax 二 1(mod m) 的 一 个 解 为 a 模 m 8658. 

例 4.13 因为 7x=1(mod 31) 的 解 满足 x*=9(mod 31)， 所 以 9 和 所 有 与 9 模 31 同 余 的 整 
数 都 是 7 模 31 的 道 ， 类 似 地 ， 因 为 9.7=1(mod 31)， 所 以 7 是 9 模 31 fix. < 

当 我 们 有 a BE m 的 一 个 逆 时 ， 可 以 用 它 来 解 形 如 ax m b (mod m) 的 任何 同 余 方程 .为 看 清 
这 一 点 ， 令 5 是 a 的 模 普 的 一 个 道 ， 所 以 az=1(mod m). FE, fiax&b(mod m), RK 
同 余 方 程 两 边 同 时 乘 以 5， 得 到 5(ax) -ab(mod m), 所 以 x—ab(mod m). 

例 4.14 为 求 出 7x=22(mod 31) 的 所 有 解 ， 我们 在 此 方程 两 边 同时 乘 以 9， 这 是 7 BEI 
的 一 个 道 , 得 9 .7x=9. 22(mod 31). WIE, x=198=12(mod 31). 4 

例 4.15 求 出 7x=4(mod 12) 的 所 有 解 . 注意 到 (7，12) =1， 所 以 方程 有 模 12 的 唯一 解 . 
为 求 此 解 ， 只 须 求 得 线性 丢 番 图 方程 7x - 12y =4 的 一 个 解 ， 由 欧 几 里 得 算法 ， 有 


1227*1245 
725-142 
5=2.2+1 
221-2. 


因此 , 1=5-2-2=5-(7-5-1) -225-3-2-72(12-7-1) *3-2*7z12- 3-5: 7. 
所 以 ， 线 性 丢 番 图 方程 的 一 个 特 解 为 ze = -20 fy, 212. 从 而 ， 线 性 同 余 方 程 的 所 有 解 由 
x 三 -20 三 4(mod 12) Zi H. | 4 

稍 后 ， 我 们 需要 知道 哪些 整数 是 其 自身 模 的 逆 ， 其 中 p 是 素数 .下 面 的 定理 告诉 我 们 哪 
些 整数 具备 这 样 的 性 质 . 

定理 4.11 i p EX. GEEK a 是 其 自身 模 疡 的 着， 当 且 仅 当 ae=1(modp) 或 4s-1 
( mod p). 

WEBB 若 a=1(modp) 或 a= -1(modp), 则 a =1(mod p), HEV a FAHR p Bii. 

反 过 来 ， 若 a 是 其 自身 模 p 的 逆 ， Wba!'-a-a-l(modp). Db, pl(a -1). 又 因为 
a -1=(ga-1)(a+1)， 所 以 pl(a-1) 或 p|(a+1). 因此 , 或 者 a=1(mod p), 或 者 a= 
-1(mod p). " 
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. 求 下 列 线性 同 余 方 程 的 所 有 解 . . 
a)2x=5(mod 7) b)3x-6( mod 9) c) 19x 2:30( mod 40) 
d)9x25( mod 25) e)i03x2444(mod 999) - £)980x 21500 ( mod 1600) 
. 求 下 列 线性 同 余 方 程 的 所 有 人 解 . . 
a)3x=2( mod 7) b)6x=3( mod 9) c)17x 214 ( mod 21) 


一 
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9. 
10. 


11. 


4. 
计 
1. 


2. 
3. 


d)15x=9( mod 25) e)128x 2:833 ( mod 1001) 1)987x 2: 610 ( mod 1597) 


. 求 同 余 方 程 789 783x=2 474 010 ( mod 28 927 591) 的 所 有 解 . 
. 假设 p 是 素数 ，o 和 上 是 正 整数 ， 旦 (p，c) =1， 可 以 用 下 面 的 方法 求解 线性 同 余 方程 wx= b( mod p). 


a) 证 明 : 若 x* 是 ax=8(modp) 的 一 个 解 ， 则 * 也 是 线性 同 余 方程 
a,x 三 -blm/al](mod p) 
的 一 个 解 ， 其 中 a 是 p 模 a 的 最 小 正 剩 余 . 注意 ， 此 同 余 方 程 与 原 同 余 方程 属 同一 类 型 ， 但 x 的 系数 是 
Eb “更 小 的 正 整 数 . 
b) 重 复 (a) 的 过 程 ， 可 得 一 列 线性 同 余 方程 ， 其 中 x* 的 系数 为 ce > al > aa >…. 证 明 存 在 正 整数 ”使 得 
a, 21, AWEH n #148) x9 B( mod p). E 
c) fü Fi Cb) 的 方法 解 线性 同 余 方 程 6x=7(mod 23). 


.一 个 宇航 员 知 道 ， 卫 星 绕 地 球 一 周 的 时 间 是 少 于 1 天 的 1 小 时 的 某 一 整 倍数 . 若 此 宇航 员 注意 到 卫星 在 某 


时 间 段 内 绕 地 11 圈 ， 该 区 间 的 起 点 是 0 时 ， 终 点 是 17 时 ， 则 此 卫星 的 轨道 周期 是 多 少 ? 


.对 于 哪些 小 于 30 的 非 负 整数 ce，12x=c( mod 30) 有 解 ?9 若 有 解 ， 问 有 多 少 不 同 余 的 解 ? 
.对 于 哪些 小 于 1001 的 非 负 整数 。，154x= c(mod 1001) 有 解 ? 若 有 解 ， 问 有 多 少 不 同 余 的 解 ? 
. 求 下 列 整 数 的 模 13 的 一 个 道 . 


a)2 b)3 c)5 d)11 


求 下 列 整 数 的 模 17 的 一 个 逆 . 
a)4 b)5 c)7 d)16 


a) 确 定 哪些 整数 a 有 模 14 的 一 个 道 ， 其 中 Sass. 
b) 求 出 (a) 中 有 模 14 的 一 个 道 的 每 个 整数 的 逆 . 
a) 确 定 哪 些 整数 a 有 模 30 的 一 个 逆 ， 其 中 1<a<30. 
b) 求 出 (a) 中 有 模 30 的 一 个 逆 的 每 个 整数 的 逆 . 


ER: 若 5 是 a 模 m 的 一 个 逆 , 6 是 5 模 m 的 一 个 道 ， Wü] ab E ab 的 模 m 的 一 个 北 . 
. Wa, b,c 和 m 是 整数 , m0, Hd (a, b, m). 证 明 ， 线 性 同 余 方 程 ax + by 5 c( mod m) Æ d |c 时 恰 


有 dm 个 不 同 余 的 解 ， 其 他 情形 无 解 . 


. 求 下 列 二 元 线性 同 余 方 程 的 所 有 人 解 . 


a)2x +3y=1(mod 7) b)2x +4y=6( mod 8) c)6x +3y=0( mod 9) d)10x +5y=9( mod 15) 


. 设 p 是 奇 素数 ,是 正 整 数 ， 证 明 同 余 方程 **=1(mod p) AC Wi APA RRK = +1(mod p*). 
. AEBI [8] 4:25 ER x m 1( mod 2*) T£ k — 2 时 恰 有 四 个 不 同 余 的 解 ， 它们 是 x 三 土 1 或 (14+2!1)(mod 2*). 证 


明 k=1 时 仅 有 一 个 解 , k=2 时 有 两 个 不 同 余 的 解 . 


. 证 明 : 车 a 和 mn 是 互 素 的 正 整 数 ， 且 a 二 m， 则 通过 0(log m) 次 位 运算 可 求 得 a 模 w 的 一 个 道 . 
. 证 明 : 若 p 是 奇 素数 ，a 是 不 被 p 整除 的 正 整 数 ， 则 同 余 方 程 *=a(mod.p) 要 人 么 无 解 ， 要 么 恰 有 两 个 不 同 


nm 
2 节 计 算 和 程序 设计 练习 
算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
求解 123 456 789x —9 876 543 210( mod 10 000 000 001). 
求解 333 333 333x= 87 543 211 376 ( mod 967 454 302 211). 
3k 734 342, 499 999 和 1 000 001 $X 1 533 331 Bir. 
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程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 利用 课文 中 的 方法 求解 线性 同 余 方 程 . 
2. 利用 习题 4 的 方法 求解 线性 同 余 方程 . 
3. HERS m, RI m 互 素 的 那些 整数 的 模 m Bis. 
4. 利用 逆 求 解 线性 同 余 方 程 . 
5. 求解 二 元 线性 同 余 方程 . 


4.3 中 国 剩余 定 理 


在 本 节 和 4.5 节 中 ,我 们 讨论 联 立 的 同 余 方程 组 .我 们 将 研究 两 种 类 型 的 方程 组 第 一 种 
类 型 有 两 个 或 更 多 具有 不 同 模 的 一 元 线性 同 余 方 程 ; 第 二 种 类 型 的 同 余 方程 变 元 数 多 于 一 ， 昌 
方程 数 多 于 一 ， 但 是 方程 的 模 相 同 . 

首先 ， 我 们 考虑 仅 有 一 个 未 知 数 但 有 不 同 模 的 同 余 方程 组 .这样 的 方程 组 来 源 于 古代 中 国 
难题 ， 例 如 下 面 取 自 成 书 于 公元 3 世纪 晚期 的 《和 孙子 算 经 》 的 问题 ， 求 一 个 数 ， 它 被 3 RA 
1,， 被 5 除 余 2， 被 7 除 余 3， 这 个 难题 导致 下 面 的 同 余 方 程 组 : 

x = l( mod 3), x 三 2(mod 5), x = 3( mod 7). 

涉及 同 余 方程 组 的 问题 在 公元 一 世纪 希腊 数学 家 尼 科 马凯 斯 ( Nicomachus ) 的 著作 中 出 现 
过 ， 也 在 公元 七 世纪 印度 婆罗 摩 笈 多 的 著作 中 出 现 过 .， 然而， 直到 1247 年 ， 秦 九 韶 才 在 其 著 
作 《 数 书 九 章 》 中 给 出 解 线性 同 余 方 程 组 的 一 般 方法 . ,我 们 现在 给 出 关于 一 元 线性 同 余 方程 
组 的 解 的 主要 定理 ， 此 定理 称 为 中 国 剩余 定理 ， 可 能 主要 因为 秦 九 韶 等 中 国 数学 家 对 方程 组 的 
解 做 出 了 贡献 . (更 多 关于 中 国 剩余 定理 历史 的 信息 可 以 参看 [ Ne69] 、[ LiDu87] 、[ Li73 ] 和 
[ Ka98].) 


秦 九 韶 (1202 一 1261 ) 出 生 于 中 国 四 川 省 ， 他 在 宋朝 首都 杭州 学 习 天 文学 ， 他 有 十 年 时 间 在 与 成 吉 思 省 
率领 的 蒙古 军队 作战 的 前 线 度 过 ， 危 险 且 条 件 艰 苦 ， 根据 他 的 记叙 ， 他 向 一 位 隐士 学 习 了 数学 ， 在 前 
线 的 日 子 里 ， 他 研究 了 一 些 数学 问题 . 选取 了 其 中 的 81 个 ， 将 其 分 为 九 部 分 ， 写成 了 《 数 书 九 章 》 一 
书 ， 此 书包 括 了 线性 同 余 方程 组 、 中 国 剩余 定理 、 代 数 方程 、 几 何 图 形 的 面积 、 线 性 方程 组 ， 以 及 其 
他 一 些 内 容 . 

泰 九 韶 被 认为 是 一 个 数学 天 才 ， 他 在 很 多 方面 都 有 天 赋 ， 例 如 建筑 、 音 乐 、 诗 歌 ， 以 及 包括 射箭、 
剑术 和 骑 术 在 内 的 很 多 体育 运动 .他 曾 在 朝廷 担任 过 很 多 官职 ， 但 声誉 不 佳 


定理 4.12( 中 国 剩 余 定理 ) dom, m, co, m 是 两 两 互 素 的 正 整 数 .， 则 同 余 方程 组 
x = e (mod m,), 


x = a,(mod m,), 


x = a,( mod m,) 


有 模 M =m m, m, 的 唯一 解 . 
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证 明 首先 ， 构 造 同 余 方程 组 的 一 个 联 立 解 .为 此 ， 令 M, = M/m, = mm, m, Qmm. 
EN jk E (m,, m,) =1， 所 以 由 3.3 节 习 题 14 JI (M,, m,) =1， 再 由 定理 4.10, HRI M, 
BE m 的 一 个 道 y;， 所 以 Miys 三 1(mod m,). 现在 构造 和 

i x = a My, +aM,y, + … +a My, 

此 x 就 是 7 个 同 余 方 程 的 联 立 解 。 要 证 明 这 一 点 ， 只 须 证 对 k=1, 2, =, rH xa, (mod m,). 
因为 jk 时 m |M， 所 以 有 =0(mod m,). 因此， 在 x 的 和 式 中 ， 除 了 第 项 之 外 的 所 有 项 都 
和 0(mod m,) ER. AM, x—2a,M,y, a, (mod mi;)， 这 是 因为 M,y, S 1(mod m,). 现在 来 证 
任意 两 个 解 都 是 模 M 同 余 的 ， 设 x Ma 都 是 同 余 方程 组 " 个 方程 的 联 立 解 ， 则 对 每 个 4，xo= 
x,-a,(mod a,), FELA m, | (xo -xi). 由 定理 4.8 可 见 ，M | (xo -x,). 因此 ,xo 二 xi (mod M). 
这 说 明 同 余 方 程 组 的 > 个 方程 的 联 立 解 是 模 M 唯一 的 . l i " 

我 们 通过 解 前 述 古 代 中 国难 题 来 说 明 中 国 剩余 定理 的 用 途 . 

例 4.16 解 方程 组 


x 三 1(mod 3) 
x = 2(mod 5) 
x = 3(mod 7). 


RE M-23-5-72105, M, 2105/3 235, M, 2105/5 221, M, 2105/7 = 15. HME y, M 
35y, =1 (mod 3 ) 或 等 价 的 2y, =1(mod 3), f& y, 22(mod 3). f£21y,1(mod 5), 立即 得 y,= 
l(mod 5)， 最 后 , # 15y, =1(mod 7)f$ y, 1(mod 7). 因此 ， 
x21-:35-242-21*1 43-*15-1 
= 157 = 52( mod 105). 

可 以 验证 满足 x=52(mod 105) 的 x 是 同 余 方程 组 的 解 ， 这 只 需 注意 到 52. 1( mod 3), 522 
2(mod 5), 52=3( mod 7). 4 

也 可 以 用 迭代 法 解 联 立 的 同 余 方程 组 ， 我们 举例 说 明之 . 

例 4.17 假设 我 们 要 解 方程 组 


x 三 1(mod 5) 
x = 2(mod 6) 
x = 3(mod 7). 


我 们 利用 定理 4. 1 把 第 一 个 同 祭 方程 写成 等 式 ， 即 x=5; +1， 其 中 上 是 整数 .将 “的 此 表达 式 
代入 第 二 个 同 余 方程 ， 得 到 
5t 4 1 2 2(mod 6), 
容易 解 出 1=5(mod 6)， 再 由 定理 4.1， 有 4=6x +5， 其 中 心 是 整数 . 从而, x=5(6u+5)+1= 
30u +26. 将 x 的 此 表达 式 代 和 人 第 三 个 同 余 方 程 ， 得 到 
30u + 26 2 3(mod 7), 
解 此 同 余 方 程 得 w=6(mod 7). 于是， 定理 4.1 说 明 w=7v+6， 其 中 wv 是 整数 .因此 ， 
x = 30(7v +6) +26 =210v + 206, 
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将 此 等 式 转化 为 同 余 方程 ， 得 到 
x = 206( mod 210) , 
此 即 联 立 解 . < 
注意 ， 我 们 刚才 所 用 的 方法 说 明 ， 可 以 通过 逐个 解 线 性 同 余 方程 来 解 联 立方 程 组 的 问题 . 
即使 同 余 方程 的 模 并 不 两 两 互 素 ， 只 要 同 余 方 程 是 相 容 的 ， 这 种 方法 仍然 可 行 ( 见 本 节 后 的 习 
题 15 ~ 20). : 
利用 中 国 剩余 定理 的 计算 机 算术 运算 中 国 剩余 定理 提供 了 实施 大 整数 的 计算 机 算术 运算 
的 方法 .存储 很 大 的 整数 并 做 它们 之 间 的 算术 运算 需要 特殊 的 技巧 . 中 国 剩余 定理 告诉 我 们 ， 
给 定 两 两 互 素 的 模 ma ，m, ，…，m,， 一 个 小 于 M = mim,…m, 的 正 整数 n 由 它 的 模 m, 最 小 正 
剩余 唯一 决定 ， 其 中 J7=1，2，…，r 假设 一 个 计算 机 的 字 长 仅 为 100, 但 是 我 们 想 做 大 小 为 
10 的 整数 的 算术 运算 . 首先， 找到 小 于 100 的 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 使 它们 的 积 超过 105; di 
如 ， 可 取 m, =99, m, =98, m, =97 fim, =95， 我 们 将 小 于 10^ 的 整数 转换 为 4 元 组 ， 每 个 分 
量 分 别 是 它 模 m, m, m, m 的 最 小 正 剩余 . (要 转换 大 小 为 10" 的 整数 为 它 的 最 小 正 剩余 
的 列表 ， 我 们 需要 用 多 精度 技术 来 处 理 大 整数 ， 然而， 这 仅 需 在 输入 和 输出 时 各 做 一 次 . ) 然 
后 ， 例 如 做 整数 的 加 法 ， 我 们 仅 需 把 它们 模 m, m, m, m, 的 最 小 正 剩余 相 加 ， 这 用 到 结 
YE: Æ xx(mod m), y=y,(mod m,), W x & yox, +y;(mod mi)， 然后 利用 中 国 剩余 定理 将 
所 得 的 四 个 最 小 正 剩余 的 和 的 集合 转换 为 一 个 整数 . 1 
”下 面 的 例子 说 明了 这 一 技巧 . 
例 4.18 我 们 想 在 字 长 仅 为 100 的 计算 机 上 求 x=123 684 与 413 456 的 和 ， 我 们 有 
.% 三 33(mod 99) y= 32(mod 99), 
x = 8(mod98) y= 92(mod 98), 
x = 9(mod 97) y = 42(mod 97), 
x = 89(mod 95) y = 16( mod 95), 
所 以 
X + y = 65(mod 99), 
x +y 2 2(mod 98), 
x +y = 51(mod 97), 
x * y = 10(mod 95). 
我 们 现在 用 中 国 剩余 定理 来 求 x +y 模 99.98 - 97 . 95. 我们 有 MM=99 . 98 - 97 > 95 = 89 403 930, 
M, = M/99 903070, M, = M/98 912285, M, = M/97 = 921 690, M, = M/95 = 941 094， 要 对 
z=1，2，3，4 来 求 Wi(mod y,) 93. 为 此 ， 我们 (用 欧 几 里 得 算法 ) 解 下 列 同 余 方 程 : 
903 070y, = 91y, = 1(mod 99), 
912 285y, = 3y, = 1(mod 98 ) ， 
921 690y, =.93y, = 1(mod 97), 
941 094y, = 24y, = 1(mod 95), 
144 y, 37 (mod 99), M 98), y,=24( mod 97), y, 4(mod 95). 因此 ， 
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X + y = 65 - 903 070 -3742-912285 .33 + 51 + 921690 - 24 + 10 - 941094 - 4 

z 3397 886 480 i 
= 537 140 (mod 89 403 930). 
因为 0 二 #4+y 二 89 403 930, FELA x +y =537 140. 4 

.大 多 数 计算 机 的 字 长 都 是 2 的 高 次 宕 ， 通 常 的 值 是 25， 因此， 为 利用 模 算 术 和 中 国 剩 余 
定理 做 计算 机 算术 运算 ， 我 们 需要 小 于 2 的 两 两 互 素 的 整数 且 它 们 的 积 是 一 个 大 整数 . 我 们 
利用 形 如 2"” -1 的 数 来 找 这 种 整数 ， 其 中 产 是 正 整 数 .. 用 这 些 数 做 计算 机 算术 运算 相对 简单 一 
些 ( 见 [Kn97])， 为 产生 这 种 形式 的 两 两 互 素 的 整数 集 ， 我 们 先 来 证 明 下 面 两 个 引 悍 . 

引 理 4.2 若 a 和 6 是 正 整 数 ， 则 2 -1 模 2* -1 的 最 小 正 剩 余 是 2 -1, 其 中 r 是 a 模 b 
的 最 小 正 剩余 . 

证 明 ”由 带 余 除法 ，a = bg +r， 其 中 r+ 是 a 模 b 的 最 小 正 剩余 . RIA 2-182" -1= 
(25 -1) (24979 ** pe 42 427) +(2 -1)， 这 说 明 2 -182 - 1 除 所 得 的 剩余 是 2 -1; 此 
Bl 2* -1 模 2 -1 的 最 小 正 剩余 . s 

我 们 利用 引 理 4. 2 来 证 明 如 下 结论 . 

引 理 4.3 车 a 和 65 是 正 整 数 ， 则 2-142! -1 的 最 大 公约 数 是 20 -1. 

证 明 对 ac=r 和 2= 用 欧 几 里 得 算法 ， 得 


ro = nuQ, +r Ozxr,-rn 
n = Dn, + Ts 0<r,<r, 
Ta-3 - T,.205-2 十 Ta-1 0 < TL ro 


Ta-2 7 Ta-1fn-1° 
其 中 最 后 一 个 余数 7,_1 是 a 和 的 最 大 公约 数 . 
利用 引 理 4.2 以 及 对 于 & =r, Hb =n 的 欧 几 里 得 算法 的 步 又 ， 我 们 对 2 -1 =R 和 2 -1-R, 
用 欧 几 里 得 算法 ， 得 


R, = RQ, +R, R,-2^-1 
R, = R,Q, + R, R,-2^-1 
R,s = R, 50, + R,_i R, = 2 
R,„-2 z RQ , 
这 里 ， 最 后 一 个 非 零 的 余数 R,， =2"- -122/7? -1 是 R M R, 的 最 大 公约 数 . a 


利用 引 理 4. 3 ， 我 们 有 如 下 定理 . 

3384.13 正 整 数 2" -1 和 2 -1 是 互 素 的， 当 且 仅 当 a 与 了 是 互 素 的 . 

我 们 可 以 用 定理 4. 13 来 产生 一 个 两 两 互 素 的 整数 集 ， 其 中 每 个 整数 都 小 于 2”， 它 们 的 积 大 
于 某 个 特定 的 整数 ， 假 设 我 们 想 对 大 小 为 2” 的 整数 做 算术 运算 . Hom, -2* -1, m,-2" -1， 
m,-29-1, m,-2! -1, m,-2? -1, m,-2" -1. 因为 mi 中 2 的 次 数 两 两 互 素 ， 所 以 由 定 
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384.13, m, 是 两 两 互 素 的 ， 而 且 ，M 9 m,m,m,m,m,m, >>2!M， 现 在 ,我 们 能 用 模 算术 和 中 国 
和 狮 余 定理 对 大 小 为 2”“ 的 整数 做 算术 运算 了 . 

尽管 用 模 算术 和 中 国 剩余 定理 对 大 整数 做 计算 机 算术 运算 有 些 不 太 方便 ,这样 做 还 是 有 好 
处 的 ， 首先， 在 很 多 高 速 计算 机 上 ， 运 算 可 以 同时 进行 ， 所 以 ， 约 化 两 个 大 整数 的 运算 为 较 小 
整数 ( 即 大 整数 对 不 同 的 模 的 最 小 正 剩余 ) 的 集合 的 运算 ， 然后 可 以 同时 计算 ， 这 比 用 大 整数 
做 一 次 运算 快 很 多 ， 特 别 是 使 用 并 行 处 理 时 ， 其 次 ， 即 使 不 考虑 同时 计算 带 来 的 好 处 ， 利 用 这 
些 想 法 来 做 大 整数 的 乘法 也 会 比 用 其 他 多 精度 方法 快 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 Knuth[ Kn97 ]. 


4. 3 节 习 题 
. 什么 整数 被 2 和 3 除 都 余 1? 


1 
2. 求 一 整数 ， 它 被 2 或 5 除 余 1， 但 被 3 整除 . 
3. 求 一 整数 ， 它 被 3 或 5 除 余 2， 但 被 4 整除 . 
4. 求 下 列 线 性 同 余 方 程 组 的 所 有 解 . 
a)x=4(mod 11) b)x=1(mod 2) c)x=0( mod 2) d)x=2(mod 11) 
x=3(mod 17) x=2( mod 3) x=0( mod 3) x=3( mod 12) 
x=3(mod 5) x=|(mod 5) x=4(mod 13) 
x=6( mod 7) x=5( mod 17) 
x=6(mod 19) 


5. 求 线性 同 余 方 程 组 x=1(mod 2)， x*:2(mod 3), x=3(mod 5), x=4( mod 7) fll x 5( mod 11) 的 所 有 解 . 

6. 求 线性 同 余 方 程 组 x*= 1( mod 999) , x&2(mod 1001) , x=3(mod 1003) , x&4(mod 1004) Ñi x=5( mod 1007) 
的 所 有 解 ， | | 

7. 17 只 猴子 把 它们 的 香蕉 分 成 11 EO MEE, ROESGEEMET—T, T8 FRU B HEB GT EX. Cw 
17 等 分 ， 则 没有 剩余 ， 问 它们 最 少 有 多 少 香蕉 ? 

8. 一 个 计 程 器 工作 时 ， 另 有 一 个 特殊 的 计数 器 按 模 7 记录 汽车 行驶 的 英里 数 ， 计 程 器 按 模 100 000 工作 ， 当 读 
数 为 49 335 时 ， 解释 如 何 用 特殊 计数 器 决定 汽车 到 底 开 了 49 335. 149 335 还 是 249 335 英里 . 

9. 中 国 将 军用 下 面 的 办 法 清点 一 次 战斗 后 活着 的 士兵 ， 把 士兵 按 每 列 不 同 的 长 度数 排列 ， 每 排列 一 次 记录 剩 
余 ， 然 后 计算 所 剩 士兵 的 总 数 . #— 一 个 中 国 将 军 开战 前 有 1200 个 士兵 ， 战 后 他 们 5 个 排 一 列 剩余 3 个 ,6 
个 排 一 列 剩余 3 个 ，7 个 排 一 列 剩余 1 个 ，11 个 排 一 一 列 没 有 剩余 ， 问 战 后 还 剩 多 少 士兵 ? 

10. 求 一 整数 ， 它 被 10 或 11 除 余 9， 被 13 整除 . 

11. 求 一 整数 ， 它 是 11 的 倍数 ， 被 2，3， 5，7 除 都 余 1. 

12. 解 下 面 的 古代 印度 问题 ; 每 次 从 篮子 里 拿 出 2，3，4，5 或 6 个 鸡蛋 ， 分 别 剩 下 1，2，3, 4 和 5 个 鸡蛋 . 
车 每 次 拿 7 个 鸡蛋 ， 则 正好 拿 完 . 问 原来 篮子 中 最 少 有 几 个 鸡蛋 ? 

13. 证 明 存 在 任意 长 度 的 连续 整数 序列 ， 满 足 每 个 整数 都 被 一 个 大 于 1 的 完全 平方 数 整除 . (提示 : 用 中 国 剩 
余 定理 证 明 ， 同 余 方程 组 x= 0(mod 4), x= -1(mod 9), x= -2(mod 25), =, x= -k+1(mod p) Hf, 
其 中 p, 是 第 个 素数 . ) 

14. WH: 车 a, 5 和 <。 是 整数 , Hla, b) =1， 则 存在 整数 4 使 得 (an eb, c) =1. 

在 习题 15 ~18 中 ， 我 们 考虑 模 不 一 一 生 互 素 的 同 祭 方程 组 

15. 证 明 同 余 方 程 组 


x= a (mod m;) 


同 f i 121 


x = a, (mod m,) 
有 解 ， MBA On, m, ) | Ca, -2,). 证 明 ， TUN, 则 解 模 [ m, m, | 唯一 . (RF: 将 第 一 个 同 余 方 
程 写 为 x = ol + fm ， 其 中 丰 是 整数 ， 然 后 将 x 的 此 表达 式 代 人 第 二 个 同 余 方 程 . ) 
16. 利用 习题 15 解 下 列 同 余 方程 组 . 


a)x=4( mod 6) b)x2:7 ( mod 10) 
x=13( mod 15) x: 4( mod 15) 
17. 利用 习题 15 解 下 列 同 余 方程 组 Y 
a)x 2 10 ( mod 60) b)x=2( mod 910) 
x=80( mod 350) ` x=93( mod 1001) 


18. HAHAH x 1( mod 8), x=3(mod 9), x=2(mod 12) 有 解 吗 ? 

对 有 多 于 两 个 一 元 同 余 方程 的 联 立 方程 组 ， 模 并 非 两 两 互 素 时 会 出 现 什么 情况 (如 习题 18)? 下 面 的 习题 
给 出 了 这 样 的 方程 组 有 唯一 解 的 相 容 性 条 件 ， 其 模 为 所 有 模 的 最 小 公 倍 数 ， 
19. 证 明 同 余 方程 组 


x = a, (mod m,) 


xa 
M 


a, ( mod m,) 


| x= a, (mod m,) 
有 人 解 ， 当 且 仅 当 对 所 有 整数 对 (i, Do (On; m) | (a; -ww)， 其 中 1<i<j<r 证明: 若 有 解 ， neet 
[m,, m, ^s, m EH. (3X8 : 利用 习题 15 和 数学 归纳 法 . ) 
20. 利用 习题 19 解 下 列 同 余 方程 组 . 


a)x=5(mod 6) b)x=2( mod 14) c)x=2( mod 9) d)x=2(mod 6) e)x=7( mod 9) 
x=3(mod 10) x=16( mod 21) x=8( mod 15) x 4( mod 8) x=2( mod 10) 

x 8(mod 15) x 2: 10( mod 30) x :10( mod 25) x z2(mod.14) x &3( mod 12) 
xz 14( mod 15) xz: 6( mod 15) 


21. 有 一 箱 龙 虾 ， 每 次 从 中 拿 出 2，3，5 或 7 只 后 均 剩 下 一 只 ,但 每 次 拿 11 只 正好 拿 完 ， 问 这 箱 龙 虾 至 少 有 儿 只 ? 
22. 一 个 十 代 中 国 问题 是 这 样 的 ，17 个 海盗 把 金币 等 分 后 剩 下 3 个 ， 他 们 为 谁 该 得 剩 下 的 金币 而 打斗 ， 其 中 
一 个 海 次 被 杀 ， 剩 下 的 海盗 再 等 分 金币 ， 剩 下 10 个 金币 ， 当 海盗 又 为 谁 该 得 剩 下 的 金币 而 打斗 时 ， 另 一 
个 海盗 也 被 杀 ， 他 们 再 次 等 分 金币 ， 正 好 分 完 ， 问 海盗 至 少 有 多 少 金币 . 
23. 解 下 面 最 先 由 秦 九 韶 给 出 的 问题 (利用 了 不 同 重量 单位 )， 三 个 农民 均 分 了 一 些 大 米 ， 重 量 是 整数 数目 的 
斤 ， 他 们 分 别 在 三 个 不 同 的 市 场 尽 可 能 多 地 卖 大 米 ， 这 些 市 场 的 重量 单位 分 别 是 83: 斤 、110 斤 和 135 Jr, 
且 人 们 所 买 的 大 米 都 是 这 些 重量 的 倍数 .如 果 他 们 回 家 时 分 别 还 有 32 斤 、70 斤 和 30 斤 大 米 ， 那 么 当初 他 
们 每 人 最 少 分 了 多 少 大 米 ? 
24. 利用 中 国 剩余 定理 ， 解 释 如 何在 字 长 100 的 计算 机 上 做 784 和 813 的 加 法 和 乘法 . 
Hakl 是 由 风 位 基 为 5 的 数字 组 成 的 正 整 数 ， 若 代 的 最 后 n 位 基 为 如 的 数字 与 % 的 相间 ， "TT 
的 自 守 ， 
* 25. 求 基 为 10 的 有 四 位 数字 (起 始 项 允许 为 零 ) 的 自 守 . 
* 26. 设 5 有 素 因 子 分 解 5=p*p?…p*， 问 具有 不 超过 n n 位 基 为 了 的 数字 的 基 为 了 的 自 守 有 多 少 个 ? 
根据 生物 节律 理论 ， 人 的 生命 在 出 生 时 就 开始 有 三 个 循环 它们 是 体力 ;情绪 和 智力 循环 ， 长 度 分 别 为 
23, 28 和 33 天 ， 每 个 循环 都 依从 一 条 周期 为 循环 长 度 的 正弦 曲线 ， 从 0 开始， 在 四 分 之 一 周期 处 升 到 1， 再 
在 半 周 期 处 回落 到 0， 在 四 分 之 三 周期 处 降低 到 -1 然后 在 周期 结束 时 升 回 0. 
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27. 


28. 
29. 


余 


30. 


31. 


* 32. 


33. 


34. 


35. 


* 36. 


回答 下 列 关于 生物 节律 的 问题 ， 时 间 单 位 用 四 分 之 一 天 (这 样 使 得 单位 是 整数 ). 

你 在 什么 时 候 达 到 三 重 顶 峰 ， 即 三 个 循环 都 是 最 大 值 ? 

你 在 什么 时 候 达 到 三 重 谷底 ， 即 三 个 循环 都 是 最 小 值 ? 

你 在 什么 时 候 三 个 循环 都 在 中 间 位 置 ( 取 值 为 0)? 

同 余 方 程 履 盖 集 是 一 个 同 余 方 程 的 集合 ,方程 的 模 互 不 相同 且 大 于 1， 并 且 每 个 整数 至 少 满足 其 中 一 个 同 
方程 . 

证 明 同 余 方程 x*=0(mod2) ，x=0(mod3)，x=1(mod4)，xs=1l(mod6) 和 x=11(mod12) 的 集合 是 一 个 同 
余 方程 覆盖 集 . | 

TES [8] 2577 8 x 0(mod 2), x&0(mod 3) , x=0(mod 5), x= O( mod 7), x=1(mod6), x=1(mod 10), 
x=1(mod 14), xz2(mod 15) , x&2(mod 21) , x-23(mod 30) , x &4( mod Tus x=5( mod 42), xz 
59( mod 70) fll x=104( mod 105) 的 集合 是 一 个 同 余 方程 覆盖 集 . 

设 普 是 正 整数 ， 有 素 因子 分 解 玫 =2"p?p2 epp. 证 明 同 余 方程 妈 =1(mod mm) 恰 有 2… 个 解 ， 其 中 车 
a =0 或 1 则 e=0， 若 oo 22) e-1, 若 w>2 则 e=2. (提示 ; 利用 4.2 节 的 习题 15 和 16. ) 

一 家 有 三 个 孩子 ， 他 们 脚 的 大 小 分 别 是 5 英寸 , 7 英寸 和 9 英寸 .他 们 用 脚 测量 餐厅 的 长 度 ， 发 现 都 剩 3 
英寸 .餐厅 有 多 长 呢 ? 

求 同 余 方程 祥 +6x -31=0(mod 72) 的 所 有 解 . (提示: 首先 注意 到 N = 233?， 用 试探 的 方法 求 模 S 和 模 9 
的 解 ， 然后 用 中 国 剩余 定理 . ) 

求 同 余 方程 + 18x -823=0(mod 1800) 的 所 有 解 . (提示 : 首先 注意 到 1800 =2 ”35?， 用 试探 的 方法 求 模 
8， 模 9 和 模 25 的 解 ， 然 后 用 中 国 剩余 定理 . ) 

给 定 正 整 数 尽 ， 一 个 素数 p 是 p-R 和 p+R 之 间 ( 包 括 端点 ) 的 唯一 素数 ， 则 它 被 称 为 R- 隐 藏 的 ， 证 明 对 
每 个 正 整 数 尺 都 有 无 穷 多 R- 单 独 的 素数 .( 提示: 利用 中 国 剩余 定理 ， 求 整数 5 x IEI p, ERR x —j, H Pri 
整除 +j, KP p, 是 第 个 素数 . 然后 利用 狄 利克 雷 关于 算术 序列 的 素数 定理 . ) 


4.3 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


1. 
2. 
3. 


4. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
求解 同 余 方 程 组 *=1(mod 12 341 234 567) ,x=2( mod 750000 057), x=3(mod 1 099 511 627 776). 
求解 同 余 方程 组 x — 5269 ( mod 40 320) , x:—1248( mod 11 111) ，x= 16 645(mod 30003) , x22911( mod 12321). 
利用 本 节 的 习题 13 构造 100 个 连续 的 正 整数 的 序列 ， 其 中 每 个 整数 都 被 一 个 完全 平方 数 整 除 ， 你 能 找 出 具 
有 这 种 性 质 的 更 小 的 一 组 数 吗 ? 
求 同 余 方程 覆盖 集 ( 如 习题 30 的 导言 定义 ) ， 分 别 使 得 同 余 方程 的 最 小 模 是 3; 同 余 方程 的 最 小 模 是 6; li] 
余 方程 的 最 小 模 是 8. 


程序 设计 


ON oU 上 mb 王 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 


- 求解 中 国 剩余 定理 中 所 示 类 型 的 线性 同 余 方程 组 . 

. 求解 习题 15 ~ 20 所 示 类 型 的 线性 同 余 方程 组 . 

- 利用 中 国 剩余 定理 做 超过 计算 机 字 长 的 大 整数 的 加 法 . 

- 利用 中 国 剩余 定理 做 超过 计算 机 字 长 的 大 整数 的 乘法 . 

. 求 基 为 6 的 自 守 ， 其 中 6 是 大 于 1 的 整数 (见习 题 25 的 导言 ). 

. 画 出 生物 节律 图 ， 找 出 三 重 最 高 点 和 三 重 最 低 点 (见习 题 27 的 导言 ). 
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4.4 求解 多 项 式 同 余 方程 


本 节 给 出 了 一 个 有 用 的 工具 ， 它 能 帮助 求解 形 如 f(x) =0(mod m WARE, HPA) 
是 次 数 大 于 1 的 整 系数 多 项 式 ， 此 类 同 余 方程 的 一 个 例子 是 2x +7x -4=0(mod 200). 
我 们 首先 注意 到 ,车 m 有 素 因 子 分 解 m -pypzoeps, WRES) =0(mod m) Eir TRE 
同 余 方 程 组 
f(x) = O( mod p?) , i-21,2,-,k. 
一 旦 解 出 天 个 模 的 的 同 余 方 程 ， 就 可 以 利用 中 国 剩余 定理 求 出 模 m 的 解 . 下面 的 例子 说 明了 
这 一 点 . 
例 4.19 因为 200 2275 ， 所 以 求解 同 余 方程 
: 2x5 +7x — 4 = 0(mod 200) 
化 为 求解 
2x +7x -4 = 0(mod 8) 
和 
2x! * 7x —4 = O(mod 25). 
Ji 8 的 解 是 整数 *=4(mod 8)( 因 为 车 x 是 解 ， 则 必 为 偶数 ;容易 验证 * 是 奇数 的 情形 不 是 
解 )， 在 例 4. 20 中 会 看 到 ， 模 25 的 解 是 整数 x 16(mod 25). 我 们 用 中 国 剩余 定理 求 x= 
4(mod8) 和 x=16(mod 25) 的 联 立 解 ， 得 到 x*=116(mod 200) (读者 可 以 验证 这 一 点 )， 这 就 是 
2x? +7x 一 4 三 0( mod 200) 的 解 . 4 
我 们 会 看 到 ， 一 旦 知道 了 多 项 式 的 模 p 同 余 方程 的 所 有 解 ， 就 有 相对 简单 的 方法 来 解 多 项 
式 的 模 p^ ARDE RIKER, Hp 的 解 可 以 用 来 求 模 p KWE, p 的 解 可 以 用 来 求 模 p 
的 解 ， 等 等 ， 在 介绍 一 般 方法 之 前 ， 我 们 举例 说 明 从 模 p ARE p 的 解 的 基本 思路 . 
例 4.20 通过 对 *=0,，1， 2, 3 和 4 直接 验证 ， 可 见 
2x + 7x -4 2 O(mod 5) 
”的 解 是 zx=1(mod S). 如 何 求 模 25 的 解 呢 ? 我 们 可 以 对 * 0, 1, 2, =, 24 XX 25 个 值 逐个 验 
W. 但是， 我 们 有 更 系统 的 方法 . 因为 
2x +7x -4 = 0(mod 25) 
的 任何 解 都 是 模 5 的 解 ， 且 模 5 的 解 都 满足 x=1(mod5)， 所 以 *=1+5:， 其 中 上 是 整数 ， 用 
| «5t 代替 可 以 求 +， 我 们 有 | 
2(1 € 51)? 4 7(1 4 5t) - 4 = O( mod eus 
化 简 得 到 的 线性 同 余 方 程 
65; 4 5 = 15t + 5 = 0(mod 25). 
由 定理 4.4， 可 以 消去 因子 5， 于 是 
3t +1 = O(mod 5). 
其 解 为 :=3(mod 5). 这 说 明 模 25 的 解 是 x=1 +5t=1 +5 * 3—16( mod 25). 读者 可 以 验证 这 
确实 是 解 . 1 4 
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现在 ， 我 们 介绍 一 种 一 般 方法 ， 它 能 帮助 我 们 求解 模 素数 方 寒 的 同 余 方程 的 解 ， 特别 
地 ， 我 们 将 展示 如 何 从 f(x) =0(mod p*…!) 的 解 得 到 f(x) =0(mod p) 的 解 ， 其 中 p 是 素数 ， 
kz2 是 整数 ， 我 们 称 同 余 方程 模 p^ 的 解 是 从 同 余 方程 模 p'“!' 提 升 的 解 ， 相 应 的 定理 要 用 到 了 
的 导数 "(x)， 但是， 我 们 不 需要 用 微 积 分 的 结论 。， 相 反 地 ， 我 们 可 以 直接 定义 多 项 式 的 导数 ， 
并 描述 我 们 所 需 的 性 质 . 

定义 RNa) =a,x" a, X ob ax aS, 其 中 a, ARA, i120, 1, 2, =, n. f(x) 
的 导数 等 于 na,x" 二 (有 -1)a ax" + +a, A f'(x). 

从 一 个 多 项 式 f(x) 开 始 ， 我 们 可 以 求 它 的 导数 ， 再 求 导数 的 导数 ， 等 等 ， 定 义 多 项 式 
f(x) 的 第 次 导数 为 第 (k -1) 次 导数 的 导数 ， 记 为 f(x)， 即 有 f(x) = (07? )' (x). 

下 面 是 两 个 有 用 的 引 理 ， 证 明 留 给 读者 . 

引 理 4.4 车/(x) 和 g(x) 是 多 项 式 , 则 (f+g)'(x) =f) +g (a), (e) Go) =f), X 
中 c 是 常数 . 而且 ,若是 正 整 数 ， 则 (f eg)" (x) 2f? (x) +g (x), (gf) (x) 2 e(f ? (x)), 
其 中 c 是 常数 . 

引 理 4.5 车 m 和 上 是 正 整 数 ， 且 f(x) =x”, 则 of 中 (x)=m(m-1):(m-hkt+t1)x”*. 

现在 给 出 能 用 来 提升 多 项 式 同 余 方程 的 解 的 结论 ， 为 纪念 德国 数学 家 科 特 . mE YEAR (Kun 
Hensel), WEKA FERIE, WERA p- 进 分 析 这 一 数学 领域 的 工作 中 发 现 了 这 一 结论 . 

定理 4.14( 享 泽 尔 引 理 ) 设 /(%x) 是 整 系数 多 项 式 , 之 2 是 整数 ， 再 设 是 同 余 方程 由 xz) = 
O(mod p'! ) 4j f&. n | 
CI) f'(r)s0(mod p)， 则 存在 唯一 整数 1，0<i<p， 144 f(r +p) S0(mod p) , X 
Tg i 

= - f'(r) (G)/p" ) (mod p) 

给 出 ， 其 中 f(r) 是 /'(7) 的 模 p ik s 

(站 ) 车 f(r)=0(mod p), f(r) &0(mod p*) , MAAZA c AR. f(r +p) =0(mod p^) 

(ili) 35 /'(r) S0(mod p), f(r) s0( mod p*) , Àj f(x) 20(mod pt) REE RIER x 
r ( mod ptu. 
在 情形 ( i) rh, WA f(x) = (mod p~) 的 一 个 解 提升 为 Kx) &0( mod p') 的 唯一 解 ， 在 情形 
( 芷 ) 中 ;这样 的 一 个 解 或 者 提升 为 p NE p 不 同 余 的 解 ， 或 者 不 能 提升 为 模 p' 的 解 . 四 

为 证 享 泽 尔 引 理 ， 我 们 需要 下 面 关 于 泰勒 (Taylor) 展开 的 引 理 . 

引 理 4.6 车 f(x) 是 nn 次 整 系数 多 项 式 ， 则 

f(a * b) = f(a) *f'(a)b *f'"(a)b /2! 4 * f? (a) b"/n!, 

RP, RACI, f'(a), f(a)721, =, f"? (a)/n1) E a 3E KC £ 8 X. 

证 明 ”每 个 n 次 多 项 式 /(x) 都 是 函数 x” BEP, Um xn TUE, HEMA 4, 仅 
需 对 多 项 式 /,(x) =x" 建立 引 理 4.6， 其 中 m iE SEN 

由 二 项 式 定理 ， | 


(a + b)” = 5 MEZ 
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由 引 理 4.5 A, f? (a) 2m(m-1)--(m-j1)a"7. 因此 ， 
G Ai jm) mi 
Kfz (a) jt y E 
因为 对 所 有 整数 m 和 0<j<m， (7 ) 是 整数 ， MURES? (ao)M! 是 “的 整 系数 多 项 式 ， 证 毕 . 


至 此 ， 我 们 就 可 以 证 明 享 泽 尔 引 理 了 . 


RHS © HEAR (Kurt Hensel, 1861—1941 ) 出 生 于 普鲁士 的 哥 尼 格 斯 堡 ( 现 为 俄罗斯 的 

加 里 宁 格 勒 )， 他 先后 在 柏林 和 波恩 学 习 数 学 ， 接 受 了 包括 克 罗 内 克 和 魏 尔 斯 特 拉 
斯 在 内 的 很 多 领袖 数学 家 的 指导 .他 的 很 多 工作 都 关系 到 代数 数 域 中 算术 的 发 展 . 
享 泽 尔 最 为 著名 的 成 果 是 ， 在 研究 代数 数 用 短 级 数 表示 的 工作 中 ， 他 于 1902 年 发 明 
T p- 进 数 . p- 进 数 可 以 看 作 有 理 数 集 的 完备 化 ， 不 同 于 有 理 数 集 通常 产生 实数 集 的 
完备 化 ， 享 泽 尔 能 用 p- 进 数 证 明 数 论 中 的 很 多 结论 ， 这 些 数 对 代数 数论 的 发 展 有 很 
大 影响 ， 享 泽 尔 在 马 堡 大 学 担任 教授 ， 一 直到 1930 年 ， 他 曾 多 年 担任 著名 数学 杂志 《 Crelle's Journal) 
的 编辑 ， 这 个 杂志 的 正式 名 称 是 《Journal für die reine und angewandte Mathematik) . 


证 明 车 "是 /7) m0 (mod p') 的 解 ， 则 它 也 是 f(r) =0(mod p'7) RR. RUE, EET + 
p, 是 某 个 整数 ， 一 旦 确定 了 :的 条 件 ， 证 明 就 完成 了 . 
由 引 理 4. 6， 


fr up) =A) e fO" + Dap) + EL ED aget, 


! 
其 中 Fo (r) kl ER, k=1, 2, =, n EiEkz2, XI2«msn, di k&m(k- 1) Bp! | p^". 
因此 ， 


(n) 
n 


fr + ip") = f(r) + f'C)ip"" (mod p*). 
ERO roe tp! J& f(r & ip^ ) 20(mod p') 的 一 个 解 ， FELA f'(r)ip*! 9 -f(r) (mod p^). 

更 进一步 ， 由 于 f(r) =0(mod p*^) ， 我 们 可 以 在 此 同 余 方程 两 边 同 时 除 以 亚 …， 然 后 重 
HWET, A i 的 一 个 线性 同 余 方 程 ， 即 

f'(rn)t=-f(r)/p" (mod p). 
通过 考察 它 的 模 p 的 解 ， 我 们 可 以 证 明定 理 的 各 个 情形 . 
WE f'(r) &0(mod p), JUCf'(r), p) =1，、 应 用 定理 4. 10， 可 见 上 的 线性 同 余 方程 有 唯一 解 
` t= (= f(r)/p*™) f'G)(nod p), 
REPES OR p 的 一 个 逆 ， 情 形 ( i ) 得 证 . 

f'(r) &0(mod p) Bj, 我们 有 (f'(r)，p) =p， 由 定理 4.10， Ze p | COP ORLA 
[X24 f(r) =0(mod p) ) ， 则 所 有 :+ 都 是 解 . 这 说 明 * rip ef, 150, 1, cs, p- 1. 情形 
Cii ) fi. 

EE, IB (n) S0(mod p B p (CO p BEE. ROE (GO. p -pHf(Ds 
O(mod p), ， 所 以 ， 根 据 定 理 4. 10, t 的 任何 值 都 不 是 解 . 情形 (证 ) 得 证 . a 
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下 面 的 推论 说 明 ， 在 亨 泽 尔 引 理 的 情形 (i) 下 ,我们 可 以 从 一 个 模 p 的 解 反复 地 进行 解 的 提升 . 
推论 4.14.1 假设 r 是 多 项 式 同 余 方程 f(x) =0(mod p) 的 一 个 解 ， 其 中 是 素数 . X 
f'(r) 0(mod p), AER p 的 唯一 解 ，k =2，3，…， 使 得 
ry = ra TSO D) S Cr), 


PG) OR p & i m 
证 明 由 假设 ， 利 用 享 泽 尔 引 理 ，r 提升 为 模 产 的 唯一 解 r, =r+ 雪 ,其 中 1= -六 (rr) 
(Ar)/p). 因此 ， 
n 2r -f(r)f'(r). 
INS r,zr(mod p), WAF (r) &f'(r) 0(mod p). HMF ERIM, TRAR p^ 的 唯一 解 
mp， 可 以 证 明 r, =r, - f(r)f'(0).. 车 一 直 这 样 做 下 去 ， 引 理 对 所 有 整数 上 宇 2 成 立 。 s 
adi 
例 4.21 求解 


x^ +x +29 = 0(mod 25). 
设 f(x) = 4x +29. (通过 试探 ) 可 见 f(x) =0( mod 5) 的 解 是 ==3(mod 5). 因为 f(x) =3x?+ 
2x, f'(3) 23325350(mod 5), BrUL HFR PUR, TESI 3 «5: 的 模 25 的 唯一 解 ， 其 中 
z -f'(3)(f(3)/5) (mod 5). 
注意 到 六 (3) =3 =2， 因 为 2 是 3 模 5 H3. 并 注意 到 f(3)/5 265/5 213. BEDA, t9 -2 . 13 
4(mod 5). A, RIA f(x) =0(mod 25) 的 唯一 解 x=3 +5 .4=23(mod 25). 
例 4.22 求解 


A Ii 


X^ x +7 = O0(mod 27). 

fx) =x +x+7. (通过 试探 ) 可 见 f(x) =0(mod 3) 的 解 是 x=1(mod 3). Hi f'(x) =2x +1， 
f'(1) =3=0(mod 3). 而 且 ， 因 为 (1) =9=0(mod 9)， 所 以 由 享 泽 尔 引 理 的 情形 ( 证 ) ， 对 所 
有 整数 :，1 +3i 都 是 模 9 的 解 ， 这 说 明 模 9 的 解 是 x=1, 4 或 7(mod 9). 

KHAS) =9 才 0(mod 27)， 所 以 由 亭 泽 尔 引 理 的 情形 ( 道 ), f(x) =0(mod 27) 没 有 满足 
x —l(mod 9) 的 解 。 因 为 /(4) =27=0(mod 27) ， 所 以 由 情形 ( 站)， 对 所 有 整数 :，4 +91 都 是 
模 27 的 解 . 这 说 明 *=4，13 或 22(mod 27) 是 解 . 最 后 ， 因为 K7) =63 才 0(mod 27) ， 所 以 由 
情形 (证 ) , f(x) =0(mod 27) 没 有 满足 x=7(mod 9) 的 解 . 

IE, S(x) =0(mod 27) 的 所 有 解 是 x=4，13 或 22(mod 27). < 

例 4.23 f(x) = +x" +2x +26=0(mod 343) 有 哪些 解 ? 通过 试探 ， 可 见 x? +x? 42x 426— 
0(mod 7) f] ff i x 22(mod 7)， 因 为 六 (x) 23x! +2x+2， 所 以 f'(2) 218s0(mod 7)， 可 用 推 
i£ 4.14. 1oR L7 的 解 ,k=2，3，….， 注 意 到 /'(2) =4 22, 可 得 7 =2-f(2)f'(2) 22 -42 - 
2= -82=16(mod 49) , r, =16-/(16)f'(2) =16 -4410 - 2= -8804 2114(mod 343)， 因 此 ， 
模 343 的 解 是 x=114(mod 343). < 


4. 4 节 习 题 


1. 求 下 列 同 余 方程 的 所 有 解 | 
a)x * 4x +2=0(mod 7) b)x! +4x +2=0( mod 49) c)x^ +4x -2z:0( mod 343) 
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2. 求 下 列 同 余 方程 的 所 有 解 . 
a)x +8x -x-1z0(modll) b)x +8x° -x-1=0(mod 121) ce)x’ +8x -x -1=0(mod 1331) 
. 求解 同 余 方 程 x* +x+47==0( mod 2401)，( 注 意 , 2401 =74. ) 
. R x? +x+34=0(mod 81) 的 解 . 
. 求 13x -42x -649=0(mod 1323) 的 所 有 人 解 . 
3k x! -x +1001 =0( mod 539) 的 所 有 解 . 
. OK x^ e 2x 4 36 =0( mod 4375) 的 所 有 解 . 
. R x5 - 236 -35 =0( mod 6125) 的 所 有 解 . 
. 同 余 方 程 Se ex^ ex &1o0(mod 64) 有 多 少 不 同 余 的 解 ? 
10. 同 余 方程 x* +x-6=0(mod 144) 有 多 少 不 同 余 的 解 ? 
11. 设 整数 a 和 素数 p 使 得 (a, p) =1， 对 所 有 正 整 数 k， 利 用 训 泽 尔 引 理 求解 同 余 方 程 ax=1(mod p^). 
*12. a) 设 A(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 设 p 是 素数 ,是 正 整数, j 是 整数 ,满足 2+1. WtajÉf(a) S0(mod p’) H 
一 个 解 ， 其 中 p' 恰 好 整除 (a). 证明: #b=almod p"), WAO) =f(a) (mod p"),p' 恰 好 整除 /'(8)， 
且 存 在 唯一 模 p HI rE Ca +p) =0(mod p"). (提示 ; 利用 泰勒 展开 证 明 , Ca ip!) &f(a) + 
. tp’ "f' (a) (mod p/* 7). ) 
pb) 证 明 (a) 的 假设 成 立时 , f(x) m0 (mod p') 的 解 可 以 提升 为 模 p KJAER K TE RI f. 
* 13. 对 于 正 整数 j,， x? +x+223=0(mod 37) 有 多 少 个 解 ? (提示: 先 求 得 模 3” 的 所 有 人 解 ， 再 利用 习题 12. ) 


4.4 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. Rax -13x e 10x 23 20( mod 7") 的 所 有 解 . 
2. R a? +13x — x +100 336 0 ( mod 17?) 的 所 有 解 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 利用 训 泽 尔 引 理 解 形 如 f(x) =0(mod 斑 ) 的 同 余 方程 ， 其 中 扩 x) 是 多 项 式 ，P 是 素数 ，n 是 正 整数 . 


4.5 线性 同 余 方 程 组 


我 们 考虑 这 样 的 同 余 方程 组 ， 它 们 的 未 知 数 个 数 与 方程 个 数 是 同一 大 于 1 的 整数 ， 并 且 所 
有 方程 的 模 都 相同 ， 先 从 一 个 例子 开始 . 
假设 我 们 想 求 出 满足 


3x + 4y = 5( mod 13) 
2x + 5y = 7(mod 13) . : 
的 所 有 整数 x 和 y.， 尝试 求 x 和 7y， 将 第 一 个 方程 乘 以 5， 第 二 个 方程 乘 以 4， 得 
15x + 20y = 25( mod 13) 
8x + 20y = 28( mod 13). 
再 从 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 ， 得 
7x =- 3(mod 13). 


E 
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因为 2 是 7 的 模 13 逆 ， 所 以 在 上 面 的 同 余 方程 两 边 同 时 乘 以 2， 得 
2.7x 三 -2.3(mod13)， i 
即 
x = 7( mod 13). 
类 伏地 ， 我 们 将 (原来 的 ) 第 一 个 方程 乘 以 2， 第 二 个 乘 以 3， 得 
6x + 8y = lO( mod 13) 
6x + 15y = 21( mod 13). 
从 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 ， 得 
7y 三 11(mod13). 
为 求 y， 上 面 的 同 余 方 程 两 边 同 时 乘 以 2， 这 里 7 模 13 的 一 个 逆 ， 得 
2*:7y =2 .11(mod 13), 
所 以 
y = 9(mod 13). 
这 就 证 明了 ， 任 何 解 (x，y) 都 满足 
x = 7(mod 13), y = 9(mod 13). 
将 关于 * 和 y 这 两 个 同 余 方 程 代入 原来 的 方程 组 ， 可 见 它们 确实 是 解 : 
3x +4y=3:+7+4-9 2 57 = S(mod 13) 
2x +5y=2:7+5-9 = 59 & 7(mod 13). 
因此 ， 同 余 方 程 组 的 解 是 使 得 *=7(mod 13) , y &9( mod 13) 的 所 有 整数 对 (x，y). 
现在 ， 我 们 给 出 一 个 一 般 结 论 ， 它 是 关于 含有 两 个 二 元 方程 的 同 余 方程 组 的 . (此 结论 类 
似 求解 线性 方程 组 的 克 莱 姆 ( Cramer) 法 则 . ) | 
定理 4.15 ita, b, c, d, e, f fo m X XXX, m0, A(A, m) 51, 其 中 A=ad- bc. 
则 同 余 方 程 组 
ax + by = e(mod m) 
cx + dy = f( mod m) 
AR m 的 唯一 解 如 下 : 


x= A(de - bf) ( mod m) 
y= A(af - ce) (mod m), 
XTPAXAWEm(—AÓ 
WEBB 将 第 一 个 方程 乘 以 4， 第 二 个 乘 以 2， 得 
上 adx + bdy = de(mod m) 
bcx + bdy = bf(mod m). 
从 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ， 得 
(ad - be)x = de - bf(mod m), 
HX A-ad-bc, MA : 
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Ax = de - bf( mod m). 
然后 在 同 余 方 程 两 边 同时 乘 以 A， 这 是 A 模 m 的 一 个 逆 ， 得 
x = A(de - bf) (mod m). 
类 似 地 ， 将 第 一 个 方程 乘 以 <， 第 二 个 乘 以 ec， 得 
acx + bey = ce(mod m) 
acx + ady = af( mod m). 
从 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 ， 得 
(ad - be)y = af - ce(mod m), 
即 
Ay = af - ce( mod m). 
最 后 ， 在 此 方程 两 边 同 时 乘 以 A， 得 
y= A(af - ce) ( mod m). 
这 就 证 明了 ， 若 (x,，7y) 是 同 余 方程 组 的 解 ， 则 
x = A(de - bf) (mod m), y = A(af - ce) (mod m). 
容易 验证 ， 任 何 满足 上 面 式 子 的 整数 对 (x，y) 都 是 解 ， 当 *=A(de - bf) (mod m) fl y= 
A(af - ce) (mod m) 时 ,我 们 有 | M 
ax + by = aA(de - bf) + bA(af — ce) 
三 A(ade — abf - abf - bce) 
5 A(ad - bc)e 
= AAe 


= e(mod m), 


cx + dy = cA( de - bf) + dA(af - ce) 
= A(cde - bef + adf — cde) 
= A(ad — be)f 
= AAf 
= f( mod m). 
定理 得 证 . " 
利用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 求解 含有 个 未 知 数 和 个 方程 的 同 余 方 程 组 但是， 我 们 要 
用 线性 代数 的 方法 来 推导 解 这 样 的 方程 组 和 更 大 的 方程 组 的 理论 ， 不 熟悉 线性 代数 的 读者 可 以 
跳 过 本 节 剩 下 的 内 容 . 
含有 个 未 知 数 和 个 方程 的 同 余 方 程 组 将 在 后 面 的 密码 学 部 分 出 现 . 在 研究 nn 很 大 的 这 
类 方程 组 时 ， 和 矩阵 的 语言 很 有 帮助 ， 我 们 要 用 到 一 些 矩 阵 算术 的 基本 概念 ， 这 在 大 多 数 线性 代 
数 教材 中 都 有 讨论 . 
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在 继续 之 前 ， 我 们 需要 定义 矩阵 同 余 的 概念 . 
定义 GRAdeBXEnxkdddm, 第 (i, 门 个 分 量 分 别 是 mW 和 b, 车 ay=by(mod m) 
对 所 有 (i, IAZ, Pin, Ixj«k, RIAR A fe Bm 同 余 . 若 和 4 和 B 模 m 同 余 ， 则 记 A4= 
B(mod m). 
FERR A — B(mod m) 提 供 了 表达 nk 个 同 余 式 aj=bj(mod m) (1<isn, 1<j<k) 的 
一 种 简洁 方法 . 
例 4.24 易 见 
15 3 4 3 
ji el -3 joi i 
我 们 将 来 要 用 到 下 面 的 命题 . 
定理 4.16 设 A4 和 BB 是 nxk 阶 矩阵 ,满足 A4=B(mod m), C XE kxp h, DX pxn 
阶 答 阵 ， 它 们 都 是 整数 元 素 的 矩阵 则 AC=BC(mod m), DA=DB( mod m). 
WEB] 设 4 和 B 的 分 量 分 别 是 ay 和 6b;,，1<isn, 1 xje&k. 且 设 C 的 分 量 是 c;, 1sixk, 


k k 
Ixjzp. AC 和 BC 的 分 量 分 别 是 > aacy 和 > bacy, E ximn, E jp. 因为 4=B(mod m), 
t=1 t=1 g 


ARNA UI t, a, — b, ( mod m). 从 而 ， 由 定理 4.3 可 见 ， > Qj C, = > b,c; (mod m). W 
HE, AC=BC( mod m). ` 


对 DA 2 DB( mod mn) 的 证 明 类 似 ， 所 以 略 去 . = 
现在 考虑 同 余 方程 组 
a% + ap% t c + aux, = b, (mod m) 
aa% + d5,X, 十 + G4,X, = b,( mod m) 
Q,,X, +a% * t + o, X, = b, (mod m). 
NEER, KAA 个 方程 的 同 余 方 程 组 等 价 于 和 矩阵 同 余 方程 AX 9 B(mod m) ， 其 中 
Qa Qu ct dO, X, b, 
4 a» Q4, X, b, 
A= 5 X= : B- 
Qu 9, Ou X. b, 


例 4.25 方程 组 
3x + 4y = 5( mod 13) 
2x + 5y = 7( mod 13) 
可 以 写 为 


E Epp 
我 们 现在 阐述 一 种 求解 形 如 AX — B(mod m) 的 网 余 方 程 组 的 方法 . 这 种 方法 基于 求 和 矩阵 A 


使 得 AA =7， 其 中 了 是 单位 矩阵 . 
0 


€ - E 0 l1 x 
定义 RAJAXEnxnW EM, S LAA-AA-I(mod m), 其 中 I=| . . lx n 


0 0 ROS 1 
MEE, XU A 称 为 .4 HE m B — 3 : 
( ARAM, HB-A(mod m), W B 也 是 4 的 逆 这 是 因为 ， 由 定理 4.16 有 BA = 
AA-I(mod m). Jib, X B, 和 B, 都 是 4 BUE, WU B,—B.(mod m). 为 了 证 明 这 一 点 ， 利 
用 定理 4.16 得 B,.4=B,A=I(mod m), 所 以 有 B14B,=B,AB,(mod m). AX AB, =I(mod m), 
所 以 B, 2 B, (mod m). 

例 4.26 由 


PME 
P 3p 3 Ajep tea 


aw, mm[ ， pep ;[s wa « 


下 面 的 命题 给 出 了 求 2 x2 和 矩阵 的 道 的 简单 方法 . 
定理 4.17 设 4=| 。 MIT H AzdetAzad-bc 5 EX m E. MEE 


X AGE m H3, 其 中 人 是 人 模 mm 的 北 . 
证 明 ”为 证 矩阵 是 4 模 m BUE, RIEA ASAA -I(mod m)， 为 此 ， 注 意 到 


= a biI—r d —-bi —rad -bc 0 
44=|。 由 | =| | 
c d -c a . 0 — bc * ad 


EP DEUM LE 


EN —rd ad — bc 0 
ap E d | 
-c c — bc +ad 


salg d-[2 allo 1| =d m), 


* 
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其 中 A 是 A 模 m 的 逆 ， 它 存在 是 因为 (A, m) =1. " 
3 4 . 
例 4. 27 设 4=| ， jJ 因为 2 是 der A 27 $ 13 的 道 ， 所 以 有 


ee 


对 正 整 数 n(n 二 2)， 要 想得到 求 nxn 阶 矩 阵 的 逆 的 公式 ， 我 们 需要 线性 代数 的 一 个 结论 . 
这 要 用 到 和 矩阵 的 伴随 的 概念 ， 其 定义 如 下 . 
定义 nxn ÆA AAR EAE; '€4*U,J)475EXC, APC 
( 1) £4 AMER 143 95 j IREE. EE A 的 伴随 记 为 adj(4)， 或 简 记 为 adj A 
定理 4.18 XA € nxn Æ, Ade A#0, "] A(adj A) 2(det AM, P adjA X4 A 
的 伴随 . l 
利用 这 个 定理 ， 容 易 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 4.19 若 4 是 nxn 阶 整数 和 矩阵, m 是 正 整数 ， 使 得 (det A, m) -1, RIAERE A =A(adj 
A)XLA Hm 的 一 个 逆 ， XP AGE A Em $6 — ib. 
证 明 #(det A, m) =1， 则 det A 头 0， 因 此 ， 由 定理 4.18， 我 们 有 
A(adj A) = (det A)I = AL 
因为 (det A, m) =1， 所 以 存在 A =det A EE m 的 逆 A， 从 而 
A(Aadj A) =A: (adj A)A = A AI = I(mod m), H. 


A(adj A)A = A( (adj A)A) = AAI = I( mod m). 
这 说 明 4 =A(adj A) & A BE m I — Si. | " 
2 5 6 
例 4.28 设 4=|2 0 1|. Mj det A= -5. MH, (det A, 7) 21, 4 Æ det A= -5 模 7 
1 2 3 
的 一 个 逆 .， 因此， 
3 5 -8 -12 20 6 2 6 
A =4(adj4)=4| -5 0 a -20 0 40 Hi 0 Sm < 
4 1 -10 16 4 -40 [2 4 2 
我 们 可 以 用 4 BE m 的 道 解 方程 组 


AX = B(mod m), 
其 中 (det A, m) =1， 我 们 在 上 式 两 边 同时 乘 以 4 的 逆 4， 由 定理 4.16 得 
A(AX) = AB(mod m) 
(AA)X = AB( mod m) 
X= AB(mod m). 
因此 ， 我 们 求 得 形 如 AB ( mod m) 的 解 X. 
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注意 ， 这 一 方法 给 出 了 定理 4. 15 的 另 一 证 明 ， 为 明确 这 一 点 ， 令 AX-B(mod m), A= 


E T x=[], -| 若 A=detA=ad-be 与 m 互 素 ， 则 


% 一 —[d -bye] 一 [de -bf 
四 -x=4B=4| -c a ll] EZ MIL dd 
ZRH, (x, ERSEN n 
x = A(de - bf) (mod m), y = A(af - ce) ( mod m). 
下 面 我 们 给 出 用 矩阵 求解 含有 三 个 未 知 数 和 三 个 方程 的 同 余 方 程 组 的 一 个 例子 . 
例 4.29 考虑 同 余 方程 组 
2x, + 5x, + 6x, = 3(mod 7) 
2x, + x, 三 4(mod 7) 


X, + 2x, + 3x, = 1(mod 7). 


这 等 价 于 和 矩阵 同 余 方程 
| à s ej] r3 
E 0 ]: -| (mod 7). 
d 2-3] 5] Li 
62 61 [2 5 6 
我 们 在 前 面 已 经 证 明和 矩阵 | 1 0 5| 是 2 0 1| 模 7 的 一 个 逆 . 因此 ， 我 们 有 
242j112 3 
wi] r6 2 613] [32] [4 
eH rs EHS Hem < 
«| 2 4 2ll1] L24] L3 


在 结束 本 节 之 前 ， 顺 便 一 提 的 是 ， 有 很 多 解 线性 方程 组 的 方法 修改 后 可 以 用 于 求解 同 余 方 
程 组 ， 例 如 ， 高 斯 消 元 法 可 以 修改 用 于 求解 同 余 方程 组 ， 其 中 除法 变 为 乘 以 模 普 的 逆 ， 而 且 ， 
有 类 似 于 克 莱 姆 法 则 的 求解 方法 ， 这 些 方 法 的 推演 贸 给 熟悉 线性 代数 的 读者 做 练习 . 


4.5 节 习 题 
1. 求解 下 列 线性 同 余 方程 组 . 
a)x t 2yz1(mod 5) b)x +3y=1(mod 5) c)4x * ye:2( mod 5) 
2x +y=1(mod 5) 3x +4y=2( mod 5) 2x * 3ysz1( mod 5) 
2. 求解 下 列 线性 同 余 方程 组 . 0 | 
a)2x +3y=5( mod 7) b)4x +y=5(mod 7) 
x +5y=6(mod 7) x -2yz4( mod 7) 


«3. 如 果 JUI, a, b, c, d 和 。 是 正 整 数 ， 那 么 线性 同 余 方程 组 
ax + by = c(mod p) 
dx 4 ey = f( mod p) 


10. 


11. 


* 12. 
* [3. 


* 14. 


* 15. 
* 16. 


3* 
A 
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不 同 余 的 解 的 个 数 有 哪些 可 能 ? 


.ORAREE C 使 得 


2 134 0 
c=| ll Jo». 
4 ali2 1 


且 C 的 分 量 全 是 小 于 5 的 非 负 整数 . 


. 用 数学 归纳 法 证 明 ， 若 nxn 阶 整数 矩阵 ARLB 48 A m B(mod m), WINA EEN k, A A=B (mod m). 


一 个 矩阵 Ase I AR m 对 合 的 ， 若 A? S I( mod m). 


4 11 
正明 | Jes 26 对 合 的 . 
1 22 


. 证 明 或 推翻 ， 若 4 是 2 x 2 阶 的 模 m 对 合 矩 阵 ， 则 det A= +1(mod m). 
-R FIER 5 的 一 个 逆 . 


0 1 12 2. 2 
Bd 9E 加 
1 0 3 4 1 2 
. 求 下 列 矩阵 模 7 的 一 个 首 
1 1 1 0 
1 1 0 1 2 3 
ee ) 1 1 0 1 

a)ll 0 1 ) c TU 

0 1 1 1 4 6 
0 1 1 1 

利用 习题 9 求 下 列 方程 组 的 所 有 解 . 

a)x +y=1(mod 7) b)x+2y+3z=1(mod 7) c)x+y+z=1(mod 7) 
X *zz2(mod 7) x *2y +5z=1(mod 7) x%+y+w=1(mod 7) 
y+z=3(mod 7) x+4y+6z=1(mod 7) x+z+w=](mod7) 

y+z+w=l(mod?7) 

下 列 同 余 方 程 组 各 有 多 少 不 同 余 的 解 ? 


a)x+y+z=1(mod 5) b)2x+3y+z=3(mod 5) c)3x+y+3z=1(mod 5) d)2x +y +z=1(mod 5) 
2x +4y+3z=1(mod 5) x +2y+3z=1(mod 5) x +2y +4z=2( mod 5) x +2y+z=l1(mod 5) 
2x * zl (mod 5) 4x * 3y +2z=3( mod 5) X y-t2zzl(mod 5) 


对 于 求解 含有 RÓDUBURI n APPEL AZ PR TUER, He SEO DL e M8 ps DU RO 
对 于 求解 含有 m 个 未 知 数 和 个 线性 同 余 方 程 的 方程 组 ， 推 导 类 似 高 斯 消 元 法 的 解法 (其 中 mm 和 可 以 
不 同 ). 
幻 方 是 整数 方 阵 ， 它 的 每 一 列 的 和 与 每 一 行 的 和 总 是 相等 的 .在 此 练习 中 ,我 们 给 出 生成 幻 方 的 一 种 方法 . 
EHn 个 整数 0，1，…，,n? -1 可 以 放 入 nxn 幻 方 的 es 个 位 置 ,不 把 两 个 整数 放 在 同一 位 置 ， 整数 放 
在 第 i 行 第 j 列 ,其 中 | | 

iz a + ck +e[k/n](mod n), 

j= b +dk+f|k/n](modn), ` 
Izizn,lzjzn, Ha, b, c, d, e 和 是 整数 ， 满 足 (eof - de, n)=1. 
WA: 若 (c，z) 2 (d, n) =(e, nn) = (, n) =1， 则 习题 14 生成 了 一 个 幻 方 . 
一 个 xz 矩阵 的 正 对 角 线 和 负 对 角 线 ， 由 (区 让 位 置 的 元 素 组 成 ,分 别 满足 i+j=k(mod n) fli -j& 
k(mod n)， 其 中 是 一 个 给 定 的 整数 .一 个 方 阵 称 为 恶魔 幻 方 ， 若 正 对 角 线 上 数字 之 和 与 负 对 角 线 上 整数 
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之 和 相等 . 证明: 若 (c+d, n) =(c-d, n) =(e+f, n)=(e-f, n)=1, WAR 14 的 流程 生成 一 个 恶魔 
幻 方 . 


4.5 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. Æ 4x4, 5 x5 和 6x6 的 幻 方 . 
程序 设计 

用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
. 利用 定理 4. 15 ， 求 解 含 有 两 个 方程 的 二 元 线性 同 余 方程 组 . 
利用 定理 4.17,， 求 2x2 EEk. 
. 利用 定理 4.19， 求 x n Jg ERO E. 
利用 和 矩阵 的 逆 ， 求 解 含 有 nn 个 方程 的 n 元 线性 同 余 方 程 组 . 
. 利用 类 似 克 莱 姆 法 则 的 方法 (见习 题 12) ,求解 含有 nn 个 方程 的 元 线性 同 余 方 程 组. 
. 利用 类 似 高 斯 消 元 法 的 方法 (见习 题 13) ,求解 含有 个 方程 的 m 元 线性 同 余 方程 组 . 
, 对 于 给 定 的 正 整 数 7n， 用 习题 14 的 方法 生成 一 个 nxn 幻 方 . 


4.6 利用 波 拉 德 p 方法 分 解 整数 


在 本 节 中 ， 我 们 将 描述 一 个 基于 同 余 的 分 解 方法 ， 它 由 工 M. WH. M. Pollard) fe 1974 
FRH. JM 波 拉 德 称 之 为 蒙特 卡 罗 方法 ,因为 它 依赖 于 生成 貌似 随机 挑选 的 整数 ; DUE 
为 波 拉 德 p 方 法， 后 面 会 解释 为 何 这 样 命名 . 

设 ” 是 一 个 大 合 数 ，p 是 它 的 最 小 素 因 子 . E E 
它们 有 不 同 的 模 n 最 小 非 负 剩余 ， 但 它们 模 p 的 最 小 非 负 剩 余 不 是 全 部 不 同 的 . 使 用 一 些 概率 
公式 ( 见 [ Ri94]) 易 证 ， 在 s 与 V5 相 比较 大 ， 而 与 Vs 相 比较 小 ， 数 字 som, cos x, 是 随机 地 选 
取 时 ， 这 是 可 能 发 生 的 . 

一 旦 找到 整数 x, 和 x,, Osi-cjss, 满足 x,=%(mod p), H.x,*x,( mod n), W(x, -x n) 
是 的 非 平 凡 因 子 ， 这 是 因为 p 整除 x; -x;, 但 不 整除 x; 7 x. 可 用 欧 几 里 得 算法 迅速 求 出 
(x, -x,, n). RM, HERG, D), 0<i<j<s, QS a n), 则 共 需 要 求 0(* ) 个 最 大 公 
因子 . 我 们 将 说 明 如 何 减少 必须 使 用 欧 儿 里 得 算法 的 次 数 . 

我 们 用 下 面 的 方法 寻找 这 样 的 整数 Ln 首先 随机 选取 种 子 值 x。， f(x) 是 次 数 大 于 1 的 
整 系数 多 项 式 ， 然 后 用 递归 定义 

x,,4 = f(x,) (mod n), 0zxx,-n 
计算 x, k=l, .， 多 项 式 f(x) 的 选取 应 该 使 得 有 很 高 的 概率 在 出 现 重 复 之 前 生成 适当 多 
的 整数 x. 多 项 式 f(x) ea^ +1 在 这 一 检验 中 表现 良好 . 下 面 的 例子 说 明了 如 何 生 
成 这 样 的 序列 . 

例 4.30 iLn-8051, x, 22, f(x) =x*+1， 我 们 得 到 %1 =5, x, 726, m 2671, x,- 
7474, x, 22839, x, 2871, 4645. | 4 


w 
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注意 ， 由 % 的 递归 定义 ,车 
x, = x (mod d), 
其 中 d 是 一 个 正 整数 ， 则 
ta = f(x) = f(x;) = x, ( mod d). 

TÆ, dix —x(modd), ， 则 序列 x, 变 为 模 d 周期 的 ， 其 周期 整除 j -i; ME qo r(modj- i) E 
d, rZilf, x, —x, (mod d).， 因 此， 车 :是 不 小 于 i 的 j-i 的 最 小 倍数 ， 则 x =x, ( mod d). 

因此 ， 为 寻找 nn 的 一 个 因子 ,我们 要 求 xx -x 与 的 最 大 公 因 子 , k=1, 2,3, = X 
找到 上 使 得 1 过 (x n) n 时 ， 我们 就 得 到 了 n 的 一 个 因子 ， 从 之 前 的 观察 可 见 ， 我 们 很 
有 可 能 找到 一 个 接近 于 yp 的 整数 

oi 经 常用 多 项 式 f(x) =r +1 来 生成 整数 序列 xvm, ons 
%i，"…， 而 且 常 选用 种 子 x。=2， 在 此 分 解 方法 中 ， 这 样 选取 的 多 项 式 和 种 子 所 生成 的 序列 的 
行为 很 信 腿 机 序列 

例 4.31 取 种 子 为 <。=2， 生 成 多 项 式 为 /(x) =**+1， 求 n=8051 的 一 个 非 平 凡 因子 ， 有 
X,25, x, =26, x, 2677, x, =7474, x, =2839, x, - 871. Hi BXJL H SEXE, (x, —x,, 8051) = 
(26 -5, 8051) = (21, 8051) =1, (x, -x,, 8051) 2 (7474 -26, 8051) 2 (7448, 8051) 21. 但 是 
EFK, RIEA 8051 的 一 个 非 平 凡 因 子 ， 因 为 (x, -x,, 8051) = (871 -677, 8051) = 
(194, 8051) 297.97 就 是 8051 的 一 个 因子 . < 

要 明白 为 什么 称 此 方法 为 波 拉 德 p 方法 ， 请 看 图 4. 1. 此 图 说 明了 序列 x, 的 周期 特性 ， 其 
IP xo =2, x, =x; +1(mod 97) ，;i>1， 字母 p 的 尾部 是 此 序列 周期 性 出 现 之 前 的 部 分 ， p 的 环 
部 就 是 周期 性 的 部 分 . 


x,—26 


X42:677 295 (mod 97) 


Xi 一 


x4 74742 5 (mod 97) 


x—2 6 
(Hii 波 拉 德 p 方 法 . 
事实 证 明 ， 对 于 分 解 具有 相当 大 的 素 因子 的 整数 来 说 ， 波 拉 德 p 方法 是 实用 的 ， 实 际 应 用 
中 ， 分 解 大 整数 时 ， 首 先 用 小 素数 试 除 ， 例 如 小 于 .10 000 的 素数 ; 然后 ， 用 波 拉 德 p 方法 来 找 


中 等 大 小 (例如 不 超过 10) 的 素 因子 ， 在 小 素数 检验 和 波 拉 德 p 方法 失败 之 后 ， 我 们 才 采 用 真 
正 强力 的 方法 ,例如 二 次 第 法 或 椭圆 曲线 法 . 
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* 3. 


.6 节 习 题 
. 用 波 拉 德 p 方法 求 下 列 整数 的 素 因子 分 解 ， 其 中 x。=2, f(x) 2x +1. 


a)133 b)1189 c) 1927 d)8131 e)36 287 f)48 227 


. 用 波 拉 德 p 方 法 分 解 整数 1387 , 使 用 下 面 的 种 子 和 生成 多 项 式 . 


a)x, 22, f(x) =x +1 b)x, 23, f(x) 24^ 41 c)x, 22, f(x) «5521 dx =2, f(a) =a del 
说 明 为 什么 f(x) 选取 线性 多 项 式 ， 即 形 如 f(x) = ax - b 的 函数 ， 其 中 a 和 6 是 整数 ， 是 不 好 的 选择 . 


4. 6 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


i. 


用 Maple 3t Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
用 波 拉 德 p 方法 分 解 十 个 具有 15 到 20 位 十 进 制 数字 的 不 同 整 数 . 


2. 用 波 拉 德 p 方法 分 解 接近 100 000 的 大 整数 ; 并 记录 所 用 的 步骤 数 . 基于 所 得 数据 ， 你 能 给 出 什么 猜想 ? 
3. 用 波 拉 德 p 方法 分 解 2”+1. 
程序 设计 


1. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
对 给 定 的 正 整数 +， 用 波 拉 德 p 方 法 找到 它 的 一 个 素 因子 . 


第 5 章 同 余 的 应 用 


同 余 有 广泛 的 应 用 . 在 前 面 已 经 介绍 过 一 些 这 方面 的 例子 ， 比如 在 4.3 节 中 ， 就 利用 同 余 
展示 了 怎样 在 计算 机 上 做 大 整数 的 乘法 ， 本章 广泛 涉及 了 同 余 的 各 种 类 型 的 有 趣 应 用 首先， 
我 们 将 指出 如 何 利 用 同 余 进 行 整除 性 检验 ， 比 如 已 经 熟知 的 如 何 判断 一 个 整数 能 否 被 3 或 9 整 
除 的 简单 检验 .然后 会 推导 出 一 个 可 以 确定 历史 上 任何 一 天 的 星期 数 的 同 余 式 ， 还 有 利用 同 余 
编排 循环 赛 赛程 ， 我 们 也 将 讨论 同 余 性 质 在 计算 科学 中 的 一 些 应 用 ， 例 如 ， 应 用 在 散 列 函数 
上 ， 散 列 函 数 本 身 就 有 很 多 种 应 用 ， 比 如 确定 数据 储存 的 计算 机 存储 地 址 ， 最 后 ， 我 们 将 给 出 
如 何 利用 同 余 构 造 校 验 位 ， 用 来 确定 一 个 认证 数 是 否 被 错误 复制 . 

在 后 面 的 章节 中 ， 我 们 将 会 讨论 有 关 同 余 性 质 的 更 多 应 用 . 譬如， 在 第 8 章 中 ， 利 用 同 余 
从 不 同 的 途径 对 信息 进行 加 密 ; 在 第 10 章 中 ， 利 用 同 余 来 产生 伪 随 机 数 . 


5.1 整除 性 检验 


在 小 学 大 家 都 学 过 检验 一 个 整数 是 否 能 被 3 整除 ， 只 需 检 验 该 整数 各 位 数 相 加 之 和 能 否 被 
3 整除 就 可 以 了 .这 是 一 个 整除 性 检验 的 例子 ， 它 应 用 了 一 个 整数 的 各 位 数字 去 检验 这 个 数 是 
否 能 被 一 个 特定 的 整数 整除 ， 而 不 是 用 这 个 可 能 的 除数 直接 去 除 那 个 整数 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 
基于 这 样 的 检验 给 出 有 关 的 理论 .特别 地 ， 利 用 间 余 给 出 基于 b 进 制 展 开 的 整数 的 整除 性 检 
验 ， 其 中 是 一 个 正 整数 . 取 5=10， 即 得 到 著名 的 用 来 检验 整数 能 否 被 2，3，,，4，5，7，9， 
11 和 13 等 整除 的 检验 .可 能 你 在 很 久 以 前 就 学 过 这 些 整除 性 检验 ， 在 这 里 你 会 明白 为 什么 要 
那样 做 . 

LENSES dicio 首先 ， 我 们 要 推导 出 能 够 判断 被 2 的 之 整 除 的 检验 ， 令 n =32 688 048, 
因为 它 的 最 后 一 位 是 偶数 ， 很 容易 看 出 n 可 以 被 2 整除 .考虑 下 面 这 些 问题 : n 是否 能 被 2 =4 
整除 ? 是 否 能 被 2 =8 整除 ? 2'-16 W? 能 够 整除 ”的 2 的 最 高 次 寒 是 多 少 呢 ? 我 们 将 要 推导 
出 一 种 检验 的 方法 来 回答 这 些 问 题 ， 而 不 是 用 4，8 这 些 2 的 圭一 个 个 去 除 n 来 判断 . 

在 以 下 的 讨论 中 令 m 上 = (aa 72,0)... HA n-2,10 «a, ,10 + +a, 10 +a, HF 
0 三 w 和 9，J=0，1，2，…， 大 

因 10=0(mod 2), ， 由 此 可 得 到 对 所 有 的 正 整 数 / 有 : 107 m 0(mod 27) ， 进 而 

n = (a,),, (mod 2), 
n= (aa) (mod 2°), 


n = (a,a,a,) (mod 2°), 


. T (2, 10, 57:42, ) 19 (mod 2*). 
以 上 这 些 同 余 式 告诉 我 们 ， 要 判断 一 个 整数 n 能 否 被 2 整除 ， 只 需 检 验 它 的 最 后 一 位 数字 
能 否 被 2 整除 .类 似 地 ， 判 断 能 否 被 4 整除 ， 只 需 检 验 它 的 最 后 两 位 数字 能 否 被 4 整除 .一 
般 地 ， 要 检验 n 能 否 被 2 整除 ， 只 需 检 验 组 成 整数 ”的 最 后 7 位 数字 能 否 被 2 整除 即 可 . 
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例 5.1 邻 n=32688048. H2|8 42|n, 4|48 知 4|n, 8|48 知 8|n，16|8048 知 16|n， 
4B 32 / 88 048 知 324n. < 

被 5 的 宕 整除 的 检验 ”下面 将 推导 能 被 5 的 宕 整除 的 整除 性 检验 . 

为 了 推导 出 能 被 5 的 容 整 除 的 整除 性 检验 ， 首 先 ， 由 10=0(mod 5)， 有 10’=0(mod 57) 
对 所 有 整数 j 成立， 因此 ， 能 被 5 的 宕 整除 的 整除 性 检验 类 似 于 能 被 2 的 寡 整 除 的 整除 性 检验 , 
我 们 只 需 检验 组 成 整数 的 最 后 7 位 数字 能 否 被 ?整除 来 判断 5’ 是 否 能 整除 n. 

例 5.2 令 m=15535375. 由 515 知 5|mn，25 175 知 25 |mn，125 |375 41 125 | n, 1H 625 45375 
知 625 // n. © a 

被 3 和 9 整除 的 检验 ”下面 将 推导 能 被 3 和 9 整除 的 整除 性 检验 . 

注意 到 两 同 余 式 10=1(mod 3) 和 10=1(mod 9) 同 时 成 立 ， 因 此 有 10*=1 (mod 3) 和 10* = 
1(mod 9) 同 时 成 立 ， 由 此 可 得 到 一 个 有 用 的 同 余 式 : 

(a,a,.,*7a,a,05),, = a,10* + a, ,10** +- +al0+ao 
=a, a. con +a, * ag (mod 3) 和 (mod 9) 


从 而 ， 我 们 只 需 检验 n 的 各 位 数字 之 和 是 否 能 被 3 或 9 整除 ， 便 可 以 分 别 判定 n 是 否 能 被 3 或 


9 整除 . 
例 5.3 4 n-24127835. 那么 nn 的 各 位 数字 之 和 是 4+1+2+7+8+3+5 =30. 因 3|30 


[H9 /30, Sk 3| n fR 9 Xn. | 
被 11 整除 的 检验 ”对 能 否 被 11 整除 可 以 找到 一 个 相当 简单 的 检验 . 
因为 10= -1(mod 11)， 所 以 有 : 

(a,2a,.,7450,09) 19 = a,10* t a, ,10*' * 623,100, 
za(-1)' *a,4(- 1)" + — a, + aj (mod 11) 

这 表明 (wa _,…wa io) 能 被 11 整除 的 充 要 条 件 是 对 的 各 位 数字 交替 相 加 减 ， 所 得 到 的 整 

数 w -alt+o-…+(-1) os 能 被 11 整除 . - 

例 5.4 易 知 723 160823 可 以 被 11 整除 .因为 交替 相 加 减 ， 其 各 位 数字 得 到 的 整数 是 

3_248-0+6-1+3-2+7=22 可 以 被 11 整除 . 另 一 方面 ，33 678 924 不 能 被 11 整除 ， 因 


4-2+9-8+7-6+3-3=4 不 能 被 11 整除 . 4 
i7, 11, 13 整除 的 检验 ” 接 下 来 将 要 推导 一 个 检验 可 以 同时 判断 被 素数 7，11，13 整除 
的 整除 性 检验 ， 


注意 到 7 . 11. 13 =1001 并 且 103 210002 -1(mod 1001). 因此 
(a,0,.,7050,09) i9 = a,10* + a, ,10 +- +a,10 a, 
= (a, + 10a, + 100a,) + 1000(a, + 10a, + 100a, ) 
+ (1000)?(a, + 10a, + 1002,) ++ 
= (100a, + 10a, + a,) — (100a, + 10a, + as ) 
+ (1002, + 10a; ta) -V 


= (aaiao)io — (2504,04) io + (agaa) -…(mod 1001). 
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这 个 同 余 式 告诉 我 们 : 一 个 整数 模 1001 同 余 于 这 样 一 个 数 ， 它 是 将 原来 那个 整数 按照 十 
进 制 展开 ,然后 从 最 右 端 开始 每 连续 的 三 位 数字 分 成 一 组 ， 再 按照 原 顺序 构成 新 的 三 位 数 ， 最 
后 将 它们 连续 地 交替 相 加 减 而 得 到 的 整数 .: 从 而 ， 因 7，11，13 均 是 1001. 的 因子 ， 为 了 判断 
一 个 整数 是 否 能 被 7，11 或 13 整除 ， 只 需要 检验 这 些 三 位 数 的 交替 加 减 是 否 能 被 7，11 或 13 

例 5.5 令 n=59358208. 因 按照 以 上 方法 每 三 位 数字 分 组 得 到 的 整数 的 交替 加 减 208 - 
358 +59 = -91 可 以 被 7 和 13 整除 ,但 不 能 被 11 整除 ， 由 此 可 知 : 7|n, 13|n, 11n < 

基于 b 进 制 表示 的 整除 性 检验 ”目前 为 止 我 们 所 推导 的 一 切 整除 性 检验 都 是 基于 10 进 制 
的 ， 现 在 ,我 们 来 推导 使 用 b 进 制 表 示 的 整除 性 检验 ， 这 里 b 是 一 个 正 整 数 . 

定理 5.1 若 d|b， 并 且 j, 都 是 正 整 数 且 满 足 j 二 k， 那 么 (a,…aiao)， 可 被 di 整除 当 且 
Jt 3 (aiaa), TAI d ER. 

证 明 H b=0(mod d)， 由 此 可 得 : b/-0(mod d^). 因此 

(a,a, ,"*a,a,), = a,b” + + abt + a,b t + ab Ha 
= aj, ,b^ + "tab +a 
= (ajaa), (mod d’). 
Km, d’ | (aa, aao), 24 HAX 34 d? | (aj.,7a,0,),. m 
定理 5. 1 将 十 进 制 符号 表示 的 被 2 007 RURIL 5 00 75 CREE RE D HR T HS 89 Rb dt 
数 的 整除 性 检验 . 

定理 5.2 #d|(b-1), HZ nz (a,a,2a,), 可 被 d 整除 当 且 仅 当 nn 的 各 位 数字 之 和 a + 
a, ta, t a, 可 以 被 d 整除 ， , 

证 明 Hid|(b-1), A bel(mod d). 因此 根据 定理 4.7, 对 任意 正 整数 j， 有 5b’= 
1(mod d). Aifinz(a,--a,a,), =ab + cajb aya, + “…+Q;+ao(mod d). XRH, 
d|n HAH da, + +a +a. i " 

定理 5. 2 将 十 进 制 符号 表示 的 被 3 和 9 整除 的 整除 性 检验 推广 到 其 他 进 制 整数 的 整除 性 

定理 5.3 #d|(b+1), 那么 = (ai…aiao)s 可 被 d 整除 当 且 仅 当 nn 的 各 位 数字 的 交错 
和 ( -1)'a, + - a, +a, 可 以 被 d 整除 . 

证 明 由 d|(5+1), Albe -1(mod d). 因此 48’=( -1)i(mod d). JÁifi n 2 (a,:--a,a,), 2 
( -1)'a, + —a, taj(mod d) 故 dj|n 当 和 且 仅 当 d | (( -1)'a, + -a, +ao). a 

定理 5.3 将 十 进 制 符号 表示 的 对 整数 是 否 被 11 整除 的 整除 性 检验 推广 到 其 他 进 制 整数 的 

例 5.6 令 n=(7F28A6),s( 十 六 进 制 )， 那 么 , 因 2116， 由 定理 5.1 且 216, 故 2 |n、 类 
似 地 ， 因 4116, 但 4#Y6,， 故 4#m 由 定理 5.2, 3| (16-1), 5| (16-1), 15| (16-1) B7 + 
F*248*A46-(30),, B3|(30),, 故 3|n, 4H5/(30),, 15/(30),85 /n, 15/n. 3i 
一 步 ， 由 定理 5.3, 因 17| (16 1) Hn36-A48-2«F-7- (A), (mod 17), 但 17 /( A), 
可 得 结论 17 Yn. 4 
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5. 


1. 


例 5.7 令 n=(1001001111),， 则 利用 定理 5.3 可 知 3 |z， 因 为 mn=1-1+1-1+0-0+1- 
0+0-1=0(mod 3) 有 3|(2+1). 


1 节 习 题 

求 能 够 整除 下 列 每 个 整数 的 2 RURKI. 

a)201 984 b)1 423 408 c)89 375 744 d)41 578 912 246 
. 求 能 够 整除 下 列 每 个 整数 的 5 的 宕 的 最 大 值 

a)112 250 b)4 860 625 c)235 555 790 d)48 126 953 125 
. 下 列 哪 个 整数 可 以 被 3 整除 ? 在 那些 被 -3 整除 的 数 中 ， 哪 个 可 以 被 9 整除 ? 

a)18 381 b)65 412351 c)987 654 321 d)78 918 239 735 
. 下 列 哪 个 整数 可 以 被 11 整除 ? : 

a)10763 732 b)1 086 320 015 c)674 310 976 375 d)8 924 310 064 537 
. 求 能 够 整除 下 列 整数 的 2 的 塞 的 最 大 值 . 

a) (101111110), b) (1010000011), c) (111000000) , d) (1011011101), 
. 在 习题 5 中 确定 可 以 被 3 整除 的 整数 . 


. 下 列 哪 些 整数 可 以 被 11 整除 ? 


a) (1210122), b) (211102101), c) (1112201112), d) (1012222201101), 


. 在 习题 7 中 哪些 整数 可 以 被 4 整除 ? 
. 下 列 哪些 整数 可 以 被 3 整除 ? 哪些 可 以 被 5 整除 ? 


a) (3EA235) , b) ( ABCDEF) ,, c) (F117921173) s d) (10AB987301F) ,, 
. 在 习题 9 中 哪些 整数 可 以 被 17 整除 ? 


一 个 么 循环 整数 (repunit) 是 在 十 进 制 展 开 下 所 有 位 都 是 1 的 整数 . 


. 求解 什么 样 的 么 循环 整数 可 以 被 3 整除 ? 哪些 么 循环 整数 可 以 被 9 整除 ? 

. 求 哪些 么 循环 整数 可 以 被 11 整除 ? 

. 求 哪些 么 循环 整数 可 以 被 1001 整除 ? 哪些 可 以 被 7 整除 ? 哪些 可 以 被 13 整除 ? 
. 求 位 数 不 超 过 10 位 的 且 是 素数 的 么 循环 整数 . 


6 进 制 么 循环 数 是 在 5 进 制 展开 下 所 有 位 都 是 1 的 整数 . 


. 求 可 以 被 (5 -1) 的 因子 整除 的 5 进 制 么 循环 数 . 
. 求 可 以 被 (8+1) 的 因子 整除 的 5 进 制 么 循环 数 . 


b 进 制 回 文 数 是 在 6 进 制 表示 下 正 读 和 反 读 都 相间 的 整数 . 


. 求证 任何 一 个 偶数 位 的 十 进 制 回 文 数 都 可 以 被 11 整除 . 
. 求证 任何 一 个 偶数 位 的 七 进 制 回 文 数 都 可 以 被 8 整除 . 
. 基于 10° =1(mod 37) 推 导 一 个 可 以 检验 是 否 被 37 整除 的 检验 ， 并 利用 该 检验 验证 443 692 和 11 092 785 是 


否 被 37 整除 . 


制 表 示 下 从 右边 开始 每 两 位 分 为 一 组 ). 


- 用 在 习题 20 中 设计 的 检验 判断 下 列 命题 : 


a) (101110110), 可 以 被 5 整除 . 
b)(12100122); 可 以 被 2 整除， 又 是 否 可 以 被 5 整除 ? 
c) (364701244) 可 以 被 5 整除 ， 又 是 否 可 以 被 13 整除 ? 


«4 


. 设计 一 个 检验 求 一 个 5 进 制 表示 的 整数 是 否 可 以 被 4 整除 ,其 中 是 所 +1 的 因子 (提示 : 把 该 整数 在 5 进 
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d) (5837041320219) ,可 以 被 101 整除 
22. 有 一 张 字迹 模糊 的 旧 收 据 ， 上 面 写 着 88 只 鸡 的 价格 是 x4. 2y 美元 ， 其 中 a, y 代表 已 经 读 不 出 来 的 位 上 的 
数字 ， 那 么 每 只 鸡 的 价格 是 多 少 昵 ? 
23. 利用 模 9 的 同 余 来 找 出 丢失 的 数字 ， 该 等 式 是 89 878 - 58 965 = 5299?56 270， 其 中 用 问号 来 表示 该 位 上 的 
数字 已 丢失 . 1 
我 们 可 以 通过 判断 同 余 式 c=ab(mod m) 是 否 成 立 来 判断 乘法 式 c。=ab 是 否 正确 ， 其 中 m 是 任意 一 个 模 数 . 
如 果 可 以 断定 c 模 mm 与 ab 不同 余 ， 那么 我 们 可 以 得 到 c=ab 是 错误 的 ， 当 我 们 取 画 =9 且 利 用 事实 :. 十 进 制 
的 整数 模 9 同 余 于 其 各 位 数字 之 和 ， 这 样 可 得 到 一 个 检验 称 作 “ 弃 九 法 ". 
24. 利用 弃 九 法 检验 下 列 乘法 式 . 
a)875 961 - 2753 22 410 520 633 b)14 789 - 23 567 = 348 532 367 c)24 789 - 43 717 «1 092 700 713 
25. 利用 弃 九 法 检验 一 个 乘法 式 是 否 足够 可 靠 ? 
26. 将 一 个 整数 按照 十 进 制 展 开 ， 怎样 将 它 的 各 位 数字 组 合 使 得 得 到 的 新 数 模 99 同 余 于 该 整数 自身 ? 利用 你 
所 得 到 的 答案 ,推导 出 一 个 基于 弃 九 十 九 法 的 乘法 式 检 验 ， 并 利用 该 检验 法 检验 习题 24 的 各 个 乘法 式 ， 


5. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 设 n 是 一 个 不 超过 30 的 正 整数 ， 判 断 具 有 位 数 的 么 循环 整数 是 否 是 素数 . 你 可 以 得 到 更 进一步 的 结 
论 吗 ? | E 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 
. 给 定 正 整 数 n， 求 能 够 整除 n 的 2 的 最 高 寡 次 数 和 5 的 最 高 寡 次 数 . 
. 给 定 正 整数 ,检验 其 能 否 被 3，7，9，11 和 13 整除. 
. 给 定 正 整数 xn， 通过 将 n 在 &b 进 制 下 展开 ，, 求 该 整数 的 因子 5 在 n 中 的 最 高 次 数 . 
. 讲 一 个 正 整数 进行 b 进 制 展开 的 形式 ,检验 5-1 和 45+1 的 因子 是 否 可 以 整除 该 数 . 


5.2 万 年 历 


在 本 节 中 ,我 们 将 给 出 一 个 计算 公式 ， 用 它 来 计算 任何 一 年 的 任何 一 天 的 星期 数 ， 因 为 日 
期 的 星期 数 是 以 数 7 为 周期 的 ， 所 以 可 以 利用 模 7 的 同 余 性 来 计算 ， 我们 把 一 个 星期 的 每 一 天 
用 集合 0，1，2，3 ,4，5 ,6 中 一 个 数 表示 ， 并 设置 

e 星期 天 =0， 

e 星期 一 =1， 

e 星期 二 =2， 

。 星 期 三 =3， 

e 星期 四 =4， 

。 星期 五 =5， 

.星期 六 =6. 

埃及 历法 每 年 精确 到 365 天 ， 尤 利 乌 斯 .凯撒 (Julius Caesar) 推行 了 一 种 新 的 历法 叫做 凯 
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搬 历 法， 该 历法 每 年 的 平均 长 度 是 365 于 天 ， 同时 为 了 更 好 的 反映 每 一 年 的 实际 长 度 ， 每 四 年 


会 增加 一 个 阔 年 ， 但 是 ， 最 新 的 计算 表明 每 一 年 的 真实 长 度 大 约 是 365. 2422 天 ， 随 着 世纪 的 
更 迭 ， 每 年 会 有 0. 0078 天 的 误差 被 累加 起 来 ， 所 以 到 了 1582 年 已 经 大 约 有 多 余 的 10 天 被 
没有 必要 的 加 到 了 冰 年 里 面 ， 为 了 纠正 它 ， 格 里 哥 利 ( Cregory ) 教皇 在 1582 年 创立 了 一 种 新 
历法 ， 首先， 多 余 的 十 天 被 加 进 了 原来 的 日 期 里 ， 所 以 1582 年 10 月 5 号 变 成 了 1582 年 10 
月 15 号 (10 月 6 日 到 10 月 14 日 的 日 期 被 跳 了 过 去 ). 阔 年 可 以 精确 的 定义 为 : 除了 年 份 能 
够 整除 100 年 ， 即 标志 世纪 开始 的 年 ,年份 能 够 整除 4 的 都 是 闵 年 ， 而 那些 年 份 能 够 整除 
100 的 年 只 有 在 年 份 同时 被 400 整除 时 才 是 六 年 作为 例子 ，1700 4E, 1800 4E, 1900 年 和 
2100 年 都 不 是 国 年 ， 但 1600 年 和 2000 年 是 痿 年 .按照 这 种 安排 ,一 个 历法 年 的 平均 长 度 
变 成 了 365.2425 天 ， 相 当 接 近 于 实际 的 365.2422 天 ， 每 年 仍 会 有 0.0003 天 的 误差 ， 即 每 
10000 年 会 有 3 天 的 误差 .将 来 ， 这 个 差异 会 得 到 更 正 ， 并 且 已 经 提出 了 多 种 可 能 的 方法 去 
纠正 这 个 误差 . 

在 处 理 世 界 上 不 同 地 区 的 历法 日 期 时 ， 有 一 个 事实 是 必须 考虑 的 ， 即 并 不 是 所 有 的 地 区 都 
是 在 1582 年 采用 的 格 里 哥 利 历法 ， 在 英国 及 现在 的 美国 ， 直 到 1752 年 才 采 用 该 历法 ， 因 此 需 
要 加 上 11 天 ， 即 在 这 些 地 区 凯撒 历法 的 1752 4p 9 月 3 号 变 成 了 格 里 哥 利 历法 的 1752 年 9 月 
14 号 ， 日 本 是 1873 年 采用 的 格 里 哥 利 历法 ， 俄 罗斯 及 其 周边 国家 是 1917 年 ， 而 希腊 一 直到 
1923 年 才 采 用 此 历法 . | 

DTE TIL PASQUA 23:3 1E ZI Ed MES [S] E AAE 
多 出 来 的 一 天 加 到 了 二 月 的 最 后 一 天 ， 所 以 我 们 有 必要 首先 做 出 一 些 调整 ， 从 每 年 的 三 月 份 开 
始 ， 对 月 份 重新 进行 计数 ， 并 将 一 月 份 和 二 月 份 算 作 前 一 年 的 一 部 分 ， 比 如 ，2000 年 2 月 被 
认为 是 1999 年 的 第 十 二 个 月 ， 而 2000 年 5 月 则 是 2000 年 的 第 三 个 月 ， 为 了 便于 计算 日 期 ， 
在 这 种 协议 下 ， 令 | 

ek = 每 一 月 份 中 的 日 期 ; 


.em= 月 份 ， 且 有 
一 月 份 =11 七 月 份 =5 
二 月 份 =12 八 月 份 =6 
三 月 份 =1 九 月 份 =7 
四 月 份 =2 十 月 份 =8 
五 月 份 =3 十 一 月 份 =9 
六 月 份 =4 | 十 二 月 份 =10 
。N = 年 份 ，N 是 当前 年 份 ， 该 年 的 一 月 份 和 二 月 份 归 到 前 一 年 中 , 并 且 N 2100€ € Y, 
其 中 . 
es C= 世纪 数 ， 


。 了 = 每 一 世纪 中 特定 的 年 份 . 
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815.8 对 1951 年 4 月 3 号 , 有 k=3, m-2, N-1951, C=19 和 Y=51， 但 注意 1951 年 
2 月 28 号 ， 有 k=28, m-12, N-1950, C= 19 和 了 = 50, 这 是 因为 在 我 们 的 计算 中 ， 把 二 月 
份 算 作 前 一 年 的 第 十 二 个 月 了 . 4 

以 每 一 年 的 3 月 1 号 作为 起 点 ， 令 d, 代表 第 N 年 的 3 月 1 号 的 星期 数 ， 从 1600 年 开始 ， 
我 们 计算 每 一 给 定 的 年 份 的 3 月 1 号 的 星期 数 ， 注 意 到 如 果 第 IN 年 不 是 头 年 ， 则 第 W- 1 年 与 
第 NN 年 的 3 月 1 号 之 间 有 365 天 ， 且 因为 365=1(mod7) ， 所 以 d 必 =dv +1(mod7), MES 
入 年 是 头 年 ， 因 这 连续 两 年 的 3 月 1 号 之 间 多 了 一 天 ， 故 

dy := dy , * 2(mod 7). 

因此 ， 由 deoti dv， 首 先 要 计算 出 第 N 4E 5j 1600 4EIRUE & /PA- E 4E CAS £118 1600 年 
而 包括 N 年 ) ， 令 这 个 数目 是 x， 为 了 计算 *， 利 用 带 余 除 法 ， 在 第 1600 年 到 第 NN 年 之 间 ， 
有 [(N -1600)/4] 个 年 份 可 以 被 4 整除 ， 有 [(N 71600) 7100 ] MERT ELE 100 整除 ， 有 
[(N 一 1600)/400] 个 年 份 可 以 被 400 整除 ， 因 而 

x = [(N - 1600)/4] - [(N -1600)/100] + [ (N - 1600) /400] 
= [N/4] - 400 - [N/100] + 16 + [N/400] - 4 
= [N/4] - [N/100] + [N7400] - 388. 
(我 们 利用 了 例 1.34 中 的 等 式 来 简化 这 里 的 表述 )， 把 C 和 Y 代 入 到 上 式 ， 可 得 
x = [25C + (Y/4)] - [C + (Y/100) ] + [(C/4) + (Y/400) ] - 388 
= 25C «[Y/4] -C + [C/4] - 388 
— 3C + [C/4] + [Y/4] - 3(mod 7). 
这 里 再 次 利用 了 例 1.4 中 的 等 式 ， 不 等 式 Y/100 < 工 和 方程 [(C7/4) + (Y/400) ] = ees 
Y/400 < 1M4， 这 可 以 从 第 1.5 节 中 的 习题 19 推出 ). 
现在 可 以 根据 diew 计 算 d, 了 ， 每 过 一 年 则 在 diw。 上 加 一 天 ， 并且 加 上 在 1600 年 到 第 N 年 
间 因 半年 而 多 出 的 天 数 ， 这样 便 得 到 以 下 公式 
dy, = diœ + N — 1600 +x 
= dy, + 100C + 了 - 1600 +3C + [C/4] + [Y/4] -3(mod 7). 
整理 可 得 ， 
dy = diy -2C + Y+[C/4] + [Y/4] (mod 7). 

我 们 已 经 导出 了 联系 任何 一 年 3 月 1 号 的 星期 数 与 1600 年 3 月 1 号 的 星期 数 的 公式 ， 利 
用 事实 : 1982 年 3 月 1 号 是 星期 一 ， 可 以 推导 1600 年 3 月 1 号 的 星期 数 ” 对 于 1982 年 ， 因 
N =1982, $ C=19, Y-82, 又 don =1, uff 

1 = dy ~ 38 +82 + [19/4] + [82/4] = diw - 2( mod 7). 
EJIE, diwo =3, BP 1600 年 3 月 1 号 是 星期 三 ， 将 dm 的 值 代 和 人 计算 dy 的 公式 便 可 得 到 
d, =3 -2C «Y + [C/4] + [Y/4] (mod 7). 

现在 利用 以 上 公式 来 计算 第 IN 年 每 个 月 的 第 一 天 的 星期 数 ， 为 了 计算 某 个 特定 月 份 的 第 
一 天 的 星期 数 ， 我 们 会 用 到 它 与 前 一 个 月 第 一 天 的 星期 数 的 相差 的 数值 ， 因 为 30=2( mod 7)， 
则 若菜 月 有 30 天 ， 那 么 它 下 月 的 第 一 天 的 星期 数 要 比 这 个 月 第 一 天 的 星期 数 增加 2; 如 果 是 
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31 天 ， 则 因 31=3(mod 7) ， 所 以 星期 数 会 增加 3， 因 而 我 们 必须 加 上 以 下 天 数 : 
从 3 月 1 号 到 4 月 1 号 : 3 天 
从 4 月 1 号 到 5 月 1 号 : 2 天 
从 5 月 1 号 到 6 月 1 号 : 3 天 
从 6 月 1 号 到 7 月 1 号 : 2 天 
从 7 月 1 号 到 8 月 1 号 : 3 天 
从 8 月 1 号 到 9 月 1 号 : 3 天 
从 9 月 1 号 到 10 月 1 号 : 2 天 
从 10 月 1 号 到 11 月 1 号 : 3 天 
从 11 月 1 号 到 12 月 1 号 : 2 天 
从 12 月 1 号 到 1 月 1 号 : 3 天 
从 1 月 1 号 到 2 月 1 号 : 3 天 
我 们 需要 一 个 能 够 给 出 与 上 面具 有 相同 增 量 的 公式 ， 注 意 到 一 共有 11 个 增 量 共 29 天 ， 故 
平均 每 个 增 量 是 2.6 天 ， 通 过 观察 ， 可 以 发 现 当 m 取 2 到 12 时 ， 函 数 [2.6m -0.2] -2 给 出 了 
与 上 面相 同 的 增 量 , 而 m - 1 时， 函数 值 为 零 (该 公式 最 先 由 克里斯蒂 安 * 采 勒 (Christian 
Zeller? ) 提出， 他 明显 是 根据 不 断 地 实验 和 修正 得 到 此 公式 )， 因 此 ,第 入 年 第 m 月 第 一 天 的 
星期 数 是 由 d, + [2. 6m -0.2] -2 模 7 的 最 小 非 负 剩余 给 出 的 . 
记 下 为 第 NN 年 第 m 月 第 k 天 的 星期 数 ， 我 们 只 需要 在 已 经 推导 出 的 计算 该 月 第 一 天 的 星 
期 数 公式 中 添加 -1， 得 到 : 
W =k + [2.6m -0.2] -2C+Y+[Y/4] + [C/4] (mod 7). 
我 们 可 以 利用 这 个 公式 计算 出 格 里 哥 利 历法 任何 一 年 中 任何 一 天 的 星期 数 . 
例 5.9 求 1900 年 1 月 1 号 的 星期 数 ， 易 知 : C=18, Y=99, m-11, k=1( 因 我 们 把 1 
月 看 作 先 前 一 年 的 第 11 HO. 因此 有 : 
W=1+28-36+99+24+4=1(mod7). 
从 而 1900 年 1 月 1 号 是 星期 一 . < 


5.2 节 习 题 


1. 求 出 你 出 生 那 一 天 的 星期 数 ， 并 算出 你 今年 生日 的 星期 数 . 

2. 求 下 列 在 美国 历史 上 重要 日 期 的 星期 数 (1752 年 9 月 3 号 以 前 用 凯 撤 历法， 从 1752 年 9 月 14 号 至 今 用 格 里 
哥 利 历法 . ) 
*a)1492 年 10 月 12 号 哥伦布 在 加 勒 比 发 现 大 陆 


*b)1692 年 5 月 6 号 彼得 * 米 纽 依 特 从 当地 土著 购买 了 曼哈顿 
*6)1752 年 6 月 15 号 本 杰 明 - 富兰克林 发 明了 避雷 针 
d)1776 年 7 月 4 号 美国 独立 宣言 发 表 


名 克里斯蒂 安 . 采 勒 (1849 一 1899 ) 生 于 德国 Neckar 的 Muhlhausen. 他 在 完成 神学 学 习 后 成 为 一 名 神父 1874 年 到 1898 
年 ， 他 担任 Markgroningen 女子 学 院 院 长 ， 他 在 1882 年 发 表 计 算 特 定 日 期 的 星期 数 的 公式 . 
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5. 


e)1867 4£ 3 H 30 € 美国 从 俄罗斯 购买 了 阿拉 斯 加 州 - 
f)1888 43 H 17 4 美国 东部 发 生 特大 暴风 雪 
g)1898 年 2 月 15 号 美国 “ 缅 因 号 ”军舰 在 哈瓦那 港 突然 发 生 爆 炸 沉 没 
h)1925 年 7 月 2 号 Scopes 因 教 进化 论 获 罪案 

i)1945 年 7 月 16 号 第 一 颗 原 子弹 爆炸 成 功 

j)1969 4£ 7 H 20 € 人 类 第 一 次 登 上 月 球 

k)1974 年 8 月 9 号 尼克 松 总 统 辞职 

11979 43 H 28 € 三 里 岛 核电 站 核 泄露 事件 
m)1984 年 1 月 1 号 “大 贝尔 ”公司 解体 

n)1991 年 12 月 25 号 苏联 解体 

0)2027 年 6 月 5 号 人 类 第 一 次 登 上 火星 


. 在 2020 年 有 几 个 月 的 13 号 均 是 星期 五 ? 
.从 公元 1 年 到 公元 10 000 年 间 一 共 包 含 多 少 个 痿 年 ? | 
. 为 了 修改 格 里 哥 利 历法 中 每 一 年 的 天 数 与 每 年 实际 天 数 之 间 的 微小 差异 ， 有 人 建议 能 被 4000 整除 的 年 份 将 


不 是 半年 请 考虑 以 上 修改 求 给 定 日 期 星期 数 的 公式 以 进行 校正 . 


. 证 明 在 同一 个 世纪 里 ， 如 果 两 个 不 同 的 年 份 相差 23 56 或 84 年 ， 则 它们 相同 的 历法 日 期 具有 相同 的 星 


期 数 . 


. 在 你 出 生 后 的 一 百年 里 ， 有 哪些 年 的 生日 的 星期 数 与 你 出 生 那天 的 星期 数 相同 ? 

. 在 序列 1995, 1997, 1998, 1999, 2001, 2002, 2003 中 下 一 项 应 该 是 多 少 ? 

. 在 序列 1700, 1800, 1900, 2100, 2200, 2300 中 下 一 项 应 该 是 多 少 ? 

- 证 明 在 连续 的 400 年 中 韶 年 的 数目 总 是 相同 的 ， 并 求 出 这 个 数 

.证明 一 年 中 两 个 连续 月 份 的 13 号 均 是 星期 五 当 且 仅 当 这 两 个 月 是 二 月 和 三 月 并 且 这 一 年 的 1 月 1 号 是 星 


期 四 . 


. 有 人 建议 用 一 种 新 的 历法 叫做 “国际 固定 日 历 ， 这 种 历法 有 13 个 月 ， 包 括 所 有 现 有 的 月 份 ， 又 增加 了 


一 个 新 的 叫 “Sol” 的 月 份 ， 并 且 插 在 了 六 月 份 和 七 月 份 之 间 . 每 个 月 都 有 28 天 ， 但 头 年 的 6 月 份 多 一 天 
〈 国 年 的 判定 方法 跟 格 里 哥 利 历法 一 样 )， 还 有 一 天 不 属于 任何 一 个 月 称 为 岁 未 天 ， 可 以 把 它 认为 是 12 月 
29 号 ， 为 “国际 固定 历法 ”设计 一 个 永久 性 的 历法 表 ， 并 给 出 历法 日 期 的 星期 数 . 


. 证 明 : 在 格 里 哥 利 历法 下 ， 每 年 至 少 有 一 个 月 的 13 号 是 星期 五 . 

. 对 任意 整数 &，1 <k<30，, 证 明 格 里 哥 利 历法 的 每 年 的 12 个 月 中 的 第 天 包含 了 所 有 七 个 星期 数 . 
. 给 定格 里 哥 利 历法 中 某 一 年 ， 确 定 某 个 月 的 31 号 有 多 少 可 能 的 星期 数 . 

. 求 在 一 个 世纪 里 最 多 有 几 个 年 份 的 2 月 份 有 五 个 星期 天 . 


2 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
RE 1800 年 到 2300 年 间 每 个 月 的 第 十 三 天 是 星期 五 的 月 份 的 个 数 ， 你 能 根据 你 发 现 的 现象 提出 并 证 明 一 
个 猜想 吗 ? 


程序 设计 


1. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 ; 
给 出 任何 一 个 日 期 的 星期 数 . 
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N 


. 打印 出 任何 一 年 的 日 历 表 . 
. 打印 出 国际 固定 历法 (见习 题 12) 的 历法 表 . 


5.3 循环赛 赛程 


同 余 可 以 用 来 安排 循环 赛 的 赛程 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 证 明 如 何 安排 个 队 的 循环 赛 的 赛 
程 ， 使 得 每 个 队 与 其 他 任何 一 个 队 都 比赛 一 次 .我 们 叙述 的 方法 是 由 弗 轮 德 (Freund) 发 明 的 
[ Fr56 ]. 

首先 ， 注 意 到 若 N 是 奇数 ， 则 因 各 队 配 好 对 以 后 ， 实 际 参加 比赛 的 队 的 总 数 是 偶数 ， 即 
在 每 一 轮 中 ， 并 不 是 所 有 的 队 都 参加 比赛 ， 所 以 , 车 N 是 奇数 ， 则 可 以 添加 一 个 虚拟 的 队 ， 
在 某 一 轮 中 与 虚拟 的 队 配对 的 队 在 本 轮 中 轮空 ， 不 参加 比赛 . 因此， 可 以 始终 假设 有 偶数 个 小 
队 参 加 比赛 ， 在 必要 时 增加 一 个 虚拟 队 . "m 

将 NABUBEET, 2，3，…，N -1，N 编号 ， 构造 一 个 赛程 ， 按 照 下 列 方式 进行 配对 . 
车 i+j=k(mod N-1), iN, jzN， 且 ji， 则 在 第 上 轮 中 ,第 i 队 与 第 j 队 比赛 ,除了 第 
队 和 满足 2i k( mod N -1) 的 第 i 队 外 ， 这 个 赛程 表 让 其 他 所 有 队 在 第 轮 中 都 参加 比赛 ， 这 
样 的 第 i 队 是 存在 的 ， 因 为 (2,，N -1) =1， 由 定理 4.10 可 知 ， 同 余 方 程 2x=k(mod N -1) 在 
1<x<N-1 内 有 且 仅 有 一 解 ， 让 这 第 i 队 与 第 NN 队 在 第 k 轮 中 比赛 

现在 ， 我 们 将 会 证 明 每 个 队 与 其 他 任何 一 个 队 都 比赛 一 次 ， 且 只 比赛 一 次 ， 先 考虑 前 
N -1 个 队 ， 注 意 到 在 第 轮 中 第 i 队 与 第 NN 队 只 比赛 一 次 , 其 中 1<x<N-1 且 2i=k(mod 
N -1)， 换 句 话 说 ， 第 i 队 不 会 两 次 与 同一 队 比 赛 ， 若 第 i 队 在 第 轮 和 在 第 轮 均 与 第 j 队 比 
3€, 则 i+j=k(mdd N -1) 和 i+j=k'(mod N-1). 这 显然 矛盾 ， 因 为 k=k'(mod N -1). 因 
此 ， 前 W_-1 个 队 的 每 一 个 队 都 比赛 V -1 次 ， 并 且 和 同一 队 比 赛 不 超过 两 次 ， 故 它 和 每 个 队 
只 比赛 一 次 ， 还 有 ,第 N 队 参 加 了 N -1 次 比赛 ， 又 任何 其 他 队 与 第 N 队 只 比赛 一 次 ， 故 第 N 
队 与 其 他 任何 一 队 只 比赛 一 次 . | 

Bi 5.10. ”为 了 安排 五 个 队 的 循环 赛 ， 将 这 五 个 队 用 整数 1，2，3，4,，5 编号 ， 虚 拟 队 用 6 
编号 ， 在 第 一 轮 中 ， 第 工 队 与 第 j 队 比赛 ， 其 中 1+j=1(mod 5)， 此 处 , j=5 同 余 式 成 立 ， 故 
第 1 队 与 第 5 队 比 赛 ， 因 同 余 式 2 +j=1(mod 5) 的 解 是 j=4， 故 在 第 一 轮 中 ,第 2 队 与 第 4 队 
比赛 ， 又 1=3 是 同 余 式 2i=1(mod 5)， 第 3 队 与 第 6 队 即 虚拟 队 配 对 ， 因 此 ， 在 第 一 轮 中 第 3 
队 轮 空 ， 继 续 这 个 步 又 ， 便 可 以 完成 在 其 他 轮 的 赛程 安排 ， 如 表 5.1 WR, B kR i AKR 
手 在 第 上 行 第 i 列 给 出 . < 

表 5.1 五 队 循环 赛 赛程 安排 


w 
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5.3 52] 8 
1. 为 下 面 的 小 组 安排 循环 比赛 的 赛程 . 

a)7 个 队 ; b)8 个 队 ; c)9 个 队 ; d)10 个 队 


. 在 安排 循环 赛程 时 ， 我 们 希望 能 够 对 每 个 队 确 定 出 主队 与 客队 ， 以 使 当 是 奇数 时 ,za 个 队 中 的 每 一 个 队 
主场 与 客场 比赛 的 次 数 是 一 样 的 ， 规 定 当 i+j 是 奇数 时 ，i 和 7 中 较 小 的 一 个 队 为 主队 ， 当 ;+7 是 偶数 时 ，; 
和 j 中 较 大 的 一 个 队 为 主队 .证 明 每 个 队 主 场 与 客场 比赛 的 次 数 是 相同 的 . 

. 在 安排 循环 赛程 时 ， 利 用 习题 2 为 含有 下 列队 数 的 每 场 比赛 确定 其 主队 ， 


t2 


US 


a)5 个 队 ; b)7 个 队 ; c)9 个 队 . 
5. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 为 13 个 队 确 定 一 个 循环 赛程 ， 并 在 每 场 比赛 中 指定 好 主队 . 
程序 设计 
:用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 ， 
1. 设 ”是 一 个 正 整 数 ， 为 ”个 队 确定 一 个 循环 赛程 
2. 设 ” 是 一 个 奇 正 整数 ， 利 用 习题 2， 为 二 个 队 确 定 一 个 循环 赛程 ， 并 在 每 场 比赛 中 指定 主队 


5.4 散 列 函数 


一 个 大 学 想 要 在 计算 机 中 为 它 的 每 一 个 学 生 储存 一 份 文件 ， 每 份 文 件 的 识别 号 码 或 者 说 关 
键 词 是 每 个 学 生 的 社会 安全 号 码 ， .社会 安全 号 码 是 一 个 九 位 数 的 整数 ， 所 以 为 每 个 可 能 的 社会 
安全 号 码 建立 一 个 存储 地 址 几乎 是 不 可 行 的 ， 但 可 以 利用 -一 个 系统 化 的 方法 ， 这 种 方法 利用 适 
当 数量 的 存储 单元 ， 将 这 些 文件 排列 在 存储 器 中 ， 这 样 就 会 很 容易 访问 每 份 文件 ， 而 排列 文件 
的 系统 方法 是 基于 散 列 函数 发 展 起 来 的 ， 一 个 散 列 函 数 为 每 一 份 文件 分 配 一 一 个 特定 的 存储 单 
元 ， 现 在 已 经 有 许多 类 型 的 散 列 函 数 ， 但 最 常用 的 函数 类 型 是 模 运 算 ， 我 们 将 在 此 讨论 这 种 类 
型 的 函数 ; 关于 更 一 般 的 散 列 函数 的 讨论 ， 见 Knuth[ Kn97] ole 

令 是 被 存储 文件 的 关键 词 ， 在 我 们 的 例子 中 ,是 一 个 学 生 的 社会 安全 号 码 ， 令 m 是 一 
个 正 整 数 . 定义 散 列 函数 h(k): 

h(k) = k(mod m), 
其 中 ,0<h(k)<m， 因 此 ， h(%) 是 上 模 m 的 最 小 正 剩余 我们 希望 能 够 巧妙 地 找 出 一 个 m， 
使 得 文件 合理 的 分 布 在 m 个 不 同 的 存储 单元 0，1，2，-…，m -1 中. 

首先 要 谦 记 的 是 m 不 能 是 用 来 表示 一 个 关键 词 的 基底 6 UDR. ANAF, 当 利 用 社会 安 
全 号 码 作 为 关键 词 时 ，m 不 能 是 10 6773€, Eodin 10? , 这 是 因为 此 时 散 列 函数 的 值 会 简单 的 变 
为 关键 词 的 最 后 几 位 数字 ， 而 且 可 能 导致 关键 词 不 会 在 存储 单元 中 分 布 均匀 ， 例 如 ， 早 期 颁发 
的 社会 安全 号 码 的 最 后 三 位 数字 往往 会 在 000 到 099 之 间 ， 很 少 会 在 900 到 999 之 间 ， 类 似 
地 ， 利 用 一 个 可 以 整除 b ta 的 数 也 是 不 明智 的 ， 其 中 和 a PE m 来 说 是 较 小 的 整数 ， 在 这 
种 情况 下 ， 4() 往 往 会 强烈 的 依赖 于 关键 词 的 某 几 位 数 并 且 相 似 的 却 重 排 了 数字 顺序 的 不 
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同 的 关键 字 可 能 会 被 发 送 到 同一 个 存储 单元 ， 例 如 ,车 m=111， 因 为 111 | (10? -1) =999， 
即 10 =1(mod 111)， 所 以 社会 安全 数 064 212 848 和 064 848 212 会 被 送 到 同一 个 存储 地 址 ; -— 
因为 

À(064 212 848) = 064 212 848 = 064 + 212 + 848 = 1124 = 14(mod 111) 
m 

h(064 848212) = 064848212 = 064 + 848 + 212 = 1124 = 14( mod 111). 

为 了 避免 这 个 麻烦 ，m 应 该 是 合适 的 接近 于 存储 单元 数目 的 一 个 素数 .例如 ， 若 有 5000 
个 存储 单元 适合 存储 2000 个 学 生 的 文件 ， 应 该 取 m 为 素数 4960. 

若 散 列 函数 为 两 份 不 同 的 文件 分 配 了 相同 的 存储 单元 ， 则 称 存在 一 个 冲突 ， 我 们 需要 一 个 
方法 来 解决 这 个 冲突 ， 以 使 得 每 份 文件 能 分 配 到 唯一 的 存储 单元 ， 有 两 种 解决 冲突 的 策略 .第 
一 种 策略 ， 当 发 生 冲 突 时 ， 将 会 增加 额外 的 存储 单元 ， 并 与 先前 的 存储 单元 建立 链接 当 某 个 
人 想 对 产生 了 冲突 的 文件 进行 存 取 ， 首 先 应 对 涉及 的 特定 的 关键 词 的 散 列 函数 进行 计算 ， 然 后 
搜索 与 该 存储 单元 有 链接 的 列表 . 

第 二 种 冲突 解决 策略 是 当 分 配给 文件 的 地 址 被 占据 时 ， 会 寻找 一 个 开放 的 存储 地 址 .为 了 
达到 这 个 目的 ， 人 们 提出 了 各 种 各 样 的 建议 ， 比 如 下 面 这 个 技术 : | 

从 初始 的 散 列 函 数 h(k) =h(%) 开始， 定义 一 个 存储 地 址 序列 : hi(k) ，h,(k) ，…， 首 先 
试 着 把 关键 字 为 上 的 文件 放 在 地 址 io (#) ， 若 这 个 地 址 被 占有 ， 则 移动 到 下 一 个 地 址 hk), 
若 该 地 址 也 被 占有 ， 则 继续 移动 到 地 址 h,(k) ， 如 此 继续 . 

有 多 种 不 同 的 方式 选择 序列 函数 h,(k)， 最 简单 的 一 种 方式 是 令 

h(k) 9 h(k) *j(mod m), | O0 < h(k) «m. 
这 种 方式 使 得 存储 关键 词 夺 的 文件 的 地 址 离 前 面 的 存储 地 址 h() 尽 可 能 的 近 ， 注 意 到 对 h() 
的 这 种 选择 ， 所 有 的 存储 单元 都 会 被 检测 到 ， 因 此 ， 若 有 开放 的 地 址 ， 则 会 被 找到 ， 遗 憾 的 
是 ，h,(k) 的 这 种 简单 的 选择 会 导致 一 个 困难 ， 文 件 会 趋 于 堵塞 ， 可 以 看 到 ， 对 非 负 整数 i 和 j， 
TP kk, Hh(h)-h(E), Wh (E)-h, (5), k20, 1, 2, 3, =. 所 以 只 要 产生 一 个 
冲突 ， 则 会 产生 一 系列 的 相同 的 地 址 ， 这 降低 了 在 表 列 中 搜索 文件 的 效率 ， 为 了 避免 堵塞 的 问 
题 ， 我 们 以 另外 一 种 方式 选择 h(k). 

为 了 避免 堵塞 ， 我 们 利用 被 称 作 双 重 散 列 (double hashing) 的 技术 ， 首 先 如 前 ， 选 择 h(k) = 

k(mod m), Oh(j)- m, Hh m 是 素数 ， 作 为 散 列 函 数 . 取 第 二 个 散 列 隆 数 : 
g(k)==k+1(modm -2), 
R'BO-cg(k)zm-1, WACC), m) =1. X 
h(k) = h(k) *j* g(k) mod m), 
其 中 0<h(k)<m， 作 为 检测 序列 ， 因 (g(k)，m) =1， 当 j 走 遍 所 有 整数 0, 1, 2, =, m-1 
时 ， 所 有 的 存储 单元 将 被 选 出 ， 理 想 的 情况 是 m -2 也 是 素数 ， 从 而 g(%) 的 值 会 以 一 种 合理 的 
方式 进行 分 布 ， 因 此 ， 我 们 希望 m 和 m -2 是 一 对 挛 生 素数 . 

例 5.11 在 我 们 的 例子 中 利用 社会 安全 号 码 ， 且 m =4969 和 m -2 =4967 均 是 素数 ， 则 检 

测序 列 是 ， 
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h(k) 2 h(k) +j» g(k) (mod 4969), 
HP Osh, (k)<4969, h(k) &k(mod 4969) 和 g( k) =k + 1(mod 4967). 
假设 我 们 希望 能 给 具有 下 列 社会 安全 号 码 的 学 生 文件 分 配 存储 地 址 : 


k, 2344 401 659 k, 2325 510 778 
k, 2212 228 844 k, 2329 938 157 
k, 2047 900 151 ` k; 2372 500 191 
k, 2034 367 980 ks 2546332190 
k, =509 496 993 ks = 132 489 973 


EX k —269, k, 1526 fill k, 2854 ( mod 4969) ， 首 先 分 别 分 配 三 个 文件 的 地 址 为 269， 
1526 和 2854. i | 

因 k, 2 1526 (mod 4969) ， 但 存储 地 址 1526 已 经 被 占用 ， 则 计算 hh (E) =h(k,) +g(h)= 
1526 +216 =1742(mod 4969)， 这 是 因为 g(h)=1 +k, =216( mod 4967): 

因为 地 址 1742 是 自由 的 ， 分 配给 第 四 个 文件 这 个 地 址 ， 第 五 、 六 、 七 、 八 个 文件 分 别 可 
以 分 配 到 合适 的 地 址 : 3960, 4075, 2376 和 578 ， 这 是 因为 k, 3960, k, 4075, k, 2316, 
ks 2578 ( mod 4969). 

可 以 发 现 ky =578( mod 4969)， 由 于 地 址 578 已 经 被 占据 ,计算 hi(k,)=h(k,) +g(k,)= 
578 +2002 =2580(mod 4969) ， 其 中 g(k,) =1 + k, 22002( mod 4967)， 因 此 分 配给 第 九 个 文件 
的 自由 地 址 是 2580. 

最 后 ， 发 现 ,三 1526(mod 4969). 但 地 址 1526 被 占用 ， 计 算 h (ko) mh (RS) +g(kio) = 
1526 +216 21742 ( mod 4969) , XX J& ROS g(k,, 1 +k o 2216(mod 4967) ， 但 地 址 1742 也 被 占 
据 ， 因 此， 继续 寻找 hy (ko) m h(k,,) .+2g( ko) 51958( mod 4969) ， 并 将 第 十 个 文件 分 配 在 这 
个 空闲 的 地 址 . 

表 5.2 列 出 了 利用 社会 安全 号 码 对 学 生 文 件 进行 的 地 址 分 配 . 在 表 中 ， 文 件 地 址 用 黑体 
显示 . 4 


表 5.2 学 生 文件 的 散 列 函数 


社会 安全 号 码 Jo: h(k) 
344 401 659 + = 269 
325 510 778 1526 
212 228 844 2854 
329 938 157 1526 1742 
047 900 151 3960 
372 500 191 . 4075 
034367 980 - 2376 
546 332 190 578 
509 496 993 578 2580 
132 489 973 1526 1958 
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我 们 想 找 出 双重 散 列 法 导致 堵塞 的 情况 . 因此， 寻找 当 
hi(k) = h;(k,) (5.1) 
hia (ki) = hn (ka) (5.2) 
f] E i vr 0 A PE, AL TERT AI E FE BAT DT Jes A. 
若 (5.1) 和 (5.2) 同 时 发 生 ， 那 么 
h(k,) * ig(k,;) = h(k,) +jg(k,) (mod m) 00 5, (3) 
和 
h(k) c (i*l1)g(k) =h(k,) + (j+ 1)g(k,)(mod m). o (5:4) 
从 同 余 式 (5.4) 减 去 同 余 式 (5.3)， 得 到 
g(k,) = g(k,) (mod m). 
因为 0<g(k) sm-1, HRR glk) =g(k,) (mod m) ÆRE g(h) =g(k,). 因此， 
k, +1 =k, * 1( mod m -2), 
这 说 明 
ı = E, (mod m - 2). 
Bb glk) =g(k,)， 我 们 可 以 简化 同 余 式 (5.3) 得 
h(k,) = h(k,) (mod m), 
这 证 明了 
k, = k;( mod m). 
从 而 ,， H(m-2, m) =1， 由 定理 4.8 知 
k, = k,( mod m(m - 2)). 
因此 ， 两 个 测验 序列 的 两 个 后 续 的 项 彼此 一 致 的 唯一 可 能 是 : 被 涉及 的 两 个 关键 词 k, 和 k, 模 
由 (下 -2) 同 余 ， 因 此 ， 堵 塞 是 极 少 的 .实际 上 ， 若 对 任意 的 上 ， 有 普 ( 严 -2)> 开 成立， 则 堵塞 
不 会 出 现 . | | 


5.4 节 习 题 


ORERE 101 个 停车 位 ， 现 在 一 共 售 出 了 500 张 停车 卡 ， 但 预计 在 任何 时 间 内 只 有 50 - 75 辆 车 售 
下 ， 根 据 汽车 执照 牌 上 显示 的 六 位 数字 构造 一 个 散 列 函数 和 冲突 解决 策略 来 分 配 停车 位 . 

.利用 每 个 学 生 的 生日 的 号 数 作为 关键 词 ， 为 你 们 班 上 的 每 个 学 生 分 配 一 个 存储 地 址 ， 可 以 利用 散 列 函数 
h(K) zs K(mod 19) ， 并 且 

a) RUE PERI h, (KO) m A CK) +j(mod 19). 

b) 利 用 检测 序列 h,(K) =h(K) +j * g(K) (mod 19) , 0&j«16.. Jr g(K) 91 * K( mod 17). 

«3. 设 散 列 函数 是 h(K) =K( mod m), O&A(K) e m,. HERBIR HERO LE B CK) =h(K) +ja( mod 19) , 
0h (K)« m, Jib j=l, 2, =, m1. 证 明 所 有 的 存储 地 址 都 可 以 被 检索 到 : 

a) m 是 素数 且 1<gq<m-1. 

b) 若 m=2' Hq 是 奇数 . 


M 


N 
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*4. 给 出 散 列 函数 4(K) m K(mod m) ， 其 解决 冲突 的 检测 函数 由 万 (K) SACK) +j(2h(K) +1) (mod 19) , 0 
hj (K)- m 给 出 . 
a) 证 明 : 车 m 是 素数 ， 则 所 有 的 存储 序列 都 会 被 检测 到 
b) 确 定 发 生 堵塞 的 情况 ， 即 当 包 (Ki) =h (K) h, (K) = 名,,(K,)， 对 r=1，2，… 成 立时 . 

5. 利用 本 节 中 讲 到 的 散 列 函 数 及 检测 序列 的 例子 ， 为 附加 学 生 的 文件 分 配 存储 地 址 ，. 他 们 的 社会 安全 号 码 分 
别 是 : kı =137 612044, k 2505 576 452, ks 2157 170996, ki, 2131 220 418. (把 这 些 文件 添加 到 已 经 存 
储 的 10 个 文件 之 间 . ) 


5. 4 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 利用 例 5. 11 中 的 散 列 函数 和 测验 函数 ， 为 你 们 班 所 有 同学 的 文件 分 配 存 储 地 址 ， 做 完 这 些 后 ， 为 其 他 的 文 
件 编造 社会 安全 号 码 ， 并 为 这 些 文件 分 配 存 储 地 址 . 
程序 设计 
利用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 计算 机 语言 编写 程序 ， 为 学 生 的 文件 分 配 存 储 地 址 ， 利 用 散 列 函 数 
h(k) &k(mod 1021) ,0<h(k)<1021， 其 中 关键 词 是 学 生 的 社会 安全 号 码 . 
l. 当 发 生 冲突 时 ， 将 发 生 冲 突 的 文件 链接 在 一 起 . 
2. JF] h(k) =h(k) *j( mod 1021) (j =0，1，2，…) 作 为 检测 序列 . 
3. 利用 检测 序列 有 (£) 三 h(k) +j- g(k) (mod 1021), j=0, 1, 2, =, 其 中 g(k)=1 * k( mod 1019). 


5.5 校 验 位 


同 余 理论 可 以 应 用 在 检验 字符 (数据 ) 串 的 误差 上 ， 在 本 节 中 ,我 们 将 讨论 比特 串 的 误差 
检测 ， 其 中 比特 串 是 用 来 代表 计算 机 数据 的 然后， 我们 将 描述 同 余 理论 是 如 何 应 用 在 检测 十 
进 制 数据 串 误差 上 面 的 ， 十 进 制 数据 串 经 常 被 用 来 识别 护照 、 支 票 、 书 籍 或 其 他 各 种 目的 . 

处 理 或 传播 比特 串 可 以 产生 误差 . 一 个 简单 的 检测 误差 的 方法 是 在 比特 串 交 刀 …x., 后 添加 
一 个 奇偶 校 验 位 六, ， 其 定义 为 : 


Xn = X + X, +e +x, (mod2). 


所 以 车 字符 串 的 前 n 个 位 有 偶数 个 1， 则 x,, =0， 和 否则 x,,, =1。 增 补 后 的 字符 串 xxxn 
满足 同 余 式 : 
X, ta, bos o X, + Xl = O( mod 2). (5. 5) 
我 们 利用 这 个 同 余 式 来 寻找 误差 . 
假设 发 送 了 字符 串 x,x,…x,%,,, ， 接 收 到 的 字符 串 是 字符 串 y,y,…y,y,,1,， 这 两 个 数据 串 如 
果 没 有 误差 则 应 该 相等 ， 即 y; =x;，i=1，2，…， n+1.， 但 如 果 出 现 了 误差 ,改变 了 一 个 或 多 
个 位 置 ， 我 们 检验 是 否 有 : 
yit Ya to +Y, y, = O( mod 2). (5.6) 
若 该 同 余 式 不 成 立 ， 则 至 少 有 一 位 出 错 ， 但 即使 同 余 式 成 立 ， 仍 有 可 能 是 出 现 了 误差 ， 然 而 ， 
当 误 差 较 少 并 且 是 随机 的 ， 最 通常 的 误差 是 出 现 单个 误差 ， 可 以 很 容易 被 察觉 ， 一 般 地 ， 我 们 
可 以 检查 出 奇数 个 误差 ， 却 不 能 检查 出 偶数 个 误差 (见习 题 4). 
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例 5.12 假设 我 们 收 到 了 1101111 和 11001000， 其 中 每 个 数据 串 的 最 后 一 位 是 奇偶 校 验 位 . 
对 第 一 个 数据 串 ， 注 意 到 1 +1+0+1+1+1+1l=0(mod2)， 所 以 或 者 收 到 的 数据 串 就 是 所 传 
送 的 ， 或 者 它 包 含 了 偶数 个 误差 . 对 第 二 个 数据 串 ， 注 意 到 :1+1+0+0+1+0+0+0= 
1(mod2) ， 所 以 收 到 的 数据 串 不 是 所 传送 的 ， 可 以 要 求 重新 发 送 . < 

十 进 制 数据 串 在 多 种 不 同 的 场合 被 用 来 作为 认证 数 ， 校 验 位 被 用 来 找 出 这 些 数 据 串 中 的 误 
差 ， 可 以 利用 多 种 不 同 的 方案 来 计算 校 验 位 ， 例 如 ， 校 验 位 可 以 用 来 发 现 护照 号 码 中 的 错误 . 
在 一 些 欧洲 国家 应 用 的 方案 中 ， 若 xu sx xu xus 是 护照 号 码 ， 校 验 位 xy 可 以 被 这 样 选择 : 

X, = Tx, +3x +x, +7x, +3x, + x, ( mod 10). 
$)5.13 假设 一 个 护照 号 码 是 211894. J TRER x. 计算 
X77 三 7 :2+3.:1+1.:1+7.:8+3.:9+1.4=5(mod 10). 
所 以 校 验 位 是 5， 并 且 七 位 数字 2118945 会 被 印 在 护照 上 . 4 

在 护照 号 码 上 增加 一 个 按照 上 述 方法 计算 出 的 校 验 位 ， 总 是 可 以 发 现 单个 的 误差 . 为 了 说 明 
这 一 点 ,假设 我 们 在 某 一 位 上 制造 一 个 误差 a， 即 y,=%, +a(mod 10) ， 其 中 % 是 第 7 位 正确 的 数 
"P. 而 y 不 正确 , 并 替换 了 正确 的 数字 .从 校 验 位 的 定义 ，x;: 可 以 变 为 74 或 3a X a(mod 10)， 然 
而 ,传输 两 个 数字 造成 的 误差 可 以 被 发 现 当 且 仅 当 两 个 数字 之 间 的 差 不 是 5 或 -5， 即 它们 不 是 满足 
| xi 7x, | =5 的 x; 和 %( 见 习题 7)， 这 种 方案 还 可 以 检测 出 很 多 混乱 的 三 位 数字 的 可 能 误差 . 

国际 标准 书号 (ISBN) ”现在 将 注意 力 转移 到 图 书 出 版 过 程 中 校 验 位 的 作用 . 几乎 所 有 最 
近 出 版 的 书 都 可 以 被 国际 标准 书号 (ISBN) 所 识别 .ISBN 是 由 出 版 商 分 配 的 十 位 数字 的 代码 . 
比如 ， 本 书 第 一 版 的 ISBN 号 是 0 - 201 -06561 -4. 这 里 第 一 组 的 数字 ，0， 代 表 了 本 书 的 语 
种 (英语 ); 第 二 组 的 数字 ，201， 代 表 了 出 版 公司 ( 艾 迪 生 ， 维 斯 理 出 版 公司 ); 第 三 组 的 数 
字 ，06561， 是 出 版 公司 分 配给 本 书 的 一 组 数 ; 最 后 一 位 ， 在 这 种 情形 下 是 4， 是 校 验 位 (分 组 
的 型 号 因 语 种 和 出 版 商 的 不 同 而 不 同 ). 在 ISBN 中 的 校 验 位 可 以 用 来 发 现 当 ISBN Panne 
常 出 现 的 误差 ， 即 单个 误差 和 因 两 个 数字 倒置 而 造成 的 误差. 

我 们 将 描述 校 验 位 是 如 何 被 确定 的 ， 然 后 证 明 它 可 以 用 来 发 现 经 常 出 现 的 各 种 误差 假设 
某 本 书 的 ISBN 号 是 x1x,…xi。， 其 中 xo 是 校 验 位 (我 们 忽略 了 ISBN 号 中 的 连 字 符 ， 因 为 数据 的 
分 组 不 能 反映 校 验 位 是 如 何 被 计算 出 来 的 )， 前 九 个 数字 是 十 进位 数字 ， 即 属于 集合 10，1， 
2，…，9} ， 而 校 验 位 x 是 一 个 11 进位 的 数字 ， 属 于 集合 10，…，9, X) 其 中 X 是 11 进位 
的 数字 ， 代 表 整 数 TRO SOS 选择 校 验 位 满足 同 余 式 


Y ir = 0 (mod 11), 


易 知 ( 见 习题 10 ) , 校 验 位 x 可 以 由 同 余 式 m y, ix, ( mod 11) 计算 出 . o USE 


字 的 加 权 和 除 11 的 剩余 . 
例 5.14 找 出 本 书 第 一 版 的 ISBN 号 的 校 验 位 ，ISBN 号 的 开始 是 0 -201 -06561, 计算 
.0+2.2+3.0+4.1+5.0+6.6+7.5+8.6+9， 
TS ISBN 号 是 0 — 201 - 06561 - 4, 正如 前 面 所 叙述 . 类 似 地 ， 若 一 本 书 的 ISBN 号 以 -- 
3 -540 - 19102 开始 ， 则 利用 同 余 式 . 
z1-342-543-444-* 205 «16592 7-1 €8 04:92 10(mod 11) 
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可 知 其 校 验 位 是 X， 这 个 11 进 制 数 对 应 十 进 制 数 10. Bi, ISBN 号 是 3 -540-19102- X. « 

我 们 将 证 明 利 用 ISBN 号 的 校 验 位 可 以 检测 出 单个 的 错误 或 两 个 数字 是 否 倒置 了 ， 首先 ， 
假设 xz …xio 是 一 个 正确 的 JSBN 号 ， 但 这 些 数字 被 印 成 了 nyoro BA mxa…xao 是 一 个 有 
效 的 ISBN &, dk 


Y ir -— 11). | 
假设 在 印刷 ISBN 时 出 现 了 一 个 错误 ， 那 么 ， 对 某 个 整数 j， 有 y=%;， 当 izj 时 ， 且 y=%) +a, 
其 中 -10<a<10 且 az0， 这 里 a=y, -x 是 第 j 位 的 误差 .因为 » ix, =0(mod 11)， 所 以 


Y Š Y is, * ja = ja # O( mod 11). 
并 且 由 引 理 3.5 A: 11 ja, KÆRA IEN Na Bik, TAUFER, yy y REEM 
的 ISBN 号 . 
现在 假设 两 个 不 相等 的 数字 被 对 换 了 .那么 有 不 等 的 了 和 并 使 得 : yx, REy,-x, Mizj 


且 ;8 有时， 有 7y =x. MAMAK > ix,=0(mod 11), EID CI BD SE 故 


10 10 
Y = Şiz, + (jx, — jx) + (kx, - kx,) = (j - k)(x, - x;) # O( mod 11). 
i=1 i=l 


因而 可 知 yy yo PEEM ISBN 号 .进一步 可 以 检验 出 两 个 不 相等 的 互 换 的 数字 . 

我 们 已 经 讨论 了 怎样 利用 校 验 位 检测 数据 串 中 的 错误 ， 但 是 利用 单个 校 验 位 ， 我 们 不 能 找 
出 具体 错误 并 改正 它 ， 即 不 能 将 错误 的 数字 用 正确 的 替换 下 来 .使 用 额外 的 数字 来 检测 并 更 正 
错误 是 可 行 的 (例如 参看 习题 20 和 22)， 读 者 可 以 参考 关于 编码 理论 的 教科 书 来 获得 更 多 的 信 
B. 编码 理论 应 用 了 数学 不 同 分 支 的 许多 结果 ， 包 括 数论 ， 抽 象 代数 ， 组 合 ， 甚 至 几何 ， 在 
[Ro99a] 的 第 14 章 中 提供 了 许多 很 好 的 参考 资料 的 信息 . 关于 校 验 码 ， 读 者 可 以 参考 J Gallian 
的 文章 [Ga92][Ga91][Ga96] 以 及 [ GaWi88] ， 其 中 包括 了 驾照 号 码 的 校 验 码 是 如 何 被 发 明 的 . 
[Ki01] 则 是 一 本 专门 讲述 校 验 码 和 识别 号 的 书 . 


5.5 节 习 题 


.下列 每 一 个 比特 串 的 奇偶 校 验 位 是 多 少 ? 
a)111111 — b)000000 — c)101010 — d)100000 — e)illll1ll  f)11001011 
. 假设 你 接收 到 了 下 列 的 比特 串 ， 其 中 最 后 一 位 是 奇偶 校 验 位 ， 下 列 哪 个 比特 串 是 接收 错误 的 ? 


- 


N 


a)111111111 b)0101010101010 c)1111010101010101 

3. 假设 下 列 末尾 是 奇偶 校 验 位 的 字 串 全 部 接收 正确 ， 其 中 每 一 个 字 串 有 一 个 以 问号 表示 的 丢失 的 位 ， 那 么 委 
失 的 位 是 多 少 呢 ? 
a)1?11111 b)000?10101 c)?0101010100 


. 证 明 奇 偶 校 验 位 可 以 检验 出 奇数 次 错误 ， 却 不 能 检验 出 偶数 次 错误 . 
. 利用 本 书 中 描述 的 校 验 位 表 ， 为 下 列 护照 识别 码 添 加 其 校 验 位 . 
a)132999 b)805237 c)645153 
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10. 


11. 


12. 


. 下 列 护照 号 码 是 有 效 的 吗 ? 其 中 每 个 号 码 的 第 七 位 数字 是 利用 课本 中 描述 的 方法 计算 出 来 的 校 验 位 ，. 


a)3300118 b)4501824 c)1873336 


. 证 明 课本 中 描述 的 护照 校 验 位 可 以 检验 出 位 x; 和 % 换 位 当 且 仅 当 | x; -% | #5. 
; EP TAIZE ERE HO RERS A LA EI nuns .x ， 最 后 的 第 九 位 是 校 验 位 +b， 其 中 x6 二 7xi +3x, +9xs + 


Tx, + 3xs +9x; 1x, +3xs(mod 10). 

a) 八 位 识别 码 00185430 的 校 验 位 是 多 少 ? 

b) 用 这 种 方法 计算 出 的 校 验 位 可 以 检验 出 银行 识别 码 中 怎样 的 简单 错误 ? 
c) 这 种 校 验 位 方案 能 够 检验 出 哪 两 个 位 被 互 换 了 ? 


. 为 了 补 全 下 列 ISBNs， 应 如 何 添加 其 校 验 位 ? 


a)2 -113 - 54001 b)0 - 19 - 081082 c)1 -2123 - 9940 d)0 -07 — 038133 


证 明 在 一 个 ISBN xm-…si 中 ， 其 校 验 位 so 可 以 由 同 余 式 io= Y, ix (mod 11) 计 算得 出 
判断 下 列 ISBN 是 否 有 效 

a)0 -394 -38049 -5 b)1 -09 -231221 -3 Diliges CE 

d)0 - 404 -50874 - X e)90 -6191 - 705 -2 


在 下 列 每 个 ISBN 号 中 均 有 一 位 数 被 弄 脏 了 ， 不 能 被 读 出 ， 用 问号 表示 这 位 数 ， 那 么 这 位 数 应 该 是 多 少 ? 
a)0-19-8?3804 -9 ^ b)91—-554 -212? -6 c)? - 261 -05073 - X 


. 某 职员 在 抄写 一 本 书 的 ISBN 时 ， 误 将 其 中 的 两 位 互 换 了 ，ISBN 变 成 了 0 一 07 -289095 - 0 并 且 没 有 再 出 


现 其 他 的 错误 ， 那 么 这 本 书 正确 的 ISBN 是 什么 ? 


零售 产品 经 常用 通用 产品 代码 (Universal Product Codes, UPC). 来 标示 ， 最 通常 的 是 包含 12 位 十 进 制 位 ， 第 一 


位 数 表示 产品 种 类 ， 下 五 位 数 表示 其 生产 商 ， 再 接 下 来 的 五 位 数 表示 特定 的 商品 ， 最 后 一 位 数字 代表 校 验 位 . 
利用 UPC 的 前 11 位 数字 ， 校 验 位 可 以 通过 下 列 三 个 步骤 被 确定 下 来 ， 第 一 步 ， 从 左边 开始 ， 计 算 将 奇数 位 上 的 
数字 加 起 来 所 得 的 和 的 三 倍 ， 第 二 步 ， 将 所 有 偶数 位 的 数字 的 和 加 到 第 一 步 所 得 到 的 和 中 .第 三 步 ， 找 出 一 个 
十 进 制 数 字 ， 使 得 它 加 到 前 面 所 得 的 和 中 得 到 一 个 新 的 整数 能 够 被 10 整除 .这 个 找到 的 十 进 制 数 就 是 校 验 位 . 


14. 
15. 


* 20. 


利用 代表 产品 种 类 ， 生 产 商 和 特定 商品 的 前 11 位 数字 ， 推 导出 UPC 的 校 验 位 的 同 余 式 . 

判断 下 列 每 个 12 位 数 能 否 作为 某 类 产品 的 UPC. 

a)0 47000 00183 6 b)3 11000 01038 9 ce)0 58000 001275 > d)2 26500 01179 4 
. 求 以 下 列 11 位 字 串 开头 的 12 位 UPC 的 校 验 位 . 


a)3 81370 02918 b)5 01175 00557 c)0 33003 31439 d)4 11000 01028 


. 判断 12 位 的 UPC 码 是 否 总 可 以 判断 出 只 是 一 位 数字 出 现 差错 的 情形 . 
. 判断 12 位 的 UPC 码 是 否 总 可 以 检测 出 两 位 数字 互 换 的 情形 . 


a) 在 一 个 码 中 能 否 判断 出 所 有 的 单个 数字 差错 的 情形 ? 

b) 在 一 一 个 码 中 能 否 判断 出 两 个 数字 是 否 互 换 ? 

假设 有 效 的 10 位 码 x xs -十指 满 中 同 余 式 Y sm Y, is =0(mod 11) 的 十 位 数 数字 . 

a) 有 效 码 的 每 一 Sr es 即 每 一 一 位 均 属于 集合 10， 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. 证 明 有 效 码 字 的 
最 后 两 位 满足 : x -X (i 1)x, (mod 11) RI x = > (9 - i), God 11). 


b) 找 出 所 有 有 效 码 的 个 数 . 
c) 证 明 在 一 个 码 中 可 以 发 现 并 改正 单个 数字 的 差错 ， 这 是 因为 错误 的 位 置 和 数值 均 可 以 被 确定 . 
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21. 


* 


fi. 
& * 9d, ( mod 11) 9$ xz bj. 
- 对 下 面 每 一 个 ISSN 的 前 七 位 ， 求 其 正确 的 校 验 位 . 


29. 


5. 


引证 明 在 一 个 码 中 可 以 检查 出 因 两 位 数字 互 换 而 导致 的 错误 . 
挪威 政府 为 其 每 位 市 民 分 配 了 一 个 11 位 的 十 进 制 登 记号 码 asus 这 是 由 挪威 数论 学 家 E. Selmer 设计 
的 。 数字 xx, 代表 了 出 生 的 日 期 ， 数 字 ur 代表 当天 出 生 的 特定 的 人 ，zxi。 和 en HERRE, EN 
是 由 下 面 的 同 余 式 计算 出 来 的 : xu, = 8x, fx, + 5x, + 10x + 3x, + 2x, 7x, 6x, + 9x, (mod 11), x, = 
6x, 7x, + 8x, e Ox, t Au, + 5x, +6x) 4 Tx, * 8x, £9x,, (mod 11). 
_a) 确 定 前 九 位 数字 是 110491238 的 校 验 位 . 
b) 证 明 这 个 方案 可 以 检测 出 所 有 的 登记 号 中 的 单个 数字 差错 . 
c) 哪 些 双 重 错 误 可 以 被 检验 出 来 ? 


10 10 


:假设 有 效 的 10 位 码 x,x,…xio 是 指 满足 同 余 式 六 x= Y ism Y um px=0(mod 11) 的 十 位 数 


i=l i=l 


数字 . : 

a) 共 有 多 少 个 这 样 的 有 效 10 位 码 ? 

b) 证 明 在 一 个 码 中 任意 两 个 错误 可 以 被 检测 出 并 改正 . 

c) 假 设 收 到 这 样 一 个 码 : 0204906710， 若 其 中 有 两 个 错误 ， 那 么 正确 的 码 应 该 是 什么 ? 
飞机 票 有 15 位 号 码 aloa…aisais， 其 中 as 是 校 验 位 ， 它 等 于 整数 a10s:…ais 模 7 的 最 小 非 负 剩余 . 


飞机 票 号 码 的 前 14 位 如 下 ， 求 每 个 号 码 的 校 验 位 . ; 
a)00032781811224 b) 10238544122339 c)00611133123278 
: 判断 下 列 飞 机 票 号 码 是 否 有 效 . 

a) 102284711033122 b)004113711331240 c) 100261413001533 


-利用 飞机 票 上 的 校 验 位 ， 判 断 哪些 单个 数字 错误 可 以 被 检验 出 ， 哪 些 不 能 被 检验 出 , 
.利用 飞机 票 上 的 校 验 位 ， 判 断 哪些 因 飞 机 票 号 码 相 邻 两 位 数字 互 换 而 导致 的 错误 可 以 被 检验 出 ， 哪 些 不 能 ， 


被 检验 出 . 
国际 标准 期 刊 号 (ISSN) 被 用 来 识别 期 刊 ， 它 是 由 两 组 四 位 数组 成 ， 第 二 组 的 最 后 一 位 是 一 个 11 进 制 的 校 验 
在 一 个 ISSN 中 ， 字 符 六 代表 10( 十 进 制 符号 下 )， 校 验 位 四 是 由 同 余 式 d, =3d, +4d, «5d, «6d, «7d, + 


a)0317 -847 b)0423 - 555 c)1063 -669 d)1363 - 837 


- 在 一 个 ISSN 中 是 否 总 可 以 检测 出 存在 的 单个 错误 ? 即 是 否 总 可 以 检测 出 因为 ISSN 中 某 一 个 数字 因 复 制 差 


错 而 导致 的 错误 ? 证 明 你 的 判断 . 
在 一 个 ISSN 中 是 否 总 可 以 检测 出 因 两 个 连续 的 数字 被 偶然 互 换 而 造成 的 错误 ? 证 明 你 的 判断 . 


5 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 


利用 Maple 3i, Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 ， 
检验 选 定 的 一 批 书 的 ISBN 的 校 验 位 是 否 正确 . 


程序 设计 


e U N nm 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 : 


- 判断 一 个 以 奇偶 校 验 位 结尾 的 比特 串 是 否 有 奇数 个 或 偶数 个 错误 . 

- 给 定 前 九 位 数字 ， 求 该 ISBN 的 校 验 位 . 

TIO 位 的 字 串 ， 前 九 位 是 十 进 制 的 数字 ， 最 后 一 位 是 十 进 制 数 或 者 是 一 个 X， 判 断 它 是 否 有 效 的 ISBN. 
- 判断 一 个 12 位 的 十 进 制 数字 串 是 否 是 一 个 有 效 的 UPC. 


第 6 章 特殊 的 同 余 式 


在 本 章 中 ， 我 们 将 讨论 三 个 在 理论 和 应 用 中 都 很 重要 的 同 余 式 : 威尔逊 定理 (Wilson’s The- 
orem) EB] T Zi p 是 素数 ， 则 p 除 (p -1) ! 的 余数 是 - 1， 费 马 小 定理 (Fermabs Little Theorem ) 给 
出 了 一 个 整数 的 p KRR p 的 同 余 式 ， 特 别 地 ， 若 p 是 素数 ，a 是 一 个 整数 ,那么 和 a 被 p 
除 有 相同 的 余数 . 欧 拉 定 理 则 将 费 马 小 定理 推广 到 了 模 不 是 素数 的 情形 . 

这 三 个 同 余 式 有 很 广泛 的 应 用 . 例如 ， 我 们 将 解释 费 马 小 定理 作为 基础 理论 在 素性 检验 和 
因子 分 解 方面 的 应 用 .还 要 讨论 一 类 称 作伪 素数 的 合 数 ， 这 类 合 数 满足 像素 数 在 费 马 小 定理 中 
满足 的 同 余 式 一 样 的 式 子 ， 利 用 伪 素 数 极其 稀少 的 事实 还 可 以 导出 一 种 测试 法 ， 它 可 以 提供 一 
个 几乎 不 可 抗拒 的 证 据 来 证 明 一 个 整数 是 素数 . 


6.1 威尔逊 定理 和 费 马 小 定理 


英国 数学 家 爱德华 . 华 林 在 1770 年 出 版 的 一 本 书 中 声称 ， 他 的 一 位 学 生 一 一 约翰 威 尔 
XA PLU p 是 素数 时 ，(P-1)1!+1 可 以 被 pz 整除 .并 且 还 声称 ， 他 本 人 及 威尔逊 都 不 知道 该 
如 何 证 明 上 述 结论 ， 很 可 能 威尔逊 是 根据 计算 事实 给 出 了 这 个 猜想 ， 例 如 ， 我 们 可 以 很 容易 得 
到 : 2 整除 1!1 +1 =2,，3 #2! +1=3, 5 整除 4!1 +1 z25, 7 整除 61 +1 =721， 等 等 ， 尽管 华 
林 认 为 这 个 问题 难以 给 出 证 明 ， 但 约瑟夫 ' 拉 格 朗 日 (Joseph Lagrange) 却 在 1771 年 证 明了 这 个 
结果 . 尽管 如 此 ，p 能 够 整除 (p 1) ! +1 这 个 事实 却 仍然 被 称 为 威尔逊 定理 .现在 将 此 定理 以 
” 同 余 式 的 形式 陈述 如 下 . l 

定理 6.1( 威 尔 逊 定理 ) Xp EX, N (p-1)!= -I(mod p). 

在 证 明 威 尔 逊 定理 之 前 ， 先 利用 一 个 例子 来 描述 证 明 背 后 的 思想 . 

例 6.1 令 P=7. 则 有 (7-1)1=6!=1.2.3.4.5 .6 重 排 乘 积 中 各 因子 ， 并 把 乘积 
是 模 7 的 道 的 分 成 一 组 ， 注 意 到 2 .4=1(mod7) 和 3 :5=1(mod 7)， 因 此 , 6121- (2 .4) 


(3.5) .6=1 :6= -1(mod 7). 从 而 证 明了 威尔逊 定理 的 一 个 特殊 情形 . 
现在 利用 在 上 述 例子 中 描述 的 技巧 来 证 明 威 尔 逊 定理 . 
证 明 当 p=2 时 ， 有 (p-1)!=1= -1(mod2). 因此 ， 当 p=2 时 定理 成 立 ， 现 在 设 p 是 


大 于 2 的 素数 .利用 定理 4. 10， 对 每 个 满足 1<a<p -1 的 整数 a， 存 在 逆 a,， 使 得 1 <asp -1 
且 &a5=1(modp)， 由 定理 4.11 知 ， 在 小 于 p 的 正 整数 中 ， 逆 是 其 本 身 的 数 只 有 1 和 P -1， A 
此 ， 可 以 将 2 到 p -2 分 成 (p -3)/2 组 整数 对 ， 并 且 每 组 的 乘积 模 P 余 1 从 而 有 

2*:3:5«(p -3) * (p - 2) = 1(mod p). 
将 上 面 的 同 余 式 两 边 同时 乘 以 1 和 p -1 得 到 
(0 (p-1)1 21:2*3-—(p-3) (p 2) (p -1) 81* (p - 1) & - 1( mod p). 
定理 得 证 . | MEI " 
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J. 拉 格 朗 日 (Joseph Louis Lagrange, 1736 一 1813) 生 于 意大利 . 在 图 灵 大 学 主 修 物 理 
和 数学 . 虽然 刚 开始 他 打算 以 后 研究 物理 ,但 后 来 随 着 对 数学 的 兴趣 日 增 , 他 改变 
了 主 修 课程 . 19 岁 时 ， 他 受聘 为 图 灵 皇 家 炮兵 学 院 的 数学 教授 .1766 年 ， 腓 特 烈 大 
帝 邀 请 他 继任 欧 拉 离开 空 出 的 在 柏林 皇家 学 院 的 位 置 ， 拉 格 朗 日 主持 皇家 学 院 的 数 
学 部 门 工 作 20 余年 . 1787 年 ， 当 他 的 保护 人 腓 特 烈 大 帝 去 世 后 ， 拉 格 朗 日 受 法 国 
国王 路 易 十 六 的 邀请 ， 加 入 了 法 兰 西学 院 ， 在 法 国 他 的 授课 和 写作 都 取得 了 很 高 的 
成 就 . 虽然 他 当时 得 到 了 玛丽 皇后 的 欣赏 ,但 法 国 大 革命 后 ， 他 也 得 到 了 新 政权 的 欢心 。 拉 格 朗 日 对 
数学 的 贡献 包括 统一 了 力学 的 数学 理论 ， 他 对 群 论 做 出 了 奠基 性 的 贡献 ， 并 且 帮 助 把 微 积分 建立 在 一 
个 严实 的 基础 上 ， 他 对 数论 的 贡献 包括 第 一 个 给 出 了 威尔逊 定理 的 证 明 ， 以 及 证 明了 每 个 正 整 数 都 能 
写 为 四 个 整数 的 平方 和 . 


一 个 有 趣 的 现象 是 威尔逊 定理 的 闭 也 是 正确 的 ， 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 6.2 En EE E n22, #(n-1)!=-1(mod n), Jn E XX. 

证 明 假设 ”是 一 个 合 数 并 且 (m” -1)1!= -1(mod n). Bin 是 合 数 ， 有 n=ab， 其 中 1 
a«nH1«b-«n. 又 ce<n， 则 是 组 成 (mn -1)1! 的 m-1 个 数 中 的 一 个 , 故 a|(n-1)!. B 
(=-1l)!=-1(0modnz)， 故 |((-1)1+1)， 由 定理 1.8， 这 意味 着 ，a 也 整除 (n 一 1)!+1. 
利用 定理 1.9 和 a|(n-1)! 有 是 a|((n-1)!1+1), lal ((n-1)! 1) -(n-0)! 21, xx 5 
a7 lj. a 

威尔逊 定理 可 以 用 来 证 明 一 个 合 数 不 是 素数 . 如 例 6. 2. 

例 6.2 因 (6-1)1=5!1=120=0(mod6)， 由 定理 6.1 便 可 证 明 6 不 是 素数 这 样 一 个 显然 
的 事实 . l 4 

正如 我 们 所 看 到 的 ， 威 尔 逊 定理 及 其 逆 命 题 给 出 了 一 种 素性 检验 法 ， 为 了 判断 一 个 整数 
是 否 是 素数 ， 可 以 检查 (n -1)!1= -1(mod n) 是 否 成 立 ， 遗憾 的 是 ， 这 不 是 一 个 实用 的 检验 
法 ， 因 为 这 需要 进行 n -2 次 模 n 的 乘法 运算 才能 得 到 (n -1)! 模 x 的 值 ， 运 算 量 达到 了 
0(n(logan)”) 次 位 运算 . | 

费 马 在 数论 领域 有 很 多 重要 的 发 现 ， 其 中 包括 这 样 一 个 事实 : 车 p 是 素数 ，a 是 不 能 被 p 
整除 的 整数 ， 则 pa -1， 他 在 1640 年 给 他 的 一 个 数学 笔友 Frenicle de Bessy 写 的 一 封 
TG PBGRI ERAR. 费 马 在 信 中 说 怕 该 证 明 会 太 长 ， 因 而 在 信 中 并 没有 给 出 证 明 .与 将 要 在 
第 13 章 讨论 的 著名 的 费 马 大 定理 不 同 ， 大 家 毫 不 怀疑 费 马 确实 知道 如 何 证 明 这 个 定理 (为 了 将 
这 个 定理 与 费 马 大 定理 区 分 开 ， 称 之 为 “ 费 马 小 定理 ”). 欧 拉 在 1736 年 第 一 个 发 表 了 他 的 证 
Bj. 他 还 给 出 了 费 马 小 定理 的 推广 ， 这 将 在 6.3 节 中 给 出 . 

定理 6.3( 费 马 小 定理 ) 设 p E —^4 XX, aX —A EXE pa, J] a^^! 三 1(mod p). 

WEBB 考虑 p -1 个 整数 : a, 24，…，(p -1)a， 它 们 都 不 能 被 p 整除 ， 若 不 然 , p | ja， 
那么 因 pHa， 由 引 理 3.4 知 p11j 因 1<j<p -1， 这 是 不 可 能 的 .进一步 , TE a, 2a, =, (p- 
1)a 中 任何 两 个 整数 模 p 不 同 余 . 为 了 证 明 这 一 点 , 设 ja=ka(mod p), 其 中 1<j<ksp-1. 
那么 根据 推论 4.4.1, 因 (4a, p) 21, Bt js k(mod p). 这 也 是 不 可 能 的 .因为 /和 上 都 是 小 于 
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p -1 的 正 整数 . 

因为 整数 a4, 2a; …，(p -1)a 是 p -1 个 满足 模 p 均 不 同 余 于 0， 且 任何 两 个 都 互 不 同 余 
的 整数 组 成 的 集合 中 的 元 素 ， 那 么 a。，2a，…，(p -1)a 模 p 的 最 小 正 剩余 ,按照 一 定 的 顺序 ， 
必定 是 整数 1，2，…, p -1， 由 同 余 性 ， 整 数 a，24，…，(p -1)a 的 乘积 模 p 要 同 余 于 前 
p -1 个 正 整 数 的 乘积 ， 即 

a*2a:(p-1)a 2 1 * 2…(p=-1)(modz). 
因此 ， j 
a" (p - 1)! = (p - 1) !( mod p). 
又 因 ((p -71)!, p) =1， 利 用 推论 4.4.1， 消 去 (p -1)!， 可 得 : 
a^^ = 1(mod p). 
定理 得 证 . : " 

我 们 用 一 个 例子 来 描述 证 明 的 思想 . 

例 6.3 令 p=7 和 a=3. HA 1-3253(mod 7), 2: 326(mod 7), 3* 3 22(mod 7), 
4*325(mod 7), 5-321(mod 7), 6*324(mod 7). 因此 ， 

(1*3) * (2*3) * (3-3) - (4*3) - (5*3) * (6-3) z3.6-:2-5-1-*:4(mod 7). 
所 以 35.1.2.3.4.5.6=3.6.2.5.1.4(mod7)， 即 35.6!=6!(mod7)， 因 此 ，3” 
1(mod 7). 

定理 6.4 设 p 是 素数 且 a 是 一 个 正 整 数 ， 则 a? 二 a(mod p). 

证 明 若 pfa， 由 费 马 小 定理 可 知 a =1(mod p)， 同 余 式 两 边 同 乘 以 ， 使 得 a^ = 
a(mod p). # pla, 那么 也 有 | a^, ika 2as0(mod p). FX pa M pla HH a = 
a(mod p). 证 明 结束 . m" 

在 数论 及 其 应 用 中 ， 经 常 需要 找 出 整数 方 宕 的 最 小 正 剩余 ， 特 别 是 在 密码 学 中 ， 我 们 将 在 
第 8 章 中 看 到 这 一 点 ， 费 马 小 定理 在 这 类 计算 中 很 有 用 ， 正 如 下 面 的 例子 所 示 . 

516.4 利用 费 马 小 定理 ， 可 以 得 到 37 EE 11 的 最 小 正 剩余 ， 易 知 3" =1(mod 11). 
此 , 3 = (3^) .3=3(mod 11). < 

下 面 的 结果 给 出 了 费 马 小 定理 的 一 个 有 用 的 应 用 . 

定理 6.5 车 p 是 素数 ,a 是 一 个 整数 且 p/a， 那 么 a" R aik pHi. 

证 明 车 pha， 由 费 马 小 定理 知 ， a'ar ?=ar 21(mod p). KE, a^ “是 a 模 p fa 


al 


例 6.5 由 定理 6.5 易 知 : 2^ =512=6(mod 11) Æ 2 411 fi. 
定理 6.5 给 出 了 另外 一 种 解 模 是 素数 的 线性 同 余 方 程 的 方法 . 
推论 6.5.1 车 wo 和 局 是正 整数 ， 忆 是 素数 且 卫 小 a， 那么 线性 同 余 方程 ax 三 b(mod p) 16 
是 满足 x=az ^ b(mod p) $5 KA& x. 
证 明 设 ax=b(mod p)， 因 pa， 由 定理 6.5 知 : o 是 o(modp) 的 道 .在 原来 同 余 方 
程 两 边 同 乘 以 a9“， 有 l 
ae ?ax = a" b( mod p). 


因此 ， 
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x = a" ^b(mod p). 


波 拉 德 p -1 因子 分 解法 


基于 费 马 小 定理 ， 波 拉 德 在 .1974 年 发 明了 一 种 因子 分 解 方 法 ， 称 为 波 拉 德 p -1 法 . C 
数 ” 有 一 个 素 因 子 p 且 能 够 整除 p -1 的 素数 相对 较 小 时 ， 利 用 该 方法 可 以 找 出 n 的 一 个 非 平 
几 因 子 . i 

为 了 了 解 这 种 方法 的 实质 ， 我 们 去 求 正 整数 ”的 因子 . 进一步， 假设 有 一 个 素 因 子 p 且 
P -1 整除 1， 其 中 是 一 个 正 整数 .要 使 p -1 仅 有 小 的 素 因 子 ， 需要 整数 不 能 太 大 ， 例 如 ， 
ip =2269, 那么 p ~1 =2268 =22 .34 .7， 所 以 p -1 整除 91, 但 取 阶 乘 没有 更 小 的 值 . 

令 p -1 整除 &! 的 原因 是 为 了 应 用 费 马 小 定理 ， 由 费 马 小 定理 可 知 : 2"-:=1(mod p)， 现 
在 ， 因 p -1 整除 1， 故 存在 某 个 整数 og， 使 得 £1 = (p -1) . g， 因此 

. 24 = 207U* = (2771)! = 1° = 1(mod p), 
这 意味 着 ，P 整除 2" -1. MES MÆ" -1 模 半 的 最 小 正 剩 余 ， 所 以 存在 整数 +， 使 得 W = 
(2" -1) -对 S p 同时 整除 24 -1 和 nn， 故 p 整除 MM. 

现在 ， 为 寻找 的 一 个 因子 ， 只 需 计 算 M 和 的 最 大 公 因子 4 = (MM，n)， 这 可 以 利用 欧 
几 里 得 算法 很 快 得 到 .为 了 保证 除数 d 是 非 平凡 的 ，M 必须 非 0， 这 种 情况 下 ， AEA RIR 
2" -1， 而 在 ”有 大 的 素 因 子 时 ， 这 种 情况 是 很 有 可 能 发 生 的 . 

为 了 利用 这 种 方法 ， 我 们 必须 计算 24， 其 中 下 是 一 个 正 整数 . 这 可 以 很 快 地 计算 出 来 ， 
因为 可 以 很 有 效 的 计算 模 取 害 ， 为 了 求 出 24 模 n EUN E HI t, S rn =2 并 利用 下 述 计 算 序 
Jl: rj;mri(mod n), r, erj(mod n), =, r, 2r (mod n). 我 们 在 下 面 的 例子 中 具体 描述 这 
个 过 程 . 

例 6.6 ADR 2" (mod 5157 437) ， 做 下 面 的 计算 序列 ; 

r, =r; = 2! = 4(mod 5 157 437) 
r, = rj = 45 = 64( mod 5 157 437) 
r, = r} = 64* = 1304 905 ( mod 5 157 437) 
rs = r4 = 1304905? = 404 913( mod 5 157 437) 
rg = r5 = 404 9135 = 2 157 880( mod 5 157 437) 
r, = r = 2157 880” = 4879 227 (mod 5 157 437) 
rs = rj = 4879 227° = 4379 718( mod 5 157 437) 
n —75-4379 778 = = 4 381 440( mod 5 157 437). 
因此 , 2" 24381 440( mod 5 157 437). i 4 

下 面 这 个 例子 描述 了 利用 波 拉 德 p E 法 求 整数 5 157 437 的 一 个 因子 . 

例 6.7 利用 波 拉 德 p -1 法 ,分解 5157 437. 我 们 在 例 6.6 中 成 功 地 求 出 了 24 模 
5 157 437 的 最 小 正 剩余 r, 下 =1，2，3，…， 对 每 一 步 求 (" -1，5 157 437). 因为 对 k=1， 
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2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, (r, -1, 5 157 437) =1( 读 者 可 自己 验证 ). 而 (m -1, 5 157 437) = 

(4381439, 5157437) =2269， 所 以 需要 验证 九 步 ， 从 而 得 到 2269 是 5 157 437 的 一 个 因子 . 

P 

波 拉 德 p -1 法 并 不 总 是 有 效 的 ， 但是， 因为 该 方法 中 没有 任何 因素 依赖 基 2 的 选取 .所 

以 ， 可 以 拓展 这 个 方法 ， 利 用 除了 2 以 外 的 其 他 整数 作 基 ， 可 以 求 出 更 多 整数 的 因子 ， 在 实际 

中 ， 先 利用 小 素数 进行 试 除法 ， 然 后 会 利用 波 拉 德 p -1 法 对 n 分 解 ， 可 能 还 会 用 到 其 他 更 强 
的 方法 比如 二 次 第 法 和 椭圆 曲线 法 . 


6. 1 节 习 题 


. 利用 10! 中 模 11 互 道 的 两 个 数 分 成 一 组 的 方法 ,证明 101 +1 可 以 被 11 整除 . 

- 利用 121! 中 模 13 互 逆 的 两 个 数 分 成 一 组 的 方法 , 证明 121 +1 可 以 被 13 整除 . 

. 161% 19 除 的 剩余 是 多 少 ? 

.51251 被 31 除 的 剩余 是 多 少 ? 

- 利用 威尔逊 定理 , 求 8 .910.11.:12.13 模 7 的 最 小 正 剩余 . 

7*8-:9-15-*16-17*23-24* 25 SE 11 除 的 剩余 是 多 少 ? 

. 18! 被 437 除 的 剩余 是 多 少 ? 

. 401! 被 1763 除 的 剩余 是 多 少 ? 

. 5 M7 除 的 剩余 是 多 少 ? 

10. 673 11 除 的 剩余 是 多 少 ? 

11. 利用 费 马 小 定理 ， 求 3””” 模 7 的 最 小 正 剩余 . 

12. 利用 费 马 小 定理 ， 求 2”，” 模 17 的 最 小 正 剩余 . 

13. 证 明 3"=1(mod 11°). 

14. 利用 费 马 小 定理 ， s: ERROR 

15. 利用 费 马 小 定理 ， 求 下 列 线性 同 余 方程 的 解 . 
KM Ws 17) b)4x 211 (mod 19) 

16. 设 是 一 个 合 数 且 n#4, sKlüE(n-1) 1 &0(mod n). 

17. 设 p 是 一 求证 2(p -3)!1= ~1(mod p). 

18. it njJé— A CEL3 fn, Wj n? z1(mod 24). 

19. 证 明 : (a, 35) =1 Hf, a" - 1 95 35 整除. 

20. WEH: 4(a, 42) =1 Hj, af -1 被 168 整除 . 

21. 证 明 : 对 任意 的 正 整数 m， 有 42 | (n? - 0). 

22. EH: 对 任意 的 正 整数 nm， 有 30 | (m - 5). 

23. 证 明 : 当 p 是 素数 时 ,1 +2 +3 e c (p-1)* 2 -1(mod p). (有 猜想 说 该 结论 的 逆 也 是 成 
立 的 . ) 

24. 当 p ERRAN, 证明: 1? +2 «3? e e (p - 1)" s0( mod p). 

25. WEH: 设 p 是 素数 ，a,， b 是 不 能 被 p 整除 的 整数 且 a^ =b (mod p), IWA o =b (mod p°). 

26. 利用 波 拉 德 p -1 法 求 689 的 一 个 因子 . | 

27. 利用 波 拉 德 p -1 法 求 7331 117 的 一 个 因子 . (本 习题 需要 利用 计算 器 或 计算 软件 . ) 

28. 设 p 和 9 是 不 同 的 素数 ， 证明 p^! + q^! e 1 (mod pq). 


29. 
30. 
31. 
32. 


33. 


34. 


35. 


* 36. 
37. 
38. 


39. 


40 


41. 


* 42. 


43. 给 


44. 


45. 


* 46. 
* 47. 
48. 
49. 


$ 
S 
* 
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证 明 : 车 p 是 素数 且 a 是 一 个 整数 ， 那么 p | (o + (p 7 1) 12). 

证 明 : 车 p 是 奇 素数 , 则 13?…(p-4)”(p -2) 2 ( - 1) ^*^ (mod p). 

证 明 ; 车 p 是 素数 且 p=3(mod 4), 那么 ((p -1)/2)!1= +1(mod p). 

a)4 p 是 素数 ， 设 > 是 小 于 p 的 正 整数 且 ( ~1) .rl= -1(modp). 证 明 : (p-r*1)!— —- l( mod p). 
b) 利 用 (a), 证明 61156312 - 1( mod 71). 

利用 威尔逊 定理 ,证明 : 车 p 是 素数 且 pel(mod4), 3E4 [848278 x^ = - 1( mod p) 有 两 个 不 同 余 的 解 : 
x= x((p-1)/2) ! (mod p). 

设 p 是 素数 且 0<k<p, WEH (p-k)! (k-1) T8 ( - D) (mod p). 

En ERK, 证 明 : 


PRE > [人 [2-2] I 


对 哪些 正 整 数 n， 使 得 n' +4" 是 素数 ? 

证 明正 整数 对 n 和 n+2 是 迹 生 素数 当 且 仅 当 4((m-1)1+1) +n=0(mod n(n+2)), 其 中 nz1. 

若 正 整数 n 和 n+ 名 均 为 素数 ， 其 中 n>>k 且 是 正 偶数 ， 那 么 (k1)*((n-1)!1+1) +n(k! -1)(k-1)!= 
O( mod n(n +k)). 


2 
车 p 是 素数 ,证 明 ; a 


. 第 3.5 节 的 习题 74 证 明了 车 p 是 素数 且 上 是 小 于 p 的 正 整 数 ， 那么 二 项 式 系数 1) bp 整除， 利用 这 个 事 


实 和 二 项 式 定理 证 明 : 若 c Mb HERA, WA (la +b)” =a" € b ( mod p). 

利用 数学 归纳 法 证 明 费 马 小 定理 . (提示 : 在 归纳 的 步骤 中 ， 利 用 习题 40 可 以 得 到 关于 (ac+1)” 的 同 

余 式 . ) 

利用 4.3 节 的 习题 30 证 明 威尔逊 定理 的 高 斯 推广 : RT m=4, p, 或 2p' 之 外 ， 其 中 p ERRA, 12E 

所 有 小 于 m 而 且 和 m 互 素 的 正 整 数 的 乘积 同 余 于 1(mod m)， 而 前 一 种 情况 同 余 于 -1(mod m). 
一 副 纸牌 洗 牌 ， 先 将 这 副 纸 牌 分 成 两 份 ， 每 份 26 张 ， 然 后 从 底下 那 一 份 开 始 ， 交 替 从 两 份 纸牌 中 每 次 

抽取 一 张 组 成 一 副 新 的 顺序 的 纸牌 . 

a) 证 明 : 若 某 张 纸牌 开 始 时 是 在 第 c 张 的 位 置 ， 洗 完 牌 后 它 将 在 第 5 张 的 位 置 ， 其 中 b=2c(mod 53) 且 1< 

b<52. 

b) 按 照 上 述 的 洗 牌 方式 ， 要 经 过 几 次 洗 牌 才能 使 牌 序 和 原来 的 一 样 ? 

4 p 是 素数 ，a 是 正 整 数 且 不 能 被 bp HEBR. EU a, (a): q,(a) =(o -1)/p. ER: E a RED s 

能 被 素数 p 整除 的 正 整 数 ， 那 么 q,(ab) =g,(a) +g,(b) (mod p). | 

设 p ERA. $a, a, 0, a, Ab, ba, on, b, HER p 的 完全 剩余 系 . 证 明 : abi, a,b, cn, a,b, 

不 是 模 的 完全 剩余 系 . 

证 明 : En 是正 整数 且 nz2, 那么 nn 不 整除 2" ~1. 

令 p 是 奇 素数 ,证 明 (p - 1) "^ = -1(mod p^). 

证 明 : 若 p 是 素数 且 p>5,， 那么 (p -1)!+1 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因子 . 

证 明 : 若 c 和 n 是 互 索 的 整数 且 n>, 那么 mn 是 素数 当 且 仅 当 (zx -a)" 与 x* -a 模 n 多项式 同 余 . (回忆 第 

4.1 节 的 习题 40 前 面 的 序言 ， 两 个 多 项 式 模 n 多 项 式 同 余 是 指 两 个 多 项 式 中 x 的 同 每 次 的 系数 模 n 同 

fk. ) (Agrawal, Kayal 和 Saxena[ AgKaSa02] 关 于 存在 一 个 多 项 式 时 间 算 法 确定 一 个 整数 是 否 素数 的 证 明 便 、 

是 源 于 此 结论 . ) 


4 HR 66 FL AX 163 


6. 1 节 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究. 
1. 一 个 素数 p 称 为 威尔逊 素数 ,. 如果 有 (P-1)= -1(mod 严 )， 求 出 小 于 10 000 的 所 有 威尔逊 素数 . 
2. 找 出 满足 2 =1(mod p?) 的 小 于 10 000 的 所 有 素数 p. 
3. 选 几 个 不 同 的 奇 整数 ， 利 用 波 拉 德 p -1 法 ， 找 出 每 个 数 的 一 个 因子 
4. 验证 猜想 : 若是 合 数 ， 则 了 +2 +3" +…+(n-1)"' 才 -1(mod n). 请 选取 尽 可 能 多 的 进行 验证 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 : 
, 找 出 小 于 给 定 的 整数 n 的 所 有 威尔逊 素数 
. 找 出 满足 27…=1(mod p’) 的 小 于 给 定 的 整数 的 所 有 素数 p. 
E 通过 费 马 小 定理 解 模 数 是 案 数 的 线性 同 余 方程 . 
. 利用 波 拉 德 p -1 法 分 解 给 定 的 正 整 数 n. 


6.2 HRH 


费 马 小 定理 告诉 我 们 若 n 是 素数 且 是 整数 ， 那 么 b=b(mod n). 因此 ， 若 存在 整数 b 满 
Æ b"sb(mod n), WA n EAR. | 

例 6.8 可 以 证 明 63 不 是 素数 ， 这 是 通过 观察 : 

28 =24.2” = (26) -2° = 64"5? =2 = 8 x 2(mod 63). 4 

利用 费 马 小 定理 可 以 证 明 一 个 整数 是 合 数 . 若 它 可 以 提供 一 种 方法 来 证 明 一 个 整数 是 素 
数 ， 那 么 它 将 更 有 用 . 通常 说 古代 中 国人 相信 若 2"=2(mod 2), ， 则 ”一定 是 素数 ， 这 个 命题 
在 1<n<340 内 是 正确 的 .可 惜 的 是 ， 费 马 小 定理 的 逆 不 成 立 ， 正 如 下 面 的 例子 所 示 ， 它 是 由 
萨 鲁 斯 (Sarrus ) 在 1919 年 发 现 的 . 

例 6.9 42341 =11.31. 由 费 马 小 定理 知 : 2^ =1(mod 11), 所 以 2” 2 (2”)”= 
1(modll)， 又 有 2 = (2:)" = (32)" & 1 (mod 31)， 因 此， 由 推论 4.8.1， 知 27^ = 
1(mod 341) ， 同 余 式 两 边 同 乘 以 2， 得 : 2 ”=2(mod 341) ， 尽 管 341 不 是 素数 
” ”这 个 例子 可 以 导出 下 面 的 定义 . 
定义 ” 邻 5 是 一 个 正 整 数 ， 若 nn 是 一 个 正 合 数 且 b"=b(mod n)， 则 nn 称 为 以 b 为 基 的 伪 素 


一 


数 . 
注意 到 若 (5，z) =1， 那 么 同 余 式 b^ m b(mod n) 与 同 余 式 68” =1(mod n) ffr. 为 了 理解 
这 一 点 ， 由 推论 4.4.1， 因 (8,n) =1， 第 一 个 同 余 式 两 边 同 除 以 6， 便 可 得 到 第 二 个 同 余 式 . 
由 定理 4.3 的 第 (证 ) 部 分 知 : 可 以 在 第 二 个 同 余 式 两 边 同 乘 以 6,， 便 可 得 到 第 一 个 同 余 式 ， 我 
们 经 常 利 用 这 种 等 价 情 况 . 
例 6.10 整数 341=11 .31, 561 23-11-17 $0645 23-5 .43 都 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 . 
因为 很 容易 验证 27? 2 1( mod 341) , 2% 2 1( mod 561) ftl 27" =1 (mod 645). < 
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如 果 以 5 为 基 具 有 相对 较 少 的 伪 素 数 ， 那 么 检验 同 余 式 b"=b(mod n) 是 否 成 立 是 一 个 有 用 、 
的 检验 ， 因 为 只 有 一 小 部 分 合 数 可 以 通过 该 检验 ， 事 实 上 ， 不 超过 特定 的 界 的 以 为 基 的 伪 素 
数 的 个 数 远 远 小 于 不 超过 那个 界 的 素数 的 个 数 . 特别 地 ,在 不 超过 10" 的 数 中 ， 共 有 
455 052 511 个 素数 ， 但 以 2 为 基 的 伪 素 数 却 只 有 14 844 个 . 尽管 对 每 个 给 定 的 基 ， 其 伪 素 数 是 
稀少 的 ， 然 而 它 的 伪 素 数 却 有 无 穷 多 个 .我 们 将 以 2 为 基 作 为 例子 来 证 明 这 件 事 情 ， 下 面 的 引 
理 在 证 明 中 是 有 用 的 . 

引 理 6.1 X ddenJNXGESACH dX n, 954 2' 131 2" - 1. 

证 明 e ME EFR x 1-2 (x1) (7 +a? e 1) 
HA x-2', M4: 2-12 (2 -1) (277? 42707? +… 4241). AEA (2-1) | (2-1). u 

E EE E 

定理 6.6 以 2 为 基 的 伪 素 数 有 无 穷 多 个 . 

WEBB ”我们 将 要 证 明 : 若 闫 是 一 个 以 2 为 基 的 奇 伪 素 数 ， KA m- dE cO ou 
奇 伪 素数 ， 因 至 少 有 一 个 以 2 为 基 的 奇 伪 素 数 ， 即 m =341， 取 my 22" -1, KB kz0, 
2，…， 则 n, n, Xn, 天 … 一 下 二 mi<…， 所 以 这 些 整数 均 不 相同 ， ixi 
的 以 2 为 基 的 奇 伪 素 数 ， 

继续 我 们 的 证 明 ， 令 地 是 以 2 为 基 的 奇 伪 素 数 ， 则 n 是 合 数 且 2"” —1(mod n). Bin 是 合 
Z, Snsdt, 其 中 1<d<n 且 1<:<n， 将 要 证 明 m=2" -1 也 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 ， 第 一 
步 先 证 明 m 是 合 数 ， 然 后 证 明 2"… =1(mod m). 

为 证 明 m 是 合 数 ， 利 用 引 理 6. 1 可知: (2 -1) | (2” -1) 2 m. 为 证 明 2" ^" =1(mod m), 
注意 到 因 2^ 22(mod n)， 从 而 存在 整数 k， 使 得 2” -2 = hn， 因此，2”' 2277 =2”， 由 引 理 
6.1 知 : ms(2'-1)|(2^-1) 22"' -1. 因此, 2" -1=0(mod m), 即 2" =1(mod m). 
综 上 所 述 ，m 也 是 一 个 以 2 为 基 的 伪 素 数 . " 

若 想 知道 一 个 整数 EOS AC, gH T 2" =1(mod n), Bsp An 或 者 是 素数 或 者 是 
以 2 为 基 的 伪 素 数 ， 进一步 的 方法 是 用 其 他 的 基 检 验 n. 即 选取 若干 正 整 数 b, RE 六 ”= 
1(mod mn) 是 否 成 立 ， 若 存在 一 个 5， 满足 (85，m) -1 Hb s1(mod n), MTA n 是 合 数 


“历史 上 的 误会 
显然 ， 中 国 古 人 相信 车 2"=2(mod n)， 则 nn 是 素数 的 说 法 是 由 于 一 个 错误 的 翻译 和 一 个 19 世纪 的 
中 国 数学 家 的 一 个 失误 造成 的 。1897 4E, J.H. Jeans 报告 说 这 个 可 以 追溯 到 “孔子 时 代 ” 的 命题 好 像 是 
对 《 九 章 算术 》 错 误 翻译 的 一 个 结果 .1869 年 ， 亚 历 山大 ， 韦 德 (Alexander Wade) 在 杂志 《Notes and 
Queries on China》 上 发 表 了 一 篇 论文 “一 个 中 国定 理 ”， 并 把 这 个 “定理 ”归功 于 数学 家 李 善 兰 
(1811 一 1882)， 李 发 现 这 个 结果 是 错误 的 ， 但 这 个 错误 结果 却 被 后 来 的 作者 保存 下 来 了 .这 些 历史 细 
节 来 自 中 国 数学 家 萧 文 强 (Siu Man Keung) 给 保罗 . 利 本 鲍 姆 (Paulo Ribenboim) 的 一 封 信 中 (更 详细 的 信 

息 见 [ Ri96] ). 


$16.11. 我 们 已 经 知道 341 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 . 这 是 因为 
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T = 343 = 2(mod 341) 


和 
2" = 1024 = 1(mod 341). 
故 
T” = (7)027.=207 = eo .7 
=8 -7 = 56 # l(mod 31). 
Am, HT 77 31(mod341), ， 由 费 马 小 定理 的 道 否 命题 知 341 是 合 数 . 4 


卡 迈 克 尔 数 


很 遗憾 ， 存 在 合 数 n， 利 用 上 述 方法 并 不 能 证 明 它 是 合 数 . 这 是 因为 存在 着 对 任意 基 都 是 
伪 素 数 的 整数 ， 即 存在 合 数 n， 使 得 对 所 有 满足 (8，n) =1 K b A b m1(mod n). xx Sh 
了 以 下 定义 . | 

定义 ”一 个 合 数 nn 若 对 所 有 满足 (5，n) =1 HERR b RA b m 1(mod n) X 3, RJ 42 
卡 迈 克 尔 (Carmichael) 数 ( n 20 世纪 初 研究 它们 的 卡 迈 克 尔 而 得 名 ) 或 者 称 之 为 绝对 伪 素 数 . 

例 6.12 整数 561 =3 ' 17 是 一 个 卡 迈 克 尔 数 . 为 了 证 明 这 点 ， 注 意 到 若 (5，561) =1， 
则 (5, 3)=(b, 11) =(b, a =1. 因 此， 由 费 马 小 定理 ， 有 b=1(mod 3), b° «1 (mod 11) 和 
b=1(mod 17)， 从 而 : b - (9)? 21(mod 3), b = (59) 21(mod 11) 和 b= (85)5 = 
1(mod 17)， 因 此 ， 由 推论 4.8.1，b””=1(mod 561) 对 所 有 满足 (8,，n) =1 W b RX. < 

1912 年 ， 卡 迈克 尔 猜 想 存在 无 穷 多 个 卡 迈 克 尔 数 ， 这 个 猜想 用 了 80 年 才 被 证 实 。 1992 
年 ， 阿尔 福特 ( Alford)、 格 兰 维尔 (Granville) 和 帕 梅 让 斯 (Pomerance) 证 实 了 卡 迈 克 尔 是 正确 
的 .因为 他 们 的 证 明 很 复杂 非 初等 ， 故 在 此 不 予以 描述 ， 但 是 ， Roll m EO E 

一 个 可 以 用 来 寻找 卡 迈 克 尔 数 的 定理 . 

定理 6.7 车 mn=9gi9g…9gr， 其 中 9) 是 不 同 的 素数 满足 (9 -1) | (n -1) 对 所 有 7 成立 且 天 盖 2， 
那么 nn 是 一 个 卡 迈 克 尔 数 . 

证 明 令 5 是 一 个 正 整数 且 (5, n) 21, 那么 (5,，g,) 21, 其 中 j=1,，2,…, k WIE, 
由 费 马 小 定理 知 ，b%” -1(modg), j=1, 2, 5, k 因 (g; -1) |(n -1) 对 每 个 整数 j=1， 
2，… 直 都 成 立 ， 故 存在 整数 与 满足 清 (0 -1) =n -1 因此， 对 每 个 7， 有 b = bm 
1(mod 9 )， 从 而 由 推论 4.8.1 知 : b7 =1(mod n). 综 上 所 述 ，n 是 一 个 卡 迈 克 尔 数 . n 


_ 罗伯特 .丹尼尔 . 卡 迈 克 尔 (Robert Daniel Carmichael, 1879—1967 ) 出 生 于 阿拉 巴 马 州 的 Goodwater. 
1898 年 在 Lineville 学 院 获 得 学 士 学 位 ，1911 年 在 普林斯顿 大 学 获得 博士 学 位 . 卡 迈 克 尔 于 1911 年 至 
1915 年 间 在 印第安 纳 大 学 任教 ，1915 年 至 1947 年 在 伊利 诺 伊 大 学 任教 . 他 在 G. D. Birkhoff 指导 下 的 博 
士 论文 被 认为 是 美国 人 在 微分 方程 上 的 第 一 个 有 影响 力 的 贡献 ， 卡 迈克 和 尔 在 许多 领域 作 过 研究 ， 包括 
实 分 析 、 微 分 方程 、 数 学 物理 、 群 论 以 及 数论 等 . 


外 特别 地 ， 他 们 证 明了 C(x) ， 也 就 是 不 超过 x 的 卡 迈克 尔 数 的 个 数 ， 当 x* 充分 大 时 ， 满 足 不 等 式 COO) 7. 


* 
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例 6.13 定理 6.7 说 明 6601 27 -23 - 41 是 一 个 卡 迈 克 尔 数 ， 这 是 因为 7, 23 利 41 均 是 
素数 , 6=(7 -1) |6600, 22 =(23 -1) |6600 和 40 2 (41 -1) | 6600. < 
定理 6.7 的 道 也 是 成 立 的 ， 即 所 有 的 卡 迈 克 尔 数 都 具有 形式 qog, HP a; 是 互 不 相同 
的 素数 且 对 所 有 的 7 满足 (9 -1) | (”- D. 我 们 将 在 第 9 章 证 明 这 一 事实 
另外 ， 我 们 可 以 证 明 尽管 不 超过 105 仅 有 43 个 卡 迈克 尔 数 ， 但 有 105 212 个 不 超过 105 的 
卡 迈 克 尔 数 . 


米 勒 检验 


一 旦 同 余 式 5" —1(mod n) 得 到 验证 ， 其 中 是 一 个 奇 整数 .另外 一 个 可 能 的 方法 是 考虑 
DOODO nn 的 最 小 正 剩余 .注意 到 车 x*=6”?”， 则 =b" =1(mod n). n 是 一 个 素数 ， 
由 定理 4. 11 可 知 ,或 者 x=1 或 者 x= -1(mod n)， 因 此 ， 一旦 我 们 有 5 -1(mod n)， 则 可 
URR bO? = +1(mod n) 是 否 成 立 ， 若 该 同 余 式 不 成 立 ， 则 可 知 ndi 

例 6.14 令 b=5 和 n=561 为 最 小 的 卡 迈 克 尔 数 ， 可知: 5672 257? 267 ( mod 561). 
因此 ，561 是 合 数 . 4 

为 了 继续 发 展 素性 检验 法 ， 需 要 下 列 定义 . 

定义 令 了 是 一 个 正 整数 ， 满 足球 >2 且 叶 -1=24， 其 中 5 是 一 个 非 负 整数 ， 是 一 个 奇 
正 整 数 ， 称 n 通过 以 5 为 基 的 米 勒 检验 ， 如 果 有 b'=1(mod n) Xp b" = -1(mod n) X4 j 
成 立 ,， 其 中 1<j<s--1. 

下 面 的 例子 证 明 2047 通过 了 以 2 为 基 的 米 勒 检验 . 

例 6.15 4 n 22047 -23 - 89, 那么 2” = (27)"* = (2048)  z1( mod 2047). 因此 ， 
2047 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 ， 而 225? =2 = (2)? 2 (2048)? =1(mod 2047) ， 所 以 ，2047 通 
过 了 以 2 为 基 的 米 勒 检验 . < 

现在 来 证 明 : 若 n ERA, W n MANEA b HEKK, EP n Yb. 

定理 6.8 若 nn 是 素数 且 b 是正 整数 满足 n1b， 那 么 nn 能 通过 以 5 为 基 的 米 勒 检验 . 

证 明 令 n-1=2%， 其 中 是 一 个 非 负 整数 且 1 是 一 个 奇 正 整数 ， 令 x bD San, 
k=0，1，2，…，s， 因 为 n 是 素数 ， 费 马 小 定理 告诉 我 们 x。= 4b” “==1(mod n). HEM 4. 11, 
E xi = (bY) ?=xo=1(mod n), MARK x, = -1(mod n)ziíx,-1(modn). 如 果 x= 
1(mod n), WA a =x,=1(mod n), RË x, =1(mod n) R# x,— -1(mod n). 一般 地 ， 若 已 
经 有 了 x mx, mx, === (mod n) ， 其 中 有 <s。， 那 么 因 妇 = 各 =1(mod mn)， 知 或 者 
X, = - I (mod n) EE x,,, — 1(mod n). 

对 上 =1，2，…，s 继续 这 个 过 程 ， 会 发 现 : SÉ x,—1(mod n) RA x= -1(mod n) XA 
个 整数 ,0<k<s 成 立 ， 因此,，n 通过 了 以 5 为 基 的 米 勒 检验 . 

车 正 整 数 n 通过 了 以 6 为 基 的 米 勒 检验 ， 则 或 者 5'=1(mod n) RË b= -1(mod nm) 对 某 
个 j 成 立 , 其 中 0<j<s -1, 这 里 n-1=2% 且 1 为 奇数 . 

两 种 情况 下 ， 我 们 都 有 b"'=1(mod n)， 因 B=(5”*)”' 对 j=0,，1，,，2，-…，,s 成 立 ， 所 
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以 能 够 通过 以 5 为 基 的 米 勒 检验 的 合 数 ”必然 是 以 为 基 的 伪 素 数 . 通过 这 个 观察 ， 可 以 导出 
以 下 定义 . | 

定义 设 普 是 一 个 合 数 ， 且 通过 以 五 为 基 的 米 勤 检验 ， 那 么 称 半 为 以 六 为 基 的 强 伪 素 数 . 

例 6.16 在 例 6. 15 中 ， 我 们 可 以 看 到 2047 是 以 2 为 基 的 强 伪 素数 . < 

尽管 强 伪 素 数 极 其 稀少 ， 但 仍然 有 无 穷 多 个 . 下 面 的 定理 表明 了 以 2 为 基 的 强 伪 素 数 有 无 
穷 多 个 . 

定理 6.9 有 无 穷 多 个 以 2 为 基 的 强 伪 素数 . 

WEB] 我们 将 要 证 明 : 若是 一 个 以 2 为 基 的 伪 素 数 ， 那 么 N=2" -1 也 是 以 2 为 基 的 强 
伪 素 数 . l 

令 半 是 一 个 奇 整数 且 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 . 因此， n ARH 2 =1(modn). 从 这 个 同 
余 式 可 以 看 到 ， 存 在 某 个 整数 上， 使 得 : 2" -1=nk, 上 一 定 是 奇数 .我 们 有 : 

N-122'-2 22(2"! -1) = 2'nk; 

这 是 Y -1 的 因子 分 解 ， 它 分 解 为 一 个 奇 整数 和 2 的 一 个 方 震 . 

注意 到 ; l 

2U70^ = 2% = (2")* = 1(mod N), 

这 是 因为 2" =(2*-1)+1=N+1=1(mod N). 从 而 证 明 NN 通过 了 米 勒 检验 . 

在 引 理 6.1 的 证 明 中 ， 我们 证 明了 车 n 是 合 数 ， 则 N=2" -1 也 是 合 数 .因此 ，N 通过 了 
米 勒 检验 且 是 合 数 ， 所 以 NN 是 以 2 为 基 的 强 伪 素 数 ， 因 为 每 一 个 以 2 为 基 的 伪 素 数 n 都 产生 一 
个 以 2 为 基 的 强 伪 素 数 2” -1, . 且 以 2 为 基 的 伪 素 数 有 无 穷 多 个 . 故 以 2 为 基 的 强 伪 素数 有 无 
ZEE " 

下 面 的 论述 结合 米 勒 检验 对 相对 小 的 整数 的 素性 检验 是 有 用 的 ， 以 2 为 基 的 最 小 的 且 是 奇 
的 强 伪 素 数 是 2047， 所 以 若 —2047, n 是 奇数 ， 且 nn 通 过 以 2 为 基 的 米 勒 检验 ， 则 n JE 
数 . 类 似 地 ，1 373 653 是 同时 以 2 和 3 为 基 的 最 小 的 奇 的 强 伪 素数 ， 它 给 了 我 们 小 于 1 373 653 
的 整数 的 素性 检验 .同时 以 2，3 和 5 为 基 的 最 小 的 奇 的 强 伪 素 数 是 25 326 001. 以 2，3，5 和 
7 为 基 的 最 小 的 奇 的 强 伪 素数 是 3 215 031 751. 另外 ， 对 这 些 基 , 小 于 25. 10* 不 再 有 任何 其 
他 的 奇 的 强 伪 素数 (读者 应 该 对 该 陈述 进行 验证 )， 这 给 了 我 们 对 于 小 于 25. 10? 的 整数 的 一 个 
素性 检验 ， 一 个 奇 整数 n 是 素数 ， 如 果 和 25 . 10”， 能 通过 以 2,，3, 5 和 7 为 基 的 米 勒 检验 ， 
H n#Æ3 215 031 751. 

计算 表明 ， 不 超过 10” 且 同时 是 以 2, 3 和 5 为 基 的 强 伪 素数 只 有 101 个 ， 而 且 这 里 面具 有 9 
个 是 以 7 为 基 的 强 伪 素数 ， 并 且 没 有 一 个 是 以 11 为 基 的 强 伪 素 数 . 同时 以 2, 3, 5, 7 和 11 为 基 
的 最 小 的 强 伪 素 数 是 2 152302898 747. 因此 ， 若 奇 整 数 是 素数 日 n <2 152302 898 747, IA n 
能 通过 以 2，3,，5, 7 和 11 为 基 的 米 勒 检验 ， 若 要 用 此 法 对 更 大 的 整数 进行 素性 检验 ， 注 意 到 没 
有 比 341 550 071 728 321 更 小 的 正 整 数 是 以 2， 3, 5, 7, 11, 130 17 为 基 的 强 伪 素数 .一 个 不 超 
过 此 数 的 正 奇数 是 素数 ， 如 果 它 能 通过 这 七 个 素数 2，3，5,，7，11，13 和 17 的 米 勒 检验 . 

强 伪 素数 与 卡 迈 克 尔 数 之 间 没 有 相似 性 . 这 是 下 面 定理 的 结果 . 

定理 6.10 若是 一 个 奇 正 合 数 ， 那 么 最 多 有 (n -1)/4 个 5, 其 中 1<bsn-1, 4n 
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能 够 通过 以 5 为 基 的 米 勤 检 验 . . 

我 们 将 在 第 9 章 证 明定 理 6. 10. 定理 6. 10 告诉 我 们 若 有 超过 (n 21) /4 AF n 3E, 使 
得 能 够 通过 这 些 基 的 米 勒 检验 ， 那么 是 素数 ， 然 而 这 是 一 个 相当 元 长 的 方法 去 证 明 一 个 正 
整数 是 素数 ， 比 完成 普通 试 除 法 还 要 粳米 勒 检验 给 出 了 一 个 有 趣 且 快速 的 方法 来 证 明 一 个 整 
数 n“ 可 能 是 素数 ". 为 了 说 明 这 一 点 ， 随 机 选取 整数 5 Deben -1( 在 第 10 章 中 将 会 看 到 如 
何 做 “随机 ”选择 )， 由 定理 6. 10 知 , En 是 合 数 ， 则 nn 通过 以 5 为 基 的 米 勒 检验 的 可 能 性 小 
TUA. 车 选取 个 小 于 nn 的 不 同 的 基 ， 且 对 每 个 基 完 成 米 勒 检验 ， 可 以 得 出 以 下 结论 . 

定理 6.11( 拉 宾 (Rabin) 概 率 素性 检验 ) 设 半 是 一 个 正 整数 . 取 上 个 不 同 的 小 于 nn 的 正 整 
数 作为 基 ， 并 且 对 n 做 每 一 个 基 的 米 勒 检 验 . 车 半 是 一 个 合 数 ， 则 于 通过 所 有 天 个 检验 的 概率 
不 超过 (1/4)“. 

令 是 一 个 正 合 数 . 利用 拉 宾 概率 素性 检验 ， 若 在 1 和 nn 之 间 随 机 选取 100 个 不 同 的 整 
数 ， 并 且 对 这 100 个 基 中 的 每 一 个 作 米 勒 检验 ， 那 么 n 通过 所 有 检验 的 概率 要 小 于 (10)…， 
这 是 极 小 的 一 个 数 ， 事实 上 ， 一 个 计算 机 出 错 的 概率 也 要 比 一 个 合 数 同时 通过 100 个 检验 的 概 
率 大 .利用 拉 宾 概率 素性 检验 不 能 够 明确 地 证 明 能 够 通过 多 次 检验 的 整数 ”一 定 是 素数 ， 但 它 
确实 给 了 极 强 的 ， 实 际 上 几乎 不 可 能 否认 的 证 据说 明 这 个 整数 是 素数 

在 解析 数论 中 有 一 个 著名 的 猜想 ， 叫 “广义 黎 曼 猜想 ”， 它 是 关于 著名 的 黎 曼 zeta 函数 的 
一 个 命题 ， 并 且 以 德国 数学 家 “乔治 . 弗 里 德里 希 ' 伯 恩 哈 德 ， 黎 曼 (Georg Friedrich Bernhard 
Riemann) ”的 名 字 命 名 ， 这 在 3. 2 节 中 已 作 过 讨论 ， 下面 一 个 猜想 是 这 个 假设 的 推论 .. 

猜想 6.1 对 任何 一 个 正 合 数 nn， 存 在 一 个 基 56， 且 5 二 2(log,n)*， 使 得 nn 不 能 通过 以 5 为 
基 的 米 勒 检验 . 

若 这 个 猜想 是 正确 的 ， 正 如 许多 数论 学 家 相信 的 那样 ， 下 面 的 结果 提供 了 一 个 快速 的 素性 
检验 . 

定理 6.12 若 广 义 歼 曼 猜 想 是 正确 的 ， 那 么 存在 一 个 算法 来 判断 一 个 正 整数 nn 是 否 是 素 
数 ， 并 且 该 算法 的 位 运算 量 是 0( (log,n) ). 

WA S b 是 一 个 小 于 nn 的 正 整 数 为 了 对 xn 完成 以 5 为 基 的 米 勒 检验 ， 需 要 
0( (logn) ) 次 位 运算 . 这 是 因为 完成 这 个 检验 需要 不 超过 logn 次 模 指数 运算 ， 每 次 模 指 数 运 
算 需 要 用 O(Clog,b) ) 次 位 运算 ， 假 疫 广义 黎 曼 假设 是 正确 的 ， 若 半 是 合 数 ， 那 么 由 猜想 6. 1， 
存在 一 个 基 !，1 一 8 二 2(log,n)”,， 使 得 nn 不 能 通过 以 5 为 基 的 米 勒 检验 ， 为 了 找到 这 个 5 需要 
WF OC (logan)? ) * OCClogn)?) = 0((logsn)’) 次 位 运算 因此， 利用 0( (logyn)’) 次 位 运算 ， 
可 以 确定 n 是 合 数 还 是 素数 . m 

关于 拉 宾 概率 素性 检验 和 定理 6.12 非常 重要 的 一 点 是 两 个 结果 都 表明 仅 可 以 利用 
0((logn)) 次 位 运算 ， 就 能 检验 出 整数 n 的 素性 ， 其 中 是 一 个 正 整 数 ， (并且 Agrawal, 
Kayal 和 Saxena[ AgKaSa02 ] 的 最 新 结果 证 明 存 在 一 个 利用 0((logsn)") 次 位 运算 的 确定 性 检 
验 . ) 这 与 因子 分 解 问题 形成 强烈 的 对 比 ， 关 于 整数 分 解 的 最 好 的 算法 需要 的 位 运算 次 数 是 以 待 分 
解 整数 的 位 数 的 对 数 平方 根 为 方 震 的 指数 函数 ; 而 素性 检验 的 算法 似乎 只 需要 少 于 待 检验 的 整数 
的 位 数 的 多 项 式 次 位 运算 . 我 们 将 在 第 8 章 中 利用 这 个 差异 引入 最 新 发 明 的 一 种 密码 系统 
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乔治 . 9b B omo. 伯 恩 哈 德 . K ER (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826— 
1866) 出 生 于 德国 的 布雷 斯 塞 伦 蒋 市 ， 他 是 一 个 牧师 的 儿子 . 在 父亲 的 教导 下 他 完 
成 了 初等 教育 ， 并 且 在 完成 了 中 学 教育 后 ， 进 入 哥 廷 根 大 学 学 习 神 学 ， 但 他 也 参加 
关于 数学 的 讲座 . 并 且 在 得 到 了 他 父亲 的 同意 后 转 人 柏林 大 学 ， 集 中 精力 学 习 数 
学 . 在 那里 黎 曼 得 到 许多 著名 数学 家 的 指点 ， 甚 中 包括 狄 利克 震 ( Dirichlet) 和 雅克 
比 (Jacobi). 随后 他 又 返回 哥 廷 根 大 学 ， 并 在 那里 获得 博士 学 位 . i; 

黎 曼 是 数学 史上 最 富 想象 力 和 创造 力 的 数学 家 之 一 . 他 为 几何 学 ， 数 学 物理 和 分 析 学 作出 了 很 多 
奠基 性 的 贡献 ”他 只 写 过 一 篇 关于 数论 的 文章 ， 短 短 八 页 ， 却 产生 了 深远 的 影响 ， 黎 曼 年 仅 39 岁 时 死 
于 肺结核 ， 


6. 


1. 
2. 
3. 


4. 
5. 
* 6. 


2 节 习 题 


WEB]: 91 是 以 3 为 基 的 伪 素 数 . 

证 明 : 45 是 以 17 和 19 为 基 的 伪 素 数 

证 明 : 483€ n 2161038 z2 * 73 - 1103 满足 同 余 式 2”=2(mod mn) ， 且 整数 161 038 是 以 2 为 基 的 最 小 的 偶 的 
伪 素 数 . 

证 明 : 任何 一 个 奇 合 数 是 同时 以 1 和 -1 为 基 的 伪 素 数 . 

设 是 一 个 奇 合 数 并 且 是 一 个 以 a 为 基 的 伪 素 数 ， 证 明 : n EA n-a 为 基 的 伪 素 数 

证 明 ; 若 n=(o -1)/(o: -1), KP a SEC, ac 1 Hp 是 奇 素数 但 不 整除 a(a? -1) ， 那 么 mn 是 以 o 为 
基 的 伪 素 数 ， 并 推出 对 任何 基 a 都 有 无 限 多 个 伪 素 数 . (提示: WUE a =1(mod n) ， 并 证 明 2p | (n - 1), 
最 后 证 明 a” =1(mod n). ) 


7. EA: 每 一 个 非 素 的 费 马 数 F, 227" +1 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 . 
8. EH: 若 p 是 素数 且 27 -1 是 合 数 ， 那 么 2? -1 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 . 


9. 
10. 


11. 


证 明 : XP n EVA CHI b DU AERAL DURCH n 也 是 以 ob 为 基 的 伪 素 数 . 

Wan 是 互 素 的 正 整数 ， 证 明 : Enr EU a 为 基 的 伪 素 数 ， 那 么 也 是 以 5 为 基 的 伪 素 数 ， 其 中 < 是 a 

模 n B 3x. 

a) 证 明 : 若 n 是 以 a 为 基 的 伪 素 数 ， 但 不 是 以 5 为 基 的 伪 素 数 ， 其 中 (a, n) =(5, n) =1， WA n TEA 
ab 为 基 的 伪 素 数 . 

b) 证 明 : FERID, H, n) =1， 使 得 n 不 是 以 56 为 基 的 伪 素 数 ， 那 么 使 n 是 伪 素 数 的 基 a( 要 求 1< 
a 二 n) 的 数目 小 于 或 等 于 oln), KP $(n) 是 不 超过 nn 且 和 nn 互 素 的 正 整 数 的 个 数 . (提示 : 证 明 集 合 
oa，o，…，a; 和 ba, , ba,, ，…，ba, 没有 公共 元 素 ， 其 中 a, a, o, a, 是 小 于 元 的 基 ， 且 nn 是 这 些 
ARARA. ) 


. 证 明 : 25 是 以 7 为 基 的 强人 擅 素数 ， 

. 证 明 : 1387 是 以 2 为 基 的 伪 素 数 ， 但 不 是 以 2 为 基 的 强 伪 素 数 
. WEBB: 1373 653 是 同时 以 2 和 3 为 基 的 强 伪 素 数 . 

. 证 明 : 25 326 001 是 以 2，3 和 5 为 基 的 强 伪 素 数 . 

E i 


a)2821 =7 -13* 31 b)10585 25-29-73 ` e =13 -37 -61 d)314 821 =13 - 61 - 397 
e)278 545 25 - 17 - 29 - 1333 £)172081 27 -13- 31 - 61. g)564:651 361 - 43 - 3361 - 3907 
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17. 
18. 


6. 


求 具有 形式 7. 23 . g 的 卡 迈 克 尔 数 , 其 中 9 是 一 个 不 等 于 41 的 奇 素数 ， 或 者 证 明 除 此 之 外 没有 其 他 的 数 ， 
a) 证 明 : 具有 形式 (6m +1) (12m +1)(18m +1) 的 整数 是 一 个 卡 迈克 尔 数 ， 其 中 m 是 使 得 6m & 1, 12m +1， 
18m +1 均 是 素数 的 正 整数 

b) 由 (a) 证 明 : 1729 =7. 13 - 19, 294 409 2 37 - 73 - 109; 56 052 361 =211 - 421 . 631; 118 901 521 = 
271 - 541 - 811 和 172 947 529 2307 - 613 - 919 FRI HRA. : 


. 具有 六 个 素 因 子 的 最 小 的 卡 迈克 尔 数 是 S. 19 . 23 - 29 . 37 - 137 =321 197 185. 验证 这 个 数 是 卡 迈 克 尔 数 . 


证 明 : En ERER, W 无 平方 因子 . 


. 证 明 : 若是 一 个 正 整数 且 n=3(mod 4) ,那么 其 米 勒 检验 共 需 0( (log,n)’) 次 位 运算 . 


2 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 
2. 


3. 
4. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

求 正 整数 mn，m 和 100， 使 得 整数 m”. 2" -1 是 素数 . 

找 出 尽 可 能 多 的 具有 形式 (6m +1)(12m +1)(18m +1) 的 卡 迈 克 尔 数 ， 其 中 6m +1，12m +1, 18m+1 均 是 
素数 . 

找 出 尽 可 能 多 以 2 为 基 的 偶 的 伪 素 数 ， 且 该 数 是 三 个 素数 的 乘积 ， 你 认为 这 样 的 数 会 有 无 穷 多 个 吗 ? | 
具有 形式 n. 2" +1 的 整数 叫 库仑 数 ( Cullen number) ， 其 中 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 你 可 以 找到 一 个 素 的 库仑 
数 吗 ? 


程序 设计 


1. 


2. 


6. 
7. 


: 6. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 : 

给 定 一 个 正 整 数 n， 确 定 n 是否 满 足 同 余 式 b”!=1(mod n)， 其 中 5 是 小 于 n 的 正 整 数 ， 若 满足 ， 则 或 者 
是 一 个 素数 或 者 是 一 个 以 4 为 基 的 伪 素 数 . | 

给 定 一 个 正 整数 n， 确 定 n 是否 能 通过 以 5 为 基 的 米 勒 检验 ， 若 满足 ， 则 n 或 者 是 素数 或 者 是 以 5 为 基 的 强 
伪 素 数 . 


. 基于 以 2，3，5 和 7 为 基 的 米 勒 检验 ， 完 成 小 于 25. 10” 的 整数 的 素性 检验 . (利用 定理 6.9 下 面 的 注 . ) 
.基于 以 2，3，5，7 和 11 为 基 的 米 勒 检验 ， 完 成 小 于 2 152 302 898 747 的 整数 的 素性 检验 ，( 利 用 定理 6.9 


Tii.) 


基于 以 2,，3,，5, 7, 11, 13:017 为 枯 的 米 勒 检验 ， 完 成 小 于 341 550 071 728 321 的 整数 的 素性 检验 .( 利 


用 定理 6.9 FER.) 
给 定 一 个 奇 正 整数 n， 确 定 n 能 否 通 过 拉 宾 概率 素性 检验 . 
给 定 一 个 正 整 数 n， 找 出 所 有 小 于 的 卡 迈克 尔 数 . 


3 欧 拉 定 理 
费 马 小 定理 告诉 我 们 当 模 是 素数 时 ， 怎 样 处 理 包含 指数 的 特定 同 余 式 ， 那 么 我 们 怎么 处 理 


相对 应 的 模 是 合 数 的 同 余 式 呢 ? 


为 此 我 们 将 为 合 数 建立 一 个 类 似 于 由 费 马 小 定理 提供 的 同 余 式 ， 正 如 在 6.1 节 中 提 到 的 ， 


伟大 的 瑞士 数学 家 欧 拉 在 1736 年 发 表 了 费 马 小 定理 的 证 明 . 1760 年 ， 欧 拉 成 功 的 给 出 了 费 马 . 
小 定理 的 一 个 自然 的 推广 ， 使 它 对 合 数 也 成 立 ， 在 介绍 这 个 结果 之 前 ， 需 要 定义 一 个 特殊 的 计 


数 


函数 (由 欧 拉 引进 ) ， 它 将 应 用 于 此 定理 中 . 
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定义 GEn E —AGEXEHC KRA ERE (n) XU AUGE n BS n ERKEK. 
在 表 6.1 中 , 列 出 了 1<n<12 时 4$(n) 的 值 ， 对 1<n<100 的 $(n) 的 值 见 附录 下 的 表格 2. 
表 6.1 KABER pln) HA, 1<n<12 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12 

在 第 7 章 中 ， 我 们 会 进一步 研究 欧 拉 由 函数 .本 节 中 ， 利 用 欧 拉 由 函数 对 合 数 给 出 类 似 
于 费 马 小 定理 的 结论 ， 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 需要 准备 一 些 基 础 知识 . 

定义 ” 模 n 的 既 约 剩余 系 是 由 中 (n) 个 整数 构成 的 集合 ， 集 合 中 的 每 个 元 素 均 与 nn 互 素 ， 
且 任 何 两 个 元 素 模 nn 不 同 余 . 

例 6.17 集合 1，3, 5, 7 是 模 8 的 一 个 既 约 剩余 系 ， 集合 -3，-1，1，3 也 是 模 8 的 一 
个 既 约 剩余 系 . A 4 

下 面 是 一 个 关于 既 约 剩余 系 的 定理 . 

定理 6.13 Er, Tr,，…， To() 是 模 nn 的 一 个 既 约 剩余 系 ， 若 a 是 一 个 正 整 数 且 (4a, n) =1， 
那么 集合 ar ， ar, co, Oyn UE n 的 一 个 既 约 剩余 系 . 
. 证明” 先 证 明 每 个 整数 or jon ER. Balar, n) 1, 那么 (ar,，n) 有 一 个 素 因子 p. 
因此 , 或 者 pa 或 者 p17， 从 而 有 : 或 者 p1a 且 p|n, 或 者 p17 且 p|n， BÆN r E n 的 
既 约 剩余 系 中 的 元 素 ， 故 p17 与 p |n 不 能 同时 成 立 ， 又 因 (a, n)=1, ikp |a 和 p|n 不 能 同 
时 成 立 ， 因 此 ， 可 以 知道 ar, jin 互 素 对 j=1，2，,，…， 中 (n) 成 立 . 

为 了 说 明 ar, 模 元 彼此 不 同 余 , WE or = art(mod n), ， 其 中 ) 和 上 是 不 同 的 正 整数 且 1<7< 
$(n), I1«kzo(n). Kla, n) z1, Hiit 4.4. 1 All r, or, (mod n), LA r, Mr, 是 前 一 个 模 
n 的 既 约 剩余 系 中 的 元 素 ， 故 7) 才 r,(mod n) ， 得 到 矛盾 . = 


HR - Ekt (Leonhard Euler, 1707—1783 ) 是 瑞士 巴塞 尔 附 近 一 个 牧师 的 儿子 ， 
他 除了 学 习 神 学 外 ， 还 研究 数学 . 13 岁 的 时 候 ， 他 就 读 于 巴塞 尔 大 学 ， 目 的 是 为 了 
像 他 父亲 希望 的 那样 从 事 神 学 方面 的 工作 .在 大 学 里 ， 他 师 从 著名 的 数学 伯 努 利家 
族 中 的 约翰 - 伯 努 利 (Johann Bernoulli) 学 习 数 学 ， 他 还 成 为 了 伯 努 利 的 儿子 尼克 劳 
斯 (Nicklaus) 和 丹尼尔 (Daniel) 的 朋友 . 他 对 数学 的 爱好 使 他 放弃 了 继承 父 业 的 计 

s 划 ， 欧 拉 在 16 岁 的 时 候 获 得 了 哲学 硕士 学 位 . 1727 年 ,: QE AU (Peter the Great) 
在 尼克 劳 斯 和 丹尼尔 ， 伯 努 利 的 推荐 下 ， 邀 请 欧 拉 加 入 圣彼得堡 科学 院 ， 他 们 俩 早 在 1725 年 这 个 科学 
院 则 成 立 的 时 候 就 任职 于 此 ， 欧 拉 在 1727 ~ 1741 年 和 1766 ~ 1783 年 都 在 该 科学 院 度 过 . 在 1741 ~ 1766 
年 这 段 时 间 内 他 任职 于 柏林 皇家 学 院 .. 欧 拉 的 多 产 令 人 惊讶 ， 他 写 了 超过 700 本 的 书 和 论文 ， 他 去 世 
后 ;圣彼得堡 科学 院 用 了 47 年 的 时 间 把 他 留 下 来 的 未 出 版 的 工作 加 以 整理 出 版 . 在 他 的 一 生 中 ， 他 的 
论文 创作 速度 很 快 以 至 于 他 给 科学 院 出 版 的 论文 都 堆 成 了 一 堆 ， 于 是 他 们 先 出 版 这 堆 论文 中 最 上 面 的 
文章 ， 这 样 这 些 新 结果 实际 上 在 它们 的 基础 工作 发 表 之 前 就 出 现 了 ， 在 生命 的 最 后 17 E, KARA 
T, 但 是 他 有 着 惊人 的 记忆 力 ， 所 以 失明 并 没有 阻止 他 在 数学 上 的 研究 . 他 还 有 13 个 孩子 ， 能 够 在 一 
个 或 者 两 个 儿子 在 他 膝盖 上 玩 贾 的 时 候 都 能 继续 他 的 研究 .瑞士 科学 院 出 版 的 所 有 欧 拉 作品 和 信件 集 
《 欧 拉 全 集 》 (Opera omnia) 计 划 有 85 大 卷 ， 现 在 已 经 出 版 了 76 卷 (到 1999 ERK). 
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下 面 的 例子 中 ， 我 们 描述 了 定理 6. 13 的 用 法 . 
例 6.18 集合 1，3, 5, 7 是 模 8 的 一 个 既 约 剩余 系 ， 因 (3，8) =1， 由 定理 6. 13 知 ， 集 


$3:123,3-329,3-5-15, 3- 7-21 也 是 模 8 的 一 个 既 约 剩余 系 . < 
下 面 给 出 欧 拉 定 理 . | Pa 
定理 6. 14( 欧 拉 定 理 ) 设 由 是 一 个 正 整数 ，@ 是 一 个 整数 且 (4，m) 21, MA arm = 
1(mod m). 


在 证 明 欧 拉 定 理 之 前 ， Vp e ed me 

例 6.19 已 知 集合 1,，3, 5, 7313-1, 3-3,3-.5,3- a A EIU 因 
此 ， 它 们 有 相同 的 模 8 的 最 小 正 剩余 . 人 

(3.1).(3.3).(3.5).(3.7)=1.3.5.7(mod8)， 
且 
3 .1.3.5.7=1.3.5.7(mod8)， 
因为 (1.3.5.7，8) «1, ii 3* 23*9? z1( mod 8). E 

现在 利用 上 例 中 描述 的 思想 来 证 明 欧 拉 定 理 . 

证 明 令 7 ,7r,，…， hm EARE m BA m 互 素 的 元 素 组 成 的 既 约 剩余 系 ， 由 定理 
6.13, (a, m) =1， ARG A, ar, =, gcn BEIR m 的 一 个 既 约 剩余 系 ， 从 而 ， 在 一 定 
的 顺序 下 ar, ar, =, ary 的 最 小 正 剩 余 一 定 是 mm，m，…，ri， 因 此 ， 若 把 每 个 既 约 番 
余 系 中 所 有 项 都 乘 起 来 ， 可 得 


ariam OT gem) = rm Teim) (mod m). 


因而 
CM A = Tir, Tym) (Mod m). 
BHC ra Tgm m) 21, WHEW 4.4.1 A0, a* =1 (mod m). a 
可 以 利用 欧 拉 定理 来 寻找 模 m BUS. aH m 互 素 ， 则 


a * a* 07 = asm = 1( mod m). 

因此 ， Smp a EE m Wi. 

£16.20 d 2*? z2**' 225 23255(mod 9) uj Al, 2*9: 2 B 9 的 逆 . < 

利用 这 个 定理 也 可 以 解 线性 同 余 方程 .为 了 解 方程 ax=b(mod m), K'B(a, m) 21. W 
余 方 程 两 边 同 乘 以 a* 7 71 8 

| q* aox = a?" bmod m). 

因此 , 方程 的 解 是 x= ae 7 b( mod m). 

$816.21. 由 于 $4(10) -4, WARDI 3x — 7 ( mod 10) jf di x 3*0? 7 7235.7 
9 ( mod 10) Zà H. < 


6.3 节 习 题 
1. 找 出 模 为 下 列 整数 的 一 个 婚约 剩余 系 . 
a)6 b)9 c)10 d)14 e)16 £)17 


2. 找 出 模 2” 的 既 约 剩余 系 ， 其 中 m 是 一 个 正 整 数 . 
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3. 证 明 : c, G, o, Cm EE m 的 一 个 既 约 剩余 系 ， 其 中 m 是 一 个 正 整 数 且 m#2, 那么 ct te, tont 
Chm) =0(mod m). B EN . 
4. 证 明 : dp aW m RIESEXEHWR(a, m)-(a-1, m) -1, 那么 1 tad caf 77! (mod m). 
5. 求 3” 的 十 进 制 展开 的 最 后 一 位 数 . 
6. 求 7”” 的 十 进 制 展 开 的 最 后 一 位 数 . 
7. 利用 欧 拉 定理 求 3””™ 模 35 的 最 小 正 剩余 . 
8. ia 是 一 个 整数 满足 或 者 不 能 被 3 整除 或 者 被 9 整除， 证明: a =a(mod 63). 
9. 证 明 ; # a 是 一 个 整数 且 与 32760 TÆ, 3E a" =1 (mod 32 760). 
10. dba 和 4 是 互 素 的 正 整数 ， 证 明 : os +b =1(mod ab). 
11. 利用 欧 拉 定 理解 下 列 线性 同 余 方 程 . 
a)5x:3(mod 14) b)4x 277 ( mod 15) c)3x z5( mod 16) 
12. 证 明 同 余 方程 组 
x = a (mod m,) 


x = a,( mod m,) 


x = a,( mod m,) ; 

的 解 由 ma MT +a, M$? +… +a MT? (mod M) 给 出 ， 其 中 m, 两 两 互 素 ，M =m m,m, H M; =M/m, 
j21,2, eer. ; 

13. 利用 习题 12 f 4.3 35 23 REL A. 的 各 同 余 方 程 组 . 

14. 利用 习题 12 解 4.3 节 习 题 5 的 同 余 方 程 组 . 

15. 利用 欧 拉 定理 求 7" "的 十 进 制 展开 的 最 后 一 位 数 . 

16. 利用 欧 拉 定理 求 5 "的 十 六 进 制 展开 的 最 后 一 位 数 、 

17. Roln), 其 中 13xn«20. 

18. 证 明 : 任何 一 个 与 10 互 素 的 正 整数 整除 无 穷 多 的 么 循环 整数 ( 见 5.1 节 习 题 11 BO S ED). (提示 : n 位 的 
么 循环 整数 111…11 2 (10^ -1)79. ) 

19. EA: 任何 一 个 与 5 互 素 的 正 整数 整除 无 穷 多 的 以 8 为 基 的 么 循环 整数 ( 见 5. 1 节 习题 15 的 导言 ). 

«20. m EDER, m>1, 证 明 : a" a" (modmm) 对 任意 的 正 整 数 a 成 立 . 


6.3 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 对 所 有 小 于 1000 H nK (n). 关于 由 Cn) 的 值 你 可 以 提出 怎样 的 猜想 ? 


2. & (n)= S t 增 大 nn 的 值 ， 探 究 GB(n)/n 的 值 ， 比 如 n= 100, n=1000 和 n=10 000. M nn BFA 


穷 大 时 ， 你 对 这 个 比值 的 极限 有 怎样 的 猜想 ? 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 : 
L 对 给 定 的 正 整数 n， 求 模 ”的 既 约 剩 余 系 . 
2. 利用 欧 拉 定理 解 线性 同 余 方程 
3. 利用 欧 拉 定理 和 中 国 剩 余 定理 求解 线性 同 余 方程 组 (见习 题 12). 


第 7 章 E RÁ | 

在 本 章 中 ， 我 们 研究 定义 在 整数 集合 上 的 一 类 称 之 为 乘 性 函数 (或 积 性 函数 ) 的 特殊 函数 . 
乘 性 函数 具有 这 样 的 性 质 ， 它 在 一 个 整数 上 的 函数 值 等 于 对 该 整数 做 素数 寡 分 解 后 ， 所 有 素数 
宕 上 的 函数 值 之 积 ， 我 们 将 证 明 一 些 重要 的 函数 是 乘 性 的 ， 包 括 因子 个 数 函 数 、 因 子 和 函数 以 
REK p 函数 .利用 这 些 函 数 是 乘 性 函数 的 性 质 ， 基 于 正 整 数 的 素数 害 分 解 ， 我 们 得 到 这 些 
函数 在 处 函数 值 的 公式 . 

进一步 ， 我 们 还 研究 一 类 称 为 完全 数 的 特殊 正 整数 ， 这 种 数 与 其 真 因子 之 和 相等 ， 并 将 证 
明 所 有 偶 完 全 数 是 由 一 类 称 为 梅森 素数 的 特殊 素数 生成 ， 梅 森 素 数 是 那些 形 为 2 002; EL 1 的 
素数 ， 人 们 很 早 就 开始 寻找 新 的 梅森 素数 ， 而 具有 很 强 计算 能 力 的 计算 机 和 因特网 的 出 现 加 速 
了 这 类 素数 的 寻找 . 

我 们 还 将 证 明 如 何 从 算术 函数 的 和 函数 来 得 到 函数 自身 的 一 些 信息 ， 郑 数 广 的 和 函数 在 
处 的 函数 值 等 于 /在 的 所 有 正 因子 处 函数 值 之 和 .著名 的 莫 比 乌 斯 反 演 公式 证 明了 如 何 从 和 
函数 的 取 值 得 到 /的 函数 取 值 


7.1 Ko AR 


欧 拉 函数 具有 这 样 的 性 质 ， 它 在 整数 n 上 的 值 等 于 对 n 做 素数 宕 分 解 后 ， 所 有 素数 宠 上 
的 欧 拉 由 函数 值 之 积 ， 具 有 这 种 性 质 的 算术 函数 称 为 乘 性 函数 ， 在 数论 中 这 样 的 函数 很 多 ， 在 
本 节 中 ， 将 证 明 欧 拉 由 函数 是 乘 性 函数 ， 我 们 可 以 通过 整数 的 素数 寡 分 解 来 给 出 乘 性 函数 在 该 
整数 上 的 函数 值 的 计算 公式 ， 在 本 章 后 面 我 们 将 学 习 其 他 的 乘 性 函数 ， 包 括 正 整 数 因子 个 数 函 
数 和 正 整数 所 有 因子 之 和 函数 . 

首先 给 出 几 个 定义 . 

定义 ”定义 在 所 有 正 整数 上 的 函数 称 为 算术 函数 

本 章 中 ,我们 关心 的 是 具有 某 些 特殊 性 质 的 算术 函数 

定义 ”算术 函数 /如 果 满 足 对 任意 两 个 互 素 的 正 整数 和 矶 ， 均 有 J(mn) =f(m)f(n)， 就 
称 为 乘 性 函数 (或 积 性 函数 )， 如 果 对 任意 两 个 正 整 数 n 和 区 ， 均 有 f(mn) -f(m) f(n) , 就 称 
为 完全 乘 性 (或 完全 积 性 ) 函数 ， 

例 7.1 HHA n, RAN) =1 是 一 个 完全 乘 性 函数 ， 所 以 也 是 乘 性 函数 ”因为 f(mn) -1, 
f(m) 2 Vflf(n) =1， 从 而 有 f(mn) =f(m)f(n)， 类 似 地 ， 函 数 g(n) =n 是 一 个 完全 乘 性 函 
数 ， 也 是 乘 性 函数 ， 因 为 g(mn) =mn 2 g(m)g(n). | 4 

如 果 / 是 一 个 乘 性 函数 ， 那 么 给 定 n 的 素数 短 分 解 后 ， 能 够 得 到 /(n) 的 一 个 简单 计算 公 
式 ， 这 是 一 个 很 有 用 的 结果 ， 它 告诉 我 们 车 已 知 n=p?p2…p“， 如 何 从 f(p*) i21, 2, =, 
s 中 得 到 f(n) 的 值 . 

定理 7.1 如 果 / 是 一 个 乘 性 函数 ， 对 任意 正 整数 几 有 素数 晨 分 解 几 = pope pe， 那么 
f(n) e(t?) ft). 
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证 明 ”我 们 将 基于 整数 ”的 素数 寡 分 解 中 出 现 的 不 同 素数 的 个 数 ， 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 
个 定理 ， 如 果 = 在 它 的 素数 宕 分 解 中 只 有 一 个 素数 , 即 存在 某 个 素数 户 使 得 n=pr'， 那么 定理 
显然 成 立 . 

假设 定理 对 素数 寡 分 解 中 出 现 丰 个 不 同 素数 的 所 有 整数 成 立 ， 现 在 假设 整数 =” 的 素数 需 分 解 
中 出 现 天 +1 个 不 同 的 素数 ， 即 于 =pip2…pUpg%， 因 为 了 是 乘 性 函数 且 (P pz op Pei) =1， 
可 推出 fn) 2f(p? p? pz)f(pit)).. BIBAMBUER fOpipz op) SOSO) fIGon: .从 
iif f(n) 2f pt fO) ffs). WERE. s 

现在 回 到 欧 拉 由 函数 .首先 考虑 它 在 各 个 素数 与 素数 寡 处 的 值 . 

定理 7.2 dX p 是 素数 ， 那 么 由 (p) =p-1. 反之 ， 如 果 卫 是 一 个 正 整 数 且 满足 中 (了 ) = 
p-l, RA p 是 素数 . 

证 明 UE p 是 素数 ， 那 么 任意 小 于 p 的 正 整数 都 是 与 p 互 素 的 ， 因 为 有 P -1 个 这 样 的 
整数 ， 所 以 有 plp) =p -1， 反 之， 如 果 p 不 是 素数 ， 那 么 p =1 或 者 p 是 合 数 ， 如 果 p =1， 那 
4 dó(ps*p-1, 因为 4(1) 21. 如果 p 是 合 数 ， 那 么 p 有 一 个 因子 4 满足 1<=d<p, 显然 p 
和 d 不 互 素 ， 由 于 石 -1 个 整数 1，2，…, p -1 中 至 少 有 一 个 整数 ， 即 4 是 不 和 pp ERK, W 
4d$(p sp-2. Wt, A (p) =p -1， WA p 必 是 素数 . a 

我 们 现在 计算 欧 拉 由 RAE R AA E. 

定理 7.3 设 p 是 素数 ，a 是 一 个 正 整数 ， 那 么 (p) =p -天 

WEBB ”所 有 不 超过 p"， 且 和 p 不 互 素 的 正 整 数 就 是 那些 不 超过 p"， 且 能 够 被 p 整除 的 所 有 
整数 ， 即 如 其 中 1zkzp'"'. KARE p ! 个 这 样 的 整数 ， 所 以 存在 p^ - p 个 不 超过 p”， 


FUR p^ 互 素 的 正 整数 ， 所 以 $(p") 2p* -p | " 
例 7.2， 利 用 定理 7.3， 计 算得 到 由 (5 ) 25 -5 2100, $(2") 22^? -2 =512 和 由 (11 ) = 
11 - 11 =110. < 


给 定 n 的 素数 分 解 ， 为 了 给 出 四 (n) 的 公式 , 需要 证 明 是 乘 性 函数 ， 我 们 用 下 面 的 例子 
来 介绍 其 证 明 思 想 . l ; 
例 7.3 设 m=4, nz9, 那么 mn=36. 如 图 7.1 所 示 ， 分 四 行列 出 1 到 36 之 间 的 所 有 


整数 ， 
(0 O » (& (D » G9 G9 » 


2 6 10 14 18 22 26 30 34 


» (QD G) s 00700 


4 8 12 1 20 24 28 32 36 
图 7.1 由 (36) -6(4) (9) 的 演示 


第 二 行 和 第 四 行 都 不 含有 和 36 互 素 的 整数 ， 因 为 其 中 每 个 元 素 都 不 和 4 互 素 ， 所 以 也 
不 和 36 ER. 我 们 继续 看 剩 下 的 两 行 ， 其 中 每 个 元 素 和 4 RE. 在 这 两 行 里 ， 每 行 有 6 个 
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元 素 和 9 互 素 .我 们 圈 出 这 些 元 素 ， 它 们 就 是 和 36 互 素 的 12 个 元 素 ， 所 以 有 由 (36) 22:6- 
中 (4) 中 (9)- | 4 
现在 证 明 $ 是 乘 性 函数 . 
定理 7.4 设 凤 和 普 是 互 素 的 正 整 数 ， 那 么 (mn) 2 ó(m)ó(n). 
WEB] 我们 在 下 面 列 出 不 超过 mn 的 所 有 正 整数 . 


1] m+1 2m+1 -~ (nn-l)m+l 
2 m+2 2m+2 … (n-1)m+2 
3 m+3 2m+3 … (n-1)m+3 
r m+r 2m+r =œ (n-l1l)m+r 
m 2m 3m mn 


现在 假设 -~ 是 不 超过 m 的 一 个 正 整 数 ， 且 设 (m, r)=d>1, 那么 第 + 行 中 没有 与 m 互 素 的 元 
素 ， 因 为 该 行 中 任意 一 个 元 素 都 具有 形式 km +r， 其 中 上 是 一 个 整数 ， 目 满足 0<k<n-1， 又 
因为 4|m 和 dad |r， 所 以 d | (km +r). 

所 以 为 了 发 现 表 中 所 有 与 mn 互 素 的 整数 ， 我 们 只 需 考虑 满足 (m, r) =1 的 第 7+ 行 ， 如 果 
(n, 7r) =1 且 1<r<m， 我 们 必须 确定 该 行 里 有 多 少 个 元 素 和 mn 互 素 ， 该 行 中 的 元 素 分 别 是 
Tr，m+7T，2m+r，…，(n~1)m+r， 因为 (r，m) =1， 所 以 这 里 每 个 元 素 与 m 互 素 ， 由 定理 
4.6 知道 , 第 + 行 中 个 整数 形成 模 n 的 一 个 完全 剩余 类 系 ， 所 以 恰好 有 (n) 5 n ER 
数 ， 因 为 这 (nn) 个 整数 也 与 m 互 素 ， 所 以 它们 也 是 与 mn 互 素 的 . l 

因为 pm TP, SITES (n) m 互 素 的 整数 ， 所 以 共有 由 (mm) =$(m)g$(n) 
^. OO" 

由 定理 7.3 和 定理 7.4， 我 们 得 到 下 面 关 于 (n) 的 公式 . 

定理 7.5 i n-pipy:-p, 为 正 整 数 放 的 素数 需 分 解 ， 那 么 

1 1 1 
Ws ia e s. 

证 明 因为 由 是 乘 性 函数 ， 定 理 7. 1 告诉 我 们 
$(n) = 6(p )6(p7) plp). 
另外 由 定理 7.3 ， 我 们 知道 当 7=1，2，…, kit, Æ 
PP) =p? -p = pr (1 -二 ), 
Dj 

eu 1 1 1 

$3) c pe e or (1 - —) om (1-—) 


= prpr-pe (1 | (1 -二 )…(1 -) 
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这 就 给 出 我 们 需要 的 (n) 的 公式 . " 
我 们 下 面 给 出 例子 来 介绍 定理 7. 5 的 用 法 . 
例 7.4 利用 定理 7.5， 我 们 有 


由 (100) = 由 (2252) = 100 ( 1 -3) (1 -) - 40 


$(720) = $255) = 720 (1 -3i) (1 -4i) (1 -i) - 192. P 


下 面 的 定理 表明 ， 除 了 n=2，g$(n) 都 是 偶数 . 
定理 7.6 iEn —^ X29) EXE, ARA oln) ZAR. 


证 明 Bin pipe ep En 的 素数 寡 分 解 ， 因 为 是 乘 性 函数 ， 所 以 p(n) = II o(p). 


由 定理 7.3， 我 们 知道 (p) =p (p; -1)， 可 以 看 到 当 疡 是 奇 素数 时 ， 由 (PP ) 是 偶数 ， 因 为 
当 p 是 奇数 时 ，p, - 1 是 偶数 ， 所 以 pO ERG Mp =2 Ba; LEE, ps 是 偶数 .那么 
AE nI2,p 是 奇数 或 者 p, =2 且 ww >1 中 至 少 满足 一 个 ， 所 以 (上 ) ，1<j<s 中 至 少 有 一 
个 是 偶数 ， 因 此 $(n) 都 是 偶数 . 

设 f 是 一 个 算术 函数 ， 那 么 

F(n) = FA) 

代表 /在 盖 中 所 有 正 因子 处 的 值 之 和 ， 函 数 已 称 为 的 和 函数 . 

817.5 如 果 f 是 个 算术 函数 ， 它 的 和 函数 为 ， 那 么 

F(12) = FAA) = f) +A) +F) +AA) + 1(6) + £02). 


例如 ， 如 果 f(d) =” 且 眉 是 /的 和 函数 ,那么 F(12) =210， 因 为 
d 21 +42? +344 4642122? =1+4+9 +16 +36 +144 = 210. 4 


dii2 


下 面 证 明 $ 函数 在 n 的 所 有 正 因子 处 的 值 之 和 为 n， 这 个 结果 在 后 面 也 是 有 用 的 .这 表明 
中 (n) 的 和 函数 是 个 恒 等 函 数 ， 即 在 n 处 的 值 恰 是 n. 

定理 7.7 设 n 为 一 个 正 整数 ， 那 么 

2;6(2) = n. 

WEBB 我 们 将 从 1 到 nn 的 整数 构成 的 集合 分 类 ， 整 数 m 如 果 与 n BECK IST d, M m 
属于 C, 类 .就 是 说 ， 如 果 m 属于 Cs。， WAM, n)=d, SHNA (md, n/d) -1. WA, C, 
类 中 所 含 整数 的 个 数 是 所 有 不 超过 n/d. 且 和 n/d 互 素 的 正 整数 的 个 数 . 从 上 面 的 分 析 ， 我 们 可 
以 看 到 C, 类 中 存在 b(n/d) 个 整数 ， 因 为 我 们 将 1 到 n 的 所 有 整数 分 成 互 不 相交 的 类 ， 且 每 个 
整数 只 属于 其 中 一 个 类 .那么 这 些 不 同 的 类 所 含 的 所 有 整数 的 个 数 之 和 就 是 m， 所 以 

n = 2 Plad): 
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因为 4 取 遍 所 有 整除 的 正 整数 ，n/d 也 取 饥 它 的 所 有 因子 ， 从 而 
n= Y olnd) = Xod). 
ups. din | din ! " 
517.6 我 们 用 n=18 来 具体 说 明定 理 7. 7 WEN. 从 1 到 18 的 整数 分 成 下 面 的 类 C,， 其 
Fdlis, Ci 包含 所 有 满足 (m，18) cd 的 整数 ， 即 


C, = 11,5,7,11,13,17| €, = 16,12] 
C, = (2,4,8,10,14,16] C, = {9} 
C, = 3, 15} C, = {18} 


我 们 看 到 C, 类 包含 (18/d) 个 整数 ， 就 是 上 面 这 六 个 类 分 别 包含 (18) =6, (9) = 
由 6) 22, (3) =2， 中 (2) =1 和 中 (1) =1 个 整数 ， 我 们 有 18 = PUR) + 中 (9) + 中 (6) RAE * 


4(2) + 和 (1) = Y e). 
BEDEREN, RRE (n) = 的 所 有 正 整 数 的 解 的 一 个 有 用 的 办 法 ， 就 是 给 出 


满足 方程 b(n) = ID: (p; - 1) 的 所 有 整数 解 n, HE n BUSCBCRAMROU n = IT Sg 


面 的 例子 来 说 明 . 
例 7.7 WEDE pln) =8 的 所 有 正 整数 解 是 什么 呢 ? [Elit n 有 素数 宕 分 解闷 = =p Pp? 
pi， 因为 


(n) = II» C; -1), 


方程 b(n) 28 隐 含 着 没有 超过 9 的 素数 整除 n OBI (n), 128). 而且 7 不 能 整除 n， 否 
则 如 果 假 设 成 立 ， 则 7 -1 =6 就 是 8(n) 的 一 个 因子 ， 从 而 n=23;5*， 其 中 a，5, c HIENE 
X. 我 们 能 得 到 =0 或 者 上 =1， 以 及 ec=0 或 者 c=1; 否则 3 或 5 能 够 整除 b(n) =8. 
为 了 找到 所 有 解 ， 我 们 只 需要 考虑 四 种 情形 . S b-2c-20, RIA n=2°, Hp azl. 
给 出 (n) =2"”， 这 意味 着 a =4, n=16. M bz0OHc-l, 我 们 有 n=2” .5,， H azl. 
给 出 由 (z) =2" .4， 从 而 a=2 且 n=20. 当 5=1 且 c=0, £&flftin-2'-3, pasl. 
意味 着 $9(n) =2 .2=2 ,从 而 a=3 和 n=24， 最 后 当 5=1 且 c=1, 我 们 有 n=2 .3 
我 们 需要 考虑 a =0 以 及 azl 的 情形 .车 a=0, 我 们 有 n=15， 这 是 6(15) =8 的 一 个 解 . 
azl, RIJA (n) =2"“.2.4=2 ”， 这 意味 着 a=1 和 n=30， 将 所 有 情形 总 结 到 一 起 ， 
我 们 知道 p(n) =8 的 所 有 解 为 n=15，16，20,，24 和 30. 


7.1 节 习 题 


. 判断 下 面 哪些 算术 函数 是 完全 乘 性 的 ， 并 给 出 证 明 . 
a)f(n) =0 b)f(n) =2 c)f(n)-n/2 d)f(n)-logn e)f(n) =n? 


B^ EE NM 


A 


T 


f)f(n) 2n! g)'n)-n«l .h)f(n)en" i)f(n) 24n 
2. 求 出 欧 拉 由 函数 在 下 面 各 整数 处 的 值 . 
a)100 b)256 c)1001 d)2*3-5-.7-11- 13 e)10! f)201 


[^ 


. 证 明 由 (5186) = 由 (5187) 2 $(5188). 
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24. 


25. 


* 31. 


. 找 出 所 有 整数 n， 使 得 对 应 的 (1) 分 别 为 下 面 的 数 ， 并 证 明 你 找 出 的 是 所 有 的 解 . 


a)l b)2 c)3 d)4 


- 找 出 所 有 满足 (n) =6 的 所 有 正 整数 上 ， 并 证 明 你 找 出 的 是 所 有 的 解 . 
. 找 出 所 有 满足 (n) = 12 的 所 有 正 整 数 n， 并 证 明 你 找 出 的 是 所 有 的 解 .. 


找 出 所 有 满足 由 (2) =24 的 所 有 正 整 数 n， 并 证 明 你 找 出 的 是 所 有 的 解 : 


. ERRA ERS n WE (n) =14. i . 
. 利用 欧 拉 中 函数 你 能 找 出 一 条 规则 ， 使 其 生成 一 组 序列 为 1,，2, 2, 4, 4,，4，6，8，6，… 吗 ? 


. 利用 欧 拉 o 函数 你 能 找 出 一 条 规则 ， 使 其 生成 一 组 序列 为 2，3,，0, 4, 0, 4, 0, 5, 0, 132 
哪些 正 整数 ”满足 由 (3n) =36(n)? 
. 哪些 正 整 数 n 满足 b(n) 被 4 整除 ? 
. 哪些 正 整 数 n 满足 $(n) 等 于 n/2? 
. 哪些 正 整 数 满足 $(n) | n? 
. 证 明 : WR n 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 . 
C 如 果 n 是 奇数 ; 
26(n), MẸ n ERA. 
. 证 明 : 如 果 ”是 一 个 含有 上 个 不 同 的 奇 素 因子 的 正 整数 ， 那 么 $(n) 被 2: 整除 . 
. 哪些 正 整数 ”满足 由 (m) 是 2 1897702 
. 证 明 ; MAE n 是 一 个 奇 整数 ， 那 么 (4n) =26(n). 
. 证 明 : 如 果 正 整数 满足 n=26(n)， 那 么 存在 一 个 正 整数 j， 使 得 n=27. 
. WE p 为 素数 ， 证 明 对 一 个 正 整数 n， 如 果 p f n 当 且 仅 当 由 (me) = (p -1)$(n). 
. 证 明 : 如 果 m 和 是 正 整 数 且 满 足 (m，n) p, XB p 是 素数 ,那么 外 (mn) =p$(m)g(n)/(p-1). 
. 证 明 : 如 果 m 和 名 是 正 整 数 ， 那 么 $(m*) = m' (m). 
. 证 明 : WR a 和 2 是 正 整数 ， 那 么 
plab) = (a,b) (a) 6(b)/ó( (a,b) ). 
从 而 推出 当 (o， 纪 > 工时 ， 有 (ab) ó(a) 6(5). 
找 出 使 下 面 的 不 等 式 成 立 的 最 小 的 正 整数 
a)ó(n) z100 b)4(n) 21000 c)ó(n) z 10000 d)ó(n) z100000 
利用 欧 拉 由 函数 证 明 存 在 无 穷 多 个 素数 . (提示 : 假设 只 有 有 限 个 素数 p, = pe 考虑 欧 拉 由 函数 在 这 
些 素数 乘积 处 的 值 . ) | 
. WEB]: 如 果 方程 $9(n) =k 只 有 唯一 一 个 解 n， 其 中 是 个 正 整 数 ， 那 么 36 | n. 
. 证 明 当 忆 是 一 个 正 整数 时 ， 只 有 有 限 个 满足 方程 9(n) = 大 
. 证 明 : .如 果 p HRA, 那么 2p +1 在 a=1,2，…,r 处 是 合 数 ， 如 果 p 不 是 费 马 素数 ， WA pln) =2'p 
无 解 ， 其 中 7 为 正 整 数 
- 证 明 存在 无 穷 个 正 整 数 使 得 $(n) = 上 恰 有 两 个 解 ， 其 中 站 是 一 个 正 整数 . (提示 : RES 2 39*!， 其 中 
jz1, 25 UD) 
. EH: 如 果 n HERH n2, n6, 那么 (n) =n. 
WEBB. 如 果 n 为 正 整 数 且 为 合 数 ， 满 足 $(n) [n - 1， 那么 无 平方 因子 旦 至 少 是 三 个 不 同 素数 之 积 , 
. 证 明 : WR m 和 是 正 整 数 且 满足 m |n, 那么 (m) | (n). 
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*33. 用 容 斥 原理 证 明定 理 7.5( 见 附录 B 习题 16). 
34. 证 明 一 个 正 整数 ”是 合 数 当 是 仅 当 $(n) «n - dn. 
35. Wb ”是 个 正 整数 ， 通 过 递归 n =n) M m = 中 (mm) ,k=1，2，3，… 定 义 得 到 一 正 整 数 序 列 n, m, 
(om, oc 证 明 存 在 一 个 正 整数 -使 得 mw =1. 
一 个 乘 性 函数 称 为 强 乘 性 函数 当 且 仅 当 对 任意 素数 P 和 任意 正 整 数 上 满足 f(p*) =p). 
36. WEI /(n) 2 (n) /n 是 强 乘 性 函数 . : 
两 个 算术 函数 f 和 g 可 以 作 狄 利克 雷 积 ， 定 义 为 
(f*g)(n) = Sfd) eln/d). 
37. WEB f*g-g f. 
8. 证 明 (f*g) «hof (gwh). 
我 们 定义 “函数 


w 


1, 如 果 n=1; 
m=] 
0, Ww n1. 


U 
o 


. a) UE] .是 乘 性 函数 . 

b) 证 明 对 任意 算术 函数 /有 “*=F* = 上 
40. 算术 函数 g 称 为 算术 函数 yj 的 着 机 数 ， 如 果 满 足 /* g =g *f=4 证 明 算术 函数 可 逆 当 且 仅 当 f(1) #0. 
证 明 : 如 果 f 可 逆 ， 则 北 函 数 是 唯一 的 (提示 ; 当 岂 1) 关 0， 利 用 (mn) = 4G (wa)， 通过 递归 计 


AS BASKARA. ) 
. WES]. 如 果 f 和 g 是 乘 性 函数 ， 那 么 狄 利克 雷 积 f* 5 也 是 乘 性 函数 
. 证 明 ; 如 果 f 和 g 是 算术 函数 ，F =f*g,h 是 g 的 狄 利克 雷 逆 函 数 ， 那么 f=FF*h. 
我 们 定义 以 法 国 数学 家 Joseph Liouville 的 名 字 命 名 的 刘 维 尔 函 数 A(n), A(1) =1， 当 n>>1 时 ,A(n)= 
(-1)"*9*7*", Xopn ARRENA nsp prope. 
43. 求 出 下 面 At A (Cn) 的 值 . 
a)12 b)20 c)210 d)1000 e)1001 f)10! g)20! 
44. 证 明 A(n) 是 完全 乘 性 函数 . 
45. 证 明 : 如 果 n 是 个 正 整 数 ， 那 么 当 不 是 一 个 完全 平方 数 时 ，ZA(d) 为 0， 否则 为 1. 


46. ER: 如 果 f 和 g 是 乘 性 函数 ， 那 么 启 也 是 乘 性 函数 ， 其 中 对 任意 正 整数 mn，( 庆 ) (0) =f(n)g(n). 
47. ER: 如 果 f 和 g 是 完全 乘 性 函数 ， 那 么 万 也 是 完全 乘 性 函数 . 
48. ER: 如 果 /是 完全 乘 性 函数 ， 那么 f(n) =f fU)" S On), FUP n WREEK n= 
pr ppt 
一 个 函数 f 称 为 加 性 函数 ， 如 果 对 所 有 互 素 的 正 整 数 m 和 nn 满足 fmn) =f(m) +f(n)， 如 果 对 所 有 正 整 数 
m 和 n 满足 该 等 式 ， 则 f 称 为 完全 加 性 函数 . 
49. WEB f(n) =log n 是 完全 加 性 函数 . 
记 mw(m) 为 正 整数 于 的 不 间 素 因子 的 个 数 . 
50. 求 出 w(z) 在 下 列 整数 处 的 值 . 
a)i b)2 c)20 d)84 e)128 


Aa A 
NN -— 
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51. 


52. 
53. 
54. 


7. 


约瑟夫 . 刘 维 尔 (Joseph Liouville, 1809—1882 ) 出 生 于 法 国 圣 奥 梅 尔 (Saint 
© Omer), ， 他 的 父亲 是 拿破仑 军队 的 一 位 上 尉 .他 曾 在 巴黎 圣路易斯 大 学 学 习 数 
O 学 ，1825 年 进入 综合 工科 学 院 ; 毕业 后 ， 他 进入 桥梁 与 公路 学 院 ， 在 他 从 事 工 
程 项 目的 时 候 ， 健 康 问题 一 直 困 扰 着 他 ， 而 且 他 的 兴趣 在 于 理论 研究 ， 这 些 促使 
他 决定 获取 一 个 学 术 职 位 .他 于 1830 年 离开 桥梁 与 公路 学 院 ， 在 这 个 学 院 任职 
的 时 候 ， 他 发 表 了 一 些 关 于 电动 力学 、 热 原理 和 偏 微分 方程 的 文章 . 

刘 维 尔 的 第 一 个 学 术 职 位 是 1831 年 在 巴黎 综合 工科 学 院 担任 助教 . 他 每 周 在 几 个 不 同 的 学 院 
有 40 个 小 时 的 教学 工作 量 . 一 些 能 力 不 够 的 学 生 抱 怨 他 讲课 内 容 太 深 . 1836 年 ， 刘 维尔 创建 了 
《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》 (Journal de Mathématiques Pures et Appliquées) ， 这 本 杂志 在 19 世纪 对 法 国 
数学 界 起 了 非常 重要 的 作用 ，1837 年 法 兰 西学 院 任命 他 为 讲师 ， 次 年 他 被 综合 工科 学 院 任命 为 教 
Bt. 除了 学 术 研 究 ， 刘 维尔 对 政治 也 很 感 兴趣 ，1848 年 ， 他 以 温和 的 共和 党 人 身份 人 选 立宪 会 议 
但 是 在 1849 年 落选 ， 这 使 得 他 很 痛苦 . 1851 年 刘 维尔 被 任命 为 法 兰 西学 院 的 主席 ，1857 年 当选 为 
科学 院 力学 系 主席 . 在 这 段 时 间 内 ， 长 时 间 的 教学 工作 量 使 得 他 力不从心 ， 刘 维尔 是 个 完美 主义 
者 ， 他 对 于 自己 没有 足够 的 时 间 投入 教学 而 感到 不 满意 . 

刘 维尔 的 工作 涵盖 了 数学 很 多 不 同 的 方向 ， 如 数学 物理 、 天 文 和 纯 数学 的 很 多 领域 ， 他 是 第 一 个 


精确 地 给 出 超越 数 的 人 ， 他 提出 了 著名 的 Sturm- Liouville 理论 ， 这 个 理论 用 于 求解 积分 方程 ， 他 还 对 微分 
几何 做 出 了 重要 的 贡献 ， 他 在 数学 上 一 共 发 表 了 超过 400 篇 文章 ， 这 些 论文 中 将 近 一 半 是 关于 数论 的 . 


求 出 w(n) 在 下 列 整数 处 的 值 . 

a)12 b)30 c)32 d)10! e)201 f)50! 
证 明 w(n) 是 加 性 函数 ,但 不 是 完全 加 性 函数 . 

ER: 如 果 f 是 加 性 函数 且 g(n) =2%”， 那 么 g ARH RK. 

证 明 对 任意 实数 上， 函数 n^ 是 完全 乘 性 的 . 


1 节 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 


. 当 m 取 下 面 的 值 ， 求 出 (n). 


a)185 888 434 028 b)1 111 111 111 111 


. 从 第 1 题 计算 中 的 整数 开始 ， 分 别 求 出 欧 拉 由 函数 经 过 多 少 次 迭代 ， 最 后 达到 1. 
. 对 下 列 每 个 k 值 ， 求 出 最 大 的 整数 满足 p(n) <k. 


a)1 000 000 b)10 000 000 


. 求 出 尽 可 能 多 的 整数 m WE pl) =(n+1)， 基 于 你 找到 的 这 些 数 ， 能 否 给 出 一 个 公式 化 的 猜想 ? 
- 你 能 求 出 一 个 不 是 5186 HERSE p(n) = 由 (n+1) 26(n«2) 3? 你 能 求 出 一 AC EK n, n+l, 


n42, n43, 使 得 g(n) = 由 (mn+1) 2ó(n*2) 2ó(n43)08? 


6. D. H. Lehmer 的 一 个 尚未 解决 的 猜想 : 如 果 (n) ER n-1, 那么 是 素数 . 研究 一 下 这 个 猜想 的 真 


实 性 . 


. 卡 迈 克 尔 的 一 个 尚未 解决 的 猜想 : 对 任意 正 整数 n， 存 在 一 个 正 整 数 m 使 得 8(m) =n). 收集 尽 可 能 多 


的 关于 这 个 猜想 的 一 些 证 据 . 


5 
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程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
. 给 定 一 个 正 整 数 ”， 求 出 (n) 的 值 . 
. 给 定 一 个 正 整 数 ”， 求 出 欧 拉 由 函数 经 过 多 少 次 迁 代 ， 最 后 达到 1. (这 是 习题 35 中 的 整数 7. ) 
. 给 定 一 个 正 整 数 k， 求 出 (n) = 天 的 解 的 个 数 . 


7.2 因子 和 与 因子 个 数 


正如 在 7.1 节 所 提 到 的 ， 所 有 因子 个 数 与 所 有 因子 和 都 是 乘 性 函数 .本 节 将 证 明 这 些 
函数 是 乘 性 函数 ， 并 且 通 过 正 整数 的 素 因 子 分 解 来 导出 这 些 函 数 在 4 处 函数 值 的 计算 
公式 . 

定义 ”因子 和 函数 og 定义 为 整数 到 的 所 有 正 因 子 之 和 ， 记 为 o (n). 

在 表 7.1， 我 们 给 出 1<n<12 的 w(n) 的 值 ， 在 附录 下 上 表 2 中 ,我 们 给 出 1 去 m 和 100 的 
cn) 的 值 . (这 些 值 也 可 以 通过 Maple 和 Mathematica 计算 得 到 . ) l 


uw N =- 


表 7.1 1<n<12 的 因子 和 


定义 ”因子 个 数 函 数 r 定义 为 正 整数 王 的 所 有 正 因 子 个 数 ， 记 为 rn). 
在 表 7.2， 我们 给 出 1<n<12 的 7(n) 的 值 ， 在 附录 了 表 2 中 ,我 们 给 出 1<n<100 的 
7(n) 的 值 ，( 这 些 值 也 可 以 通过 Maple 和 Mathematica 计算 得 到 . ) 


表 7.2 1<n<12 的 因子 个 数 


我 们 可 以 用 和 式 来 表 出 ol(n) 和 7(n). 容易 看 到 
oln) = Žad 


和 
T(n) = $4. 

为 了 证 明 oMr ERED, 我们 需要 下 面 的 定理 . 

定理 7.8 如 果 j 是 乘 性 函数 ， 那 么 的 和 函数 ， 即 F(n) = D. 也 是 乘 性 函数 ， 

在 证 明 该 定理 之 前 ; 我 们 用 下 面 的 例子 来 阐述 证 明 的 思想 ， 设 f 是 一 个 乘 性 函数 ， 令 
F(n) = X f(d). ZWE F(60) - F(4) F(15). 60 的 每 个 因子 可 以 如 下 写成 4 的 因子 和 15 的 因 
子 之 积 : 1=1.1,2=2.1,3=1.3,4=4.1,5=1.5,6=2.3,10=2.5,，12=4.3， 
1521-15,20-4-5, 30-2-15, 60-4 :15( 在 每 个 乘积 里 ， 第 一 个 因子 都 是 4 的 因子 ,第 
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二 个 都 是 15 的 因子 )， 所 以 | 
F(60) = f(1) +f(2) +F) *f(4) € f(5) «€ (6) + f(10) & f(12) + (15) 
+ f(20) +f(30) + f(60) 
= (1-1) € (2-1) &f(1:3) €f(4* 1) & (10:5) +f(2:3) «(2 5) 
+f(4.3) +f(1 -15) +f(4:5) * f(2-15) & f(4 * 15) 
SDS) EDSA) + (0/0 + (f) + Of) € Kf) 
+ f(2)f(5) + (40/0) + fUD5) +AA) + (20/05) + AAAS) 
GA) +2) € (40) (OD + KG) +A) € K(5)) 
= F(A)F(15). . f 
通过 这 个 例子 ， 现 在 证 明定 理 7. 8. 
证 明 为 了 证 明 F 是 一 个 乘 性 函数 ， 我 们 必须 证 明 : WE m 和 n 是 互 素 的 正 整 数 ， 那 么 
F(mn) 2F(m)F(n). 所 以 首先 假设 (m,n)=1， 有 


F(mn) = Y fd). 


dimn 


H3|383.6, EX (m, n) =1， 每 个 mn 的 因子 可 以 唯一 地 写成 严 的 因子 心 和 的 因子 之 
积 ， 并 且 这 两 个 因子 互 素 . 即 d=did,， 所 以 有 


F(mn) = Tfldid,). 


diim 
doln 


因为 了 是 乘 性 的 ， 且 (Cd ，d ) =1, W 
F(mn) = > f(4,f(4,) 


dilm 
dln 


T 2,/ 40 Xf) 
= F(m)F(n). " 
现在 用 定理 7. 8 来 证 明 oMr ERER. 
推论 7.8.1 因子 和 函数 er 与 因子 个 数 函 数 了 7 是 乘 性 函数 . 
证 明 设 /(n) =n 和 g(n) =1. 和 8& 均 是 乘 性 的 ， 由 定理 7.8， 可 以 得 到 e(n) = Y Ad) 
和 7(n) = F g(d) 是 乘 性 的 . 
我 们 现在 知道 了 o 和 7 是 乘 性 的 ， 基 于 素 因子 分 解 ， 还 可 以 给 出 它们 取 值 的 公式 ， 首 先 给 
出 当 n 是 一 个 素数 的 震 时 o (n) 和 m (n) 的 公式 . 
引 理 7.1 设 p 是 一 个 素数 ,a 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 


p"* -1 
p-1 


o(p) =l+p+p t +p = 


T(p^) = Cr+1. 
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证 明  p' 的 所 有 因子 为 1，p, pP, css p, p. Amp Ral 个 因子 ， 则 7(p*) = 


a+1. 利用 例 1. 15 中 关于 等 比 序列 的 公式 ， 有 o(p)-zleptp tcp" +p SY 
L| 
517.8 对 引 理 7.1 考虑 p=5 和 a=3, 我 们 有 (53) =14+5+52 «5 -31 - 156 和 
T(5°) =1+3 =4. » 


5| F7. 1 和 推论 7. 8. 1 给 出 下 面 的 公式 . 
定理 7.9 iE EE n 有 素 因子 分 解 n=prip?…p“.。 那么 


( ) atl =i p2“! zd pr? -1 s y af 
oln) = 。 Ue - 
pucl ppt p,-1 x gi 


r(2) = (a, & D Ca D, +1) = TTG, +1). 


证 明 因为 o 和 7 是 乘 性 的 ， WUA oln) 2o (prpr-cp?) -o(pi)o(p?)*-o (p?) fl 
T(n) =T(pnPp2…p2) =T(an)7(p2)…7(D2)， 代 入 引 理 7.1 P o (p?) Rl r(p) 818, S038] 
定理 中 的 公式 . a 

下 面 的 例子 说 明 如 何 用 定理 7. 9. 

例 7.9 由 定理 7.9， 得 到 

2-1 5-1 


ag (200) - g (255!) - 2-1 E Sud = 1$. 31 = 465, 


7(200) = 7(25) = (3 4 1)(2 +1) = 12. 
同样 地 ， 得 到 
_2-1.3 -1.5 -1 


o(720) = or(2 -3° .5) No Ug xi =31 -13 -6 = 2418, 


7T( 2 -3° .5) =(4+1)(2+1)(1 +1) = 30. < 
7.2 节 习 题 
1. 求 出 下 列 整数 的 正 整数 因子 的 和 . 
a)35 . b)196 c)1000 d)2100 e)2.3.5.7.11 
ft)23'sT g)10 -. h)20! 
2. 求 出 下 列 整数 的 正 整 数 因子 的 个 数 . 
a)36 b)99 c)144 d)2:3-5-7- 11 - 13 17 * 19 


e)2-3* -5* .7* - 11? - 13* 17 - 195 £)20! 
3. 哪些 正 整数 有 奇数 个 正 因子 ? E 
4. 哪些 正 整数 ”的 所 有 因子 之 和 为 奇数 ? 
* 5. 求 出 所 有 o(n) 分 别 为 下 列 整数 的 所 有 正 整 数 n. 
a) 12 b) 18 c) 24 d) 48 e) 52 f) 84 


* 6. 
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求 出 最 小 的 正 整 数 n 使 得 7(n) 为 下 列 整 数 . 


a) 1 b) 2 ee) 3 d6  ) eM f) 100 
. 证 明 : 如 果 整 数 > 1， 那 么 方程 (n) =k ARRA. | 
. 哪些 正 整数 从 有 两 个 正 因子 ? 
. 哪些 正 整数 恰 有 三 个 正 因子 ? 
. 哪些 正 整 数 恰 有 四 个 正 因子 ? 


. 一 个 正 整 数 n 所 有 正 因子 之 积 是 多 少 ? 
. 证 明 当 上 是 一 个 正 整 数 ， HE oln) =% 至 多 存在 有 限 个 解 . 
. 对 下 列 序列 ， 你 能 找 出 一 个 包含 7 和 (或 )o 函数 的 规则 来 生成 对 应 的 各 项 吗 ? 


a)3, 7, 12, 15, 18, 28, 24, 31, = 

b)O, 1, 2, 4, 4, 8, 6, 11, 

c)l, 2; 4, 6, 16, 12, 64, 24, 36, 48, = 
d)1, 0, 1, 11,0, 1, 1, 1, 0; 0,0, 2, 1, = 


. 对 下 面 序列 ， 你 能 找 出 一 个 规则 利用 r 和 (或 )o 函数 来 得 到 对 应 的 各 项 吗 ? 


a)2, 5, 6, 10, 8, 16, 10, 19, 16, 22, -- 

b)1, 4, 6, 8, 13, 12, 14, 24, 18, = 

c)6, 8, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 27, 33, 34, 35, = 

d)1,2, 2, 2, 3, 2, 2, 4, 2, 2, 4, 2, 3, 2 

一 个 正 整数 m，P> 工 称 为 高 度 合 数 (highly composite), du X xt CR E m, 18m mn, E r(m)<r(n). 


这 个 概念 是 由 著名 的 印度 数学 家 锡 里 尼 哇 沙 . 拉 马 努 扬 (Srinivasa Ramanujan) 引进 的 . 


. 求 出 前 六 个 高 度 合 数 . | 
. 证 明 : 如 果 是 高 度 合 数 ，m 是 一 个 正 整数 满足 7(m)> +(n) , 3E AERE AS RURERHÉCE ERE ”< Em. 


由 此 推出 存在 无 穷 个 高 度 合 数 . 


. 证 明 ; 如 果 nml, .存在 一 个 高 度 合 数 使 得 nk<2n. 用 这 个 来 推导 出 第 m 个 高 度 合 数 的 一 个 上 界 ， 其 


mom 是 一 个 正 整 数 . 


. EB: 如 果 是 一 个 正 整 数 且 是 高 度 合 数 ， 那 么 存在 一 个 正 整数 使 得 n=2"3”5”…ps*， 其 中 p, 是 第 


个 素数 且 a, 22,2 ma zl. 


. 求 出 所 有 形式 为 234 的 高 度 合 数 ， 其 中 a。 和 6 是 非 负 整数 


设 ol(m) 为 的 所 有 因子 大 次 圭 之 和 ， 即 ri(n) = Y d. 注意 oi(n) eo). 


. R a,(4), o,(6) ffi o, (12). 

. 给 出 o;(p) 的 公式 ， 其 中 为 素数 . 

. 给 出 o,(p") 的 公式 ,其 中 为 素数 ，a 为 正 整数 . 

. 证 明 c, 是 乘 性 的 . | E 
. 通过 习题 22 和 23， 求 出 o,(n) 的 公式 ， 其 中 的 素数 短 分 解 为 4=p?'p?…p. 
* 25. 
* 26. 
. 证 明 最 小 公 倍数 等 于 n 的 所 有 有 序 正 整 数 对 的 个 数 为 7(n )- 


求 出 所 有 满足 (n) +o(n) =2n HERS n. 
证 明 不 存在 两 个 正 整数 具有 相同 的 因子 之 积 ， 


28. 


29. 
30. 
* 31. 
* 32. 
x 33. 
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7 锡 里 尼 哇 沙 . 拉 马 努 扬 ( Srinivasa Ramanujan, 1887— 1920) 生 于 印度 南部 的 马 德 拉 
斯 附近 ， 并 在 那里 长 大 ， 他 的 父亲 是 一 个 布 店 职 员 ， 他 的 母亲 在 当地 的 一 个 寺庙 
唱歌 来 补贴 家 用 ， 拉 马 努 扬 在 当地 的 一 所 英语 学 校 学 习 ， 他 的 数学 天 赋 在 那 时 就 
表现 出 来 了 .13 岁 他 就 掌握 了 大 学 生 使 用 的 一 本 教科 书 ，15 岁 时 一 个 大 学 生 借 给 
他 一 本 《 纯 数学 的 大 岗 》 (Synopsis of pure Mathematics) ， 拉 马 努 扬 决 定做 完 这 书 里 
7^ 6000 道 习 题 . 1904 年 他 高 中 毕业 ， 获 得 了 马 德 拉 斯 大 学 的 奖学金 . 他 进入 了 一 个 很 
好 的 文科 系 ， 但 是 拉 马 努 扬 眼 里 只 有 数学 而 忽略 了 其 他 的 课程 ， 因 此 他 失去 了 奖学金 .在 这 段 时 间 内 他 
的 笔记 本 内 写 满 了 他 的 原创 性 笔记 ， 有 时 候 重新 发 现 一 些 已 经 出 版 的 文章 结果 ， 其 他 时 候 则 是 新 的 发 现 . 

由 于 没有 大 学 学 位 ， 拉 马 努 扬 发 现 找 一 份 正当 的 工作 很 困难 .他 依靠 好 朋友 的 接济 来 生存 ， 他 
给 一 些 学 生 当 过 家 教 ， 但 是 由 于 他 的 不 同 寻常 的 思维 方式 和 不 按 教 学 计划 行事 导致 了 很 多 问题 . 
1909 年 他 在 家 人 的 安排 下 和 一 个 13 岁 的 姑娘 结婚 ， 为 了 养活 他 和 他 的 太太 ， 他 搬 到 了 马 德 拉 斯 . 
他 向 有 可 能 成 为 他 雇主 的 人 展示 他 的 笔记 ,但 是 他 的 笔记 令 人 费解 ， 不 过 ， 一 个 Presidency 学 院 的 
教授 发 现 了 他 的 天 赋 并 资助 了 他 . 1912 年 ， 他 找到 了 一 份 出 纳 的 工作 ， 有 了 一 点 微薄 的 薪水 . , 

拉 马 努 扬 继续 他 的 数学 研究 ，1910 年 在 印度 的 一 本 杂志 上 发 表 了 他 的 第 一 篇 论文 . 意识 到 他 的 
工作 超越 了 当时 印度 本 土 数 学 家 的 理解 ， 他 决定 给 当时 英国 顶尖 的 数学 家 写 信 ， 尽管 第 一 个 数学 家 
拒绝 了 他 的 请 求 ， 但 G. H. 哈代 给 拉 马 努 扬 安排 了 一 份 奖学金 ， 这样 他 于 1914 年 来 到 英格兰 ， 本 来 
哈代 一 开始 想 拒绝 拉 马 努 扬 ， 但 是 拉 马 努 扬 在 信 中 所 陈述 的 一 些 没有 证 明 的 结果 ， 使 得 哈代 很 困 
惑 ， 他 和 他 的 合作 者 李 特 伍德 (JE. Littlewood) 一 同 研究 了 拉 马 努 扬 的 文章 ， 他 们 认为 拉 马 努 扬 可 能 
是 一 个 天 才 ， 因 为 他 的 陈述 “只 可 能 是 最 高 水 平 的 数学 家 写 出 来 的 ; 这 一 定 是 真 的 ， 因 为 如 果 是 不 
对 的 话 ， 那 么 就 没有 人 有 这 样 的 想象 力 去 发 明 它们 .” 了 哈代 亲自 指导 拉 马 努 扬 ， 他 们 合作 了 5 年 时 
间 ， 证 明了 关于 整数 分 拆 的 一 些 很 好 的 结果 . 在 这 段 时 间 ， 拉 马 努 扬 对 数论 做 出 了 重要 的 贡献 ， 并 
且 研 究 过 椭圆 函数 、 无 穷 级 数 以 及 连 分 数 . 拉 马 努 扬 对 某 些 类 型 的 函数 和 级 数 有 着 令 人 惊讶 的 洞察 : 
力 ， 但 是 他 对 素数 的 一 些 猜 想 经 常 是 错误 的 ， 这 表明 他 对 如 何 是 一 个 正确 的 证 明 认识 模糊 . 

拉 马 努 扬 是 皇家 学 院 历史 上 最 年 轻 的 成 员 ， 但 不 幸 的 是 ， 在 1917 年 他 患 了 严重 的 疾病 .虽然 
一 度 他 被 怀疑 是 感染 上 肺结核 ， 但 现在 认为 他 可 能 是 由 于 严格 的 素食 以 及 战 时 英国 物资 短缺 而 导致 
的 维他命 缺乏 .1919 年 他 回 到 了 印度 并 且 继 续 他 的 数学 工作 ， 即 使 是 他 要 躺 在 床上 .他 有 着 虔诚 的 
信仰 ， 并 且 认 为 他 的 数学 天 赋 来 自 他 的 家 族 守护 神 Namaigiri、 他 曾经 说 过 “ 一 个 方程 除非 它 是 神 的 
意志 ， 和 否则 对 我 毫 无 意义 "， 拉 马 努 扬 于 1920 年 4 月 去 世 ， 留 下 了 几 本 未 发 表 的 结果 的 笔记 ， 数 学 
家 们 花费 了 很 多 年 一 直 在 研究 和 判定 拉 马 努 扬 笔 记 本 中 粗略 写 下 的 那些 结果 是 否 正确 . 


Bn HERRE n>2, 定义 整数 序列 nj, n, m, o, HP ni =r(n) 和 对 大 = 于 2, 3, n = 
T(m). 证 明 存在 一 个 正 整 数 r 使 得 2=n,=n,,, 9n, =… 

证 明正 整数 是 合 数 当 且 仅 当 g(a 46 

un JERY, 证明 r(2" USE 
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证 明 对 任意 正 整数 "， XD EE - 2» [n/j] - 754 并 且 用 这 个 公式 来 计算 F rG). 
设 a 和 5 为 正 整 数 ， WES vitas ota) tab este DAC: 
证 明 ; 如 果 a 和 4 为 正 整数 ,那么 c(oj)c(b) = X, de(ab/d'). 


di(a,5) 


R H AX 187: 


* 34. 证 明 : 如 果 n RESP WA CY 000)! = Yrd). 


din 


35. 证 明 : MUR n WEER, WAT) = Y 270 ,其 中 w(n) 为 上 的 所 有 素 因子 的 个 数 . 
36. 证 明 当 n HERR, J no(d)/d = Y dr(4). 


*37. 求 出 nxn 算 阵 的 行列 式 ， 其 中 矩阵 第 (i, j) 处 的 元 素 为 (i, j) 
x*38. 设 ” 为 正 整数 且 满足 24 | (n+1) ,证 明 o(n) 能 被 24 整除 . 
39. 证 明 : 如 果 存 在 无 穷 多 个 挛 生 素数 对 或 无 穷 多 个 梅森 素数 (就 是 形式 为 2 -1 的 素数 ， 其 中 p 为 素数 )， 那 
么 存在 无 穷 多 个 正 整 数 对 m 和 nn 使 得 $(m) 2 o(n). 
40. 用 定理 7.8 证 明 >》 o(d) = n( 定 理 7.7). 


din. 


7.2 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 求 出 下 列 整数 的 r(z) , o (n) 和 o, (n) (SAJE 20 前 面 导言 的 定义 )， 
a)121 110 987 654 b)11 111 111 111 c)98 989 898 989 
2. 求 出 尽 可 能 多 的 两 个 、 三 个 和 四 个 连续 整数 串 ， 使 得 每 串 数 中 的 数 都 有 相同 的 正 因子 个 数 ， 
3. 对 所 有 不 超过 1000 HERZ n, MEI n =7(z) ，m 27(n), cn, na =7(m)，… 经 过 多 少 次 迁 代 可 
达到 整数 2， 根 据 你 计算 得 到 的 结果 给 出 公式 化 猜想 . 
4. 求 出 所 有 不 超过 10 000 的 高 度 合 数 (参看 习题 15 前 面 导言 的 定义 ). 
*S, 证 明 29 331 862 500 是 高 度 合 数 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
-REER n, HA n 的 正 因 子 个 数 7(n). 
. 给 定 正 整数 n， 计 算 n 的 正 因子 之 和 o(n). 
. BEERS n MERZ k, HA n WERF k KELM o, (n). 
. 给 定 正 整 数 n， 计 算 习 题 28 定义 的 整数 7. 
.给 定 正 整 数 n， 确 定 n 是 否 是 高 度 合 数 . 


7.3 完全 数 和 梅森 素数 


由 于 某 些 神秘 的 信念 ， 古 希腊 人 关心 满足 与 所 有 真 因 子 之 和 相等 的 整数 ， 这 样 的 整数 称 为 
定义 ”如 果 nn 是 一 个 正 整 数 且 ol(n) =2n， 那么 nn 称 为 完全 数 . 
例 7.10 因为 o(6) =1+42+3+6=12， 所 以 6 是 完全 数 ， 0(28) =1+2+4+7+141+ 
28 =56， 所 以 28 也 是 完全 数 . 
古 希 腊 人 很 早 就 知道 如 何 找 出 所 有 的 偶 完全 数 ， 王 面 的 定理 给 出 判断 偶 正 整数 是 完全 数 的 
充 要 条 件 . 
定理 7.10 正 整 数 妹 是 一 个 偶 完 全 数 当 且 仅 当 
n = 2"-1(2" -~ 1), 
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XocRm»23442" _1 是 一 个 素数 的 整数 . 
证 明 首先 我 们 证 明 : WE n2" (2"-1)， 其 中 2"” -1 是 一 个 素数 ， 那 么 nn 是 完全 数 . 
因为 2” -1 ERA, MAQ, 2”-1)=1. 因为 e 是 乘 性 函数 ， 所 以 
oln) = e(2"!)g(2". - 1). 
5|38 7. 1 41H o0 (2" 7) 22" -1 M (2" -1) =2”， 因 为 我 们 假设 2” -1 是 一 个 素数 . 则 
oln) = (2" -1)2”= 2n, 
由 此 得 到 是 完全 数 . 
往 证 反之 也 成 立 , 设 EBARA Wnt, 其 中 s 和 + 上 是正 整 数 且 上 是 奇数 ， 因 为 
(2', t) Z1, H5| ZE7. 1,. 8 
oln) = a(2'1) = e(2)o(t) = (2"' -1)ø(t). (7.1) 
因为 n 是 完全 数 ， 则 
oln) = 2n = 2"t. l (7:23 
(7.1) 式 和 (7.2) 式 给 出 
(gts a) sg © (1.3) 
B2 (2, 2 -1) =1, 由 引 理 3.4 有 2 |o(t)， 所 以 存在 一 个 整数 g ME olt) =2 q. 
在 (7.3) 式 中 代入 o(i) 的 表达 式 得 到 
(27 - 1)2"q cd 9", 
所 以 
(2" -1)g =t. (7.4) 
B alt Het. 
当 我 们 在 (7.4) 式 两 边 加 上 a. A 
t+g= (2 -1)q +q 2 27"7q = a(t). (7.5) 
要 证 gq =1， 如 果 q1, 那么 ;至 少 存在 三 个 不 同 的 正 因子 ， 即 1，9， 和 上 这 意味 着 o (1) > 
t+g+1， 这 与 (7.5) 式 矛盾 .所 以 g=1, HA CIA) REA 6227! -1， 从 (7.5) 式 得 到 
c(t) =t+1， 从 而 t 必 为 素数 ， 因 为 它 的 正 因 子 只 有 1 和 上 所 以 n=2(2''" -1)， 其 中 2'*' -1 
是 素数 . a 
由 定理 7. 10， 为 了 求 出 偶 完 全 数 ， 我 们 必须 找 出 形 如 2” -1 的 素数 ， 在 这 种 形式 素数 的 搜 
寻 过 程 中 ， 我 们 首先 证 明 次 数 m 必 为 素数 . 
定理 7.11 如 果 m 是 一 个 正 整 数 且 2”-1 是 一 个 素数 ， 则 m 必 是 素数 . 
证 明 ”假设 m 不 是 素数 ， 则 m=ab，, 其 中 1<a<m 和 1<5<m，( 因 为 2" -1 是 素数 ， 
W m 2 1. ) 那 么 
2^-1 22"-1 = (22 - 1) (24*? p 2*070 q +2° « 1). 
因为 上 式 右边 的 两 个 因子 都 是 大 于 1 的 ， 所 以 如 果 m 不 是 素数 ， 则 2" -1 是 合 数 ， 故 如 果 2” -1 
是 一 个 素数 ， 则 m 也 必 是 素数 . 1 = 
”由 定理 7.11, 为 了 找到 形 如 2”-1 的 素数 ， 只 需 考虑 m 是 素数 的 情形 ， 人 们 深入 研究 了 
形 如 2”-1 的 整数 ， 这 些 整数 以 研究 过 它们 的 17 世纪 法 国 修道 士 马 宁 ,梅森 (Matin Mersene) 
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的 名 字 命 名 . E 

定义 ”如 果 m 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 有 M, =2”-1 称 作 第 m 个 梅森 数 (Mersenne number), Je 
果 卫 是 一 个 素数 且 M, =27 -1 也 是 素数 ;那么 M, 就 称 为 梅森 素数 ( Mersenne prime). 

例 7.11 梅森 数 M, =2 -1 是 素数 ， 梅 森 数 M =22 -1 =2047 223 - 89 是 合 数 . 4 

有 一 些 定理 可 以 帮助 我 们 判断 梅森 数 是 否 是 素数 .现在 给 出 其 中 一 个 这 样 的 定理 . 相关 结 
果 可 见 11.1 节 中 习题 37 ~ 39. 

定理 7.12 如果 疡 是 一 个 奇 素数 ， 那 么 梅森 数 M, =X -1 因子 均 形 如 2 如 +1， 其 中 天 是 一 
MERK. AR 

证 明 设 g 为 MM,=2? -1 的 一 个 素 因子 .由 费 马 小 定理 ， 知 道 9|(2?… -1)， 从 引 理 3.2 
也 知道 

(2 Si pma 2. E (7.6) 

因为 9 是 2 -1 和 2?… -1 的 一 个 公 因子 , 则 (2? -1, 2*  - 1) 1. 所 以 (p,qg =1) =p, AX 
另 一 种 只 可 能 是 (p,q -1) =1， 则 由 (7.6) 式 得 到 (2 -1, 27 -1) =1， PEL pl (4D, 从 
而 存在 一 个 正 整 数 m 使 得 9 -1 = mp. 因为 9 是 奇数 ， 所 以 m 必须 是 偶数 ， 则 m =2k, HP k 
是 个 正 整数 . 故 g = mp +1=2hp +1， 因 为 M, 的 任意 一 个 因子 都 是 M, 的 素 因子 之 积 ， 所 以 每 
个 M, 的 素 因 子 的 形式 为 2 如 +1， 且 这 种 形式 的 素 因子 之 积 也 是 这 种 形式 ， 结 论 得 证 ， a 

利用 定理 7. 12 可 以 帮助 我 们 确定 哪些 梅森 数 是 素数 ， 我 们 在 下 面 的 例子 中 将 说 明 这 一 点 ， 

例 7.12 为 了 确定 M, =2° -1 =8191 是 否 是 素数 ， 我 们 只 需要 寻找 那些 不 超过 V8191 = 
90. 504… 的 素数 ， 再 由 定理 7. 12 ， 这 些 素 因子 的 形式 必须 为 26k + 1， 则 小 于 或 等 于 Vias 的 ， 
Mu 的 素 因 子 只 能 为 53 和 79. 通过 除法 很 容易 排除 这 两 种 情形 ， 从 而 M1; 是 素数 .… 4 

517.13 为 了 确定 M,-27^-128388607 是 否 是 素数 ， 我 们 只 需要 确定 WM2 能 和 否 被 小 于 
xp /M,, =2896. 309…， 且 形式 为 46k +1 的 素数 整除 ， 第 一 个 这 样 的 素数 为 47， 通 过 除法 
容易 得 到 8 388 607 247 - 178 481, 从 而 M; 是 个 合 数 . < 


马 林 . 梅森 (Marin Mersenne, 1588—1648) 出 生 在 法 国 缅 因 的 一 个 工人 家 庭 . did 
恩 大 学 和 拉夫 赖 士 的 耶稣 会 学 习 过 ， 他 在 索 邦 继续 接受 教育 ， 学 习 神学 . 1611 Æ, 
他 加 入 了 “最 小 兄弟 会 "， 这 个 组 织 的 名 字 来 源 于 单词 “minimi”， 这 些 人 自 认 为 是 
宗教 信条 最 少 的 团体 ， 除 了 祷告 ; 成 员 们 设法 获得 奖学金 去 学 习 . 1612 年 ， 梅 森 成 
为 了 巴黎 皇宫 的 一 名 牧师 ; 1614 年 到 1618 年 间 ， 他 在 纳 韦 尔 女 修道 院 教授 哲学 . 
1619 年 他 返回 巴黎 ， 在 那里 ， 他 在 Minims de l’ Annociade 的 房间 成 了 科学 家 、 哲 学 
家 和 数学 家 聚会 的 地 方 ， 其 中 有 费 马 (Fermat) 和 帕斯卡 (Pascal). 梅森 跟 欧 洲 许多 学 者 有 过 通信 ， 很 多 
新 的 思想 在 他 这 里 得 到 了 交流 传播 ， 梅森 写 过 关于 力学 、 数 学 物理 、 数 学 、 音 乐 和 声学 方面 的 书 ， 他 
研究 过 素数 并 且 试 图 给 出 一 个 能 表达 出 所 有 素数 的 公式 ， 但 没有 成 功 . 1644 年 ， 他 宣称 找到 了 所 有 小 
F257 的 素数 np， 使 得 27 -1 是 素数 ， 当 然 这 个 结论 并 不 准确 .梅森 还 因 蔡 他 同时 代 的 名 人 笛 卡 儿 和 徊 
利 略 作 宗教 辩护 而 闻名 .同时 他 也 帮助 揭露 炼金 术士 和 占星 家 的 骗术 . 


现在 已 有 关于 梅森 数 素 性 的 专门 判别 法 ， 人 们 已 经 可 以 判别 很 大 的 梅森 数 是 否 为 素数 . 
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下 面 的 Lucas- Lehmer 判定 法 是 非常 有 用 的 素性 判定 法 .Edouard Lucas 于 1870 年 建立 了 这 
个 判别 法 的 理论 基础 ，Derrick H. Lehmer 于 1930 年 给 出 了 该 判别 法 的 一 个 简化 形式 ， 目 前 最 大 
的 梅森 素数 就 是 用 这 种 方法 找到 的 ， 大 家 仍 在 用 它 来 寻找 新 的 梅森 素数 ， 本 书后 面 将 对 此 有 所 
叙述 ， 近 些 年 包括 现在 , 已 知 的 最 大 梅森 素数 同样 也 是 已 知 的 最 大 素数 .然而 从 1990 年 末 到 
1992 年 初 ， 人 们 所 知 的 最 大 素数 是 391 581 . 277? -1.. 因为 这 个 数 具 有 形式 .2 -1， 所 以 
有 特别 的 判定 法 可 以 证 明 它 是 素数 . 


PARA O 爱德华 . 阿 纳 托 尔 . 卢 卡 斯 (Francois- Edouard- anatole Lucas, 1842— 
1891) 出 生 于 法 国 亚 眠 ， 就 读 于 巴黎 高 等 师范 学 院 ， 在 完成 学 业 后 ， 他 在 巴黎 天 文 
台 当 助手 ， 普 法 战争 时 期 他 曾 担任 过 炮兵 军官 . 战 后 他 在 一 所 中 学 当 老师 .他 是 一 
位 杰出 而 又 幽默 的 老师 . 卢 卡 斯 非常 喜欢 计算 并 有 过 设计 计算 机 的 计划 ， 然 而 不 幸 
的 是 这 些 从 来 没有 实现 过 .除了 他 对 数论 的 贡献 外 ， 卢 卡 斯 也 因为 在 趣味 数学 方面 
的 作品 而 留 名 ， 他 在 这 个 领域 最 有 名 的 贡献 就 是 著名 的 汉 诺 塔 问题 ， 一 个 奇异 的 突 
发 事件 导致 了 他 的 死亡 .在 一 次 宴会 上 ， 他 被 突然 掉 落 的 盘子 的 碎 资 片 划 伤 了 脸 类 ， 几 天 后 他 死 于 伤 
口感 染 . 
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a 
德里 克 H. 雷 默 (Derick H. Lehmer, 1905—1991 ) 出 生 于 加 利 福 尼 亚 伯 克利 .1927 
年 他 在 加 利 福 尼 亚 大 学 获得 学 士 学 位 ， 在 1929 年 到 1930 年 间 于 布朗 大 学 分 别 获得 
硕士 和 博士 学 位 .1940 年 他 进入 加 州 伯 克利 大 学 数学 系 ， 之 前 先后 就 职 于 加 州 理工 
学 院 、 高 等 研究 院 、 里 海 大 学 和 剑桥 大 学 . 雷 默 对 数论 做 出 了 很 多 贡献 ， 他 发 明了 
很 多 特殊 的 设备 用 于 数论 理论 计算 ， 其 中 有 些 是 和 他 父亲 合作 的 ， 他 父亲 也 是 一 位 
数学 家 ， 雷 默 是 Harold Stark 的 博士 论文 指导 老师 ， 而 Harlod Stark 又 是 本 书 作 者 的 
博士 论文 指导 老师 . 


定理 7.13(Lucas-Lehmer 判定 法 ) 设 卫 是 素数 ， 设 第 p 个 梅森 数 为 M, z2'-1. € Xr,-4, 

*pke2, 4H 
nn, - 2(mod M,), Osr <M, 

可 以 递归 得 到 一 整数 序列 ， 那 么 M, 是 素数 当 且 仅 当 7,_ =0(mod M,). 

Lucas- Lehmer 判定 法 的 证 明 可 见 [Le80] 和 [Si64]. 下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 Lucas- Lehmer 
判定 法 . 

例 7.14 考虑 梅森 数 M; =25 -1 =31. 那么 nm =4, r, 54^ -2=14(mod 31 ), r, 214^ - 
2=8( mod 31) fll r, 28. -2=0(mod 31). HX r, 0(mod 31)， 故 可 知 M, =25 -1 =31 是 素数 . 

可 

正如 下 面 推论 所 述 ，Lucas-Lehmer 判定 法 运行 起 来 很 快 ， 通 过 这 种 判别 法 我 们 可 以 不 用 分 
解 来 确定 一 个 梅森 数 是 否 是 素数 ， 也 使 得 判别 非常 大 的 梅森 数 是 否 是 素数 称 为 可 能 ， 而 其 他 形 
式 相似 大 小 的 数 的 素性 判定 就 不 在 这 种 判定 法 范围 之 内 了 . 

推论 7.13.1 设 p 是 素数 ，M,=2? -1 为 第 p 个 梅森 数 ， 我 们 可 以 在 0(p’) 次 位 运算 内 确 


X dE h X 191 


定 MM 是否 是 素数 . 

证 明 在 用 Lucas-Lehmer 判定 法 判定 M, 是 否 是 素数 时 ， 需 要 -1 KEM, 平方 运算 ,其 
”中 每 个 这 样 的 运算 需要 0( (log M,)*) = 0(p’) 次 位 运算 .所 以 Lucas-Lehmer 判定 法 总 共 需 要 
0(p’) 次 位 运算 . | a 

人 们 猜想 但 还 未 证 明 存在 无 穷 个 梅森 素数 ， 但 是 越 来 越 大 的 梅森 素数 都 已 经 被 成 功 地 找 了 
出 来 . 


寻找 梅森 素数 


寻找 梅森 素数 的 历史 可 以 根据 计算 机 的 出 现 分 成 两 个 阶段 .在 没有 计算 机 的 年 代 里 ， 这 类 
素数 的 搜寻 中 充满 了 错误 和 不 可 靠 的 声明 ， 许 多 声明 最 后 都 被 证 明 是 错误 的 .到 了 1588 年 ， 
Pietro Cataldi 验证 了 M1; 和 Mis 是 素数 .但 他 同时 也 声称 对 p=23，29，31 以 及 37，M, 均 是 素 
数 (实际 上 只 有 M ÆRA). 梅森 在 其 1644 年 出 版 的 《Cogitata Physica- Mathematica》 一 书 中 
认为 (同样 没有 给 出 证 明 )M, XJ p 22, 3, 5,7, 13, 17, 19, 3t, 67, 127, 257 是 素数 ， 并 
且 对 其 他 的 素数 p，P <257 均 非 素数 ，1772 年 ， 欧 拉 用 试 除法 验证 了 到 46337 的 所 有 素数 从 
而 证 明了 M ÆRA, HP 46337 是 不 超过 M, 的 平方 根 的 最 大 素数 .1811 年 ， 英 国 数学 家 
Peter Barlow 在 他 的 《Theory of Numbers》 一 书 中 写 道 Wa, 将 会 是 人 们 发 现 的 最 大 梅森 素数 ， 因 
为 他 认为 人 们 不 会 去 寻找 更 大 的 梅森 素数 ， 因 为 这 些 数 “只 是 令 人 好 奇 ， 没 有 什么 用 处 ”. 但 
这 实在 是 个 糟糕 的 预言 ， 人 们 不 但 找 出 了 新 的 梅森 素数 ， 而 且 他 的 关于 这 些 数 的 用 途 的 看 法 也 
是 错误 的 .我 们 将 在 后 文中 说 明 这 一 点 : 

1876 Æ, Lucas 用 他 自己 创立 的 方法 证 明了 Mo 是 合 数 ， 证 明 的 方法 并 没有 分 解 Wow， 实际 
上 过 了 27 年 Wo 才 被 分 解 . 美国 数学 家 Frank Cole 花费 了 20 年 的 周 日 下 午时 光 进 行 了 计算 ， 
RAEM M, =193 707 721 - 761,838 257 287. 1903 年 ， 当 他 全 美国 数学 会 的 一 次 会 议 上 一 言 
不 发 地 在 黑板 上 写 出 这 一 分 解 时 ， 现 场 的 人 们 为 他 起 立 鼓掌 ， 因 为 大 家 明白 这 一 分 解 背后 所 付 
出 的 努力 ，1876 年 至 1914 E, Ma, Mo, MoR Miz 均 被 证 明 是 素数 ， 但 直到 1947 年 ,在 
机 械 式 计 算 器 的 帮助 下 ， 人 们 才 完 成 了 对 所 有 M,，P RAH p —257 的 素性 检验 ， 当 这 一 工作 
完成 以 后 ， 可 以 发 现 Mersenne 当初 的 提 法 恰 有 五 处 错误 . 首先 Mo 和 Ms 不 是 素数 ， 其 次 梅森 
素数 M6 ，Mss 以 及 Mo 不 在 他 的 列表 中 . 

由 此 可 知 ， 在 现代 计算 机 出 现 之 前 ， 人 们 只 找 出 了 12 个 梅森 素数 ， 最 后 一 个 是 在 1914 
年 找到 的 .但 自从 计算 机 被 发 明 以 来 ， 找 出 新 梅森 素数 的 速度 相当 快 ， 自 1950 年 以 后 大 约 
平均 每 两 年 就 能 发 现 一 个 新 的 梅森 素数 ， 在 计算 机 帮助 下 发 现 的 前 五 个 梅森 素数 是 第 13 至 
17 个 梅森 素数 .它们 都 是 Raphael Robinson 在 1952 年 用 SWAC (the national Bureau of Stand- 
ards Western Automatic Computer) Æ D. H 及 Emma Lehmer 的 帮助 下 找到 的 ,第 13 个 和 第 14 个 
梅森 素数 是 在 SWAC 上 执行 Lucas- Lehmer 判别 法 的 当天 就 找到 的 ， 其 余 的 则 是 在 随后 的 九 个 
月 中 找到 的 . 与 现在 的 计算 机 相 比 ，SWAC 是 相当 原始 的 ， 其 总 内 存 只 有 1152 比特 ， 并 且 一 
半 要 用 于 执行 程序 的 指令 ， 有 趣 的 是 ，Robinson 实现 Lucas-Lehmer 判别 法 的 程序 也 是 他 所 写 的 
第 一 个 程序 . | 
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Riesel 使 用 瑞典 的 BESK 发 现 了 第 18 个 梅森 素数 ，Hurwitz 使 用 IBM7079 发 现 了 第 19 个 和 
第 20 个 梅森 素数 . Gillies 用 ILLIAC 2 发 现 了 第 21 个 、 第 22 个 和 第 23 个 梅森 素数 Tuckerman 
用 1BM360 发 现 了 第 24 个 梅森 素数 . 

第 25 个 和 第 26 个 梅森 素数 则 是 由 高 中 生 Laura Nickel、Landon Noll 利用 Haywood 加 州 州 
立 大 学 (CSU ) 的 Cyberl74 的 闲置 时 间 找 到 的 . Nickel 和 Noll 当时 只 有 18 岁 , 正在 跟随 
D. H. Lehmer 和 CSU 教授 Dan Jurca 学 习 数 论 ， 当时 主流 媒体 的 晚间 新 闻 均 对 他 们 的 发 现 做 了 
报道 Nickel 和 Noll 一 起 发 现 了 第 25 个 梅森 素数 ， 但 只 有 Noll 坚持 下 去 发 现 了 第 26 个 . 

1979 年 至 1996 年 间 ，David Slowinski 与 不 同 的 合作 者 发 现 了 第 n 个 梅森 素数 ， 其 中 = 
27, 28, 30, 31, 32, 33, 34. 例如 1996 年 Slowinski 与 Gage 一 起 发 现 了 梅森 素数 M uuu, 
这 是 一 个 378 632 位 的 数 ， 大 约 花 费 了 一 台 Gray 超级 计算 机 6 小 时 的 时 间 来 验证 其 为 素数 . 
Slowinski 漏 掉 的 第 29 个 梅森 素数 ， 是 1988 年 由 Colquitt 和 Welsh 在 一 台 NECSX-2 上 发 现 的 . 
你 也 许 很 奇怪 为 何 Slowinski 会 漏 掉 这 个 素数 ， 原 因 是 他 当时 并 不 是 对 所 有 素数 p 逐个 检查 M, 
是 否 为 素数 ， 而 是 像 多 数 研 究 者 一 样 根据 对 梅森 素数 分 布 的 一 些 直 觉 来 挑选 验证 . 

互联 网 是 加 速 发 现 梅森 素数 的 另 一 功臣 ， 现 在 许多 人 通过 Great Internet Mersenne Prime 
Search ( GIMPS) 分 工 合作 来 寻找 新 的 梅森 素数 .GIMPS 是 1996 年 由 George Woltman 建立 的 . 
PrimeNet 上 的 GIMPS 大 约 每 秒 付 出 了 15 兆 (10”) 次 浮 点 运算 的 贡献 ， 网 络 将 GIMPS 中 分 散 的 
计算 机 连接 起 来 形成 了 一 个 虚拟 的 超级 计算 机 .尽管 这 些 分 散 的 个 体 计算 机 大 多 数 只 是 奔腾 个 
人 电脑 ,但 是 连接 起 来 形成 的 虚拟 计算 机 相当 于 许多 现今 世界 上 最 大 的 超级 计算 机 . 

目前 已 知 的 六 位 最 大 的 梅森 素数 ， 从 第 35 个 到 第 41 个 ， 都 是 GIMPS 项 目的 部 分 成 果 ， 
M sosa IMs 分 别 在 1996 年 和 1997 年 被 证 实 为 素数 ， 其 中 Moem 的 发 现 耗费 了 一 台 
100MHz 的 奔腾 计算 机 大 约 15 天 的 CPU 时 间 ，1998 年 1 月 一 个 909 526 位 的 数 Mss ss 被 
GIMPS 证 实 为 素数 ， 这 位 幸运 的 改 现 者 Rolan Clarkson 当时 是 一 个 在 Dominguez Hill 加 州 州 立 大 
学 的 19 岁 大 学 生 ， 他 使 用 了 一 台 200MHz 的 奔腾 计算 机 ， 花 费 了 大 约 相当 于 一 周 的 CPU 时 间 . 
Mo 是 一 个 有 2098 960 位 的 数 ， 它 是 由 GIMPS 的 参与 者 Nayan Hajratwala 在 1999 年 6 月 发 
现 的 ， 他 当时 使 用 的 是 一 台 350MHz 的 奔腾 计算 机 ， 花费 了 大 约 相 当 于 3 周 的 不 间断 的 计算 
时 间 ， 

第 39 个 梅森 素数 Muss dé NA 4053 946 位 的 整数 ， 它 是 由 一 位 加 拿 大 大 学 的 学 生 Mi- 
chael Cameron F 2001 年 11 月 发 现 的 ， 他 使 用 一 台 AMD800MHz 的 个 人 电脑 花费 了 42 天 才 证 
明了 该 数 为 素数 ， 第 40 个 梅森 素数 是 Massi, ， 它 一 共有 6 320 430 位 ， 由 密 软 根 州 立 大 学 的 
一 位 26 岁 的 化 工 系 研究 生 Michael Shafer 于 2003 年 11 月 发 现 的 ， 他 使 用 一 台 2.4GHz 的 奔腾 4 
计算 机 运行 了 19 天 ， 第 41 个 梅森 素数 (也 是 2004 年 6 月 为 止 的 最 大 的 素数 ) 是 M0s65ss， 一 共 
有 7253733 (x, Bi Josh Fiadley F 2004 年 5 月 证 明了 其 为 素数 . 搜寻 新 梅森 素数 的 工作 正在 大 
规模 的 展开 ， 大 约 有 六 万 多 人 在 20 多 万 台 个 人 电脑 上 运行 GIMPS 的 程序 以 找寻 新 梅森 素数 . 
接 下 来 几 年 将 可 看 到 GIMPS 是 否 能 以 每 隔 一 两 年 发 现 一 个 新 素数 的 速度 走 下 去 . ( 表 7.3 是 目 
前 已 知 的 所 有 梅森 素数 ， 同 时 附 有 一 些 发 现 它们 时 的 信息 资料 . ) 
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表 7.3 已 知 的 梅森 素数 
No.. p 发 现时 间 使 用 的 计算 机 
1 2 1 ancient times 
2 3 1 ancient times 
3 5 2 ancient times 
4 7 3 ancient times 
5 13 4 1456 anonymous 
6 17 6 1588 Cataldi 
7 19 6 1588 Cataldi 
8 31 10 1772 Euler 
9 61 19 1883 Pervushin 
10 89 27 1911 Powers 
11 107 33 1914 Powers 
12 127 39 1876 Lucas 
13 521 157 1952 Robinson SWAC 
14 607 183 1952 Robinson SWAC 
15 1279 386 1952 Robinson SWAC 
16 2203 664 1952 Robinson SWAC 
17 2281 687 1952 Robinson SWAC 
18 3217 969 1957 Riesel BESK 
19 4253 1281 1961 Hurwitz IBM 7090 
20 4423 1332 1961 Hurwitz - IBM 7090 
21 9689 2917 1963 Gillies ILLIAC 2 
22 9941 2993 1963 Gillies ILLIAC 2 
23 11213 3376 1963 Gillies ILLIAC 2 
24 19 937 6002 1971 Tuckerman IBM 360/91 
25 21 701 6533 1978 Noll, Nickel Cyber 174 
26 23 209 6987 1979 Noll Cyber 174 
27 44 497 13 395 1979 Nelson, Slowinski Cray 1 
28 86 243 25 962 1983 Slowinski Cray 1 
29 110 503 33 265 1988 Colquitt, Welsh NEC SX-2 
30 132 049 39 751 1983 Slowinski Cray X- MP 
31 216 091 65 050 1985 Slowinski Cray X- MP 
32 756 839 221 832 1992 Slowinski, Gage Cray 2 
33 859 433 258 716 1994 Slowinski, Gage Cray 2 
34 1257787 378 632 1996 Slowinski, Gage Cray T94 
35 1 398 269 420.921 1996 Armendgaud, Woltman( GIMPS) 90 MHz Pentium 
36 2976221 895 952 1997 Spence, Woltman( GIMPS) 100 MHz Pentium 
Clarkson, Woltman, Kurowski 
37 3 021377 909 526 1998 200 MHz Pentium 
(GIMPS, PrimeNet) 
Hajratwala, Woltman, . Kurowski 
38 6 972 593 2 098 960 1999 350 MHz Pentium 
(GIMPS, PrimeNet) 
39 13 466 917 4 053 946 2001 Cameron( GIMPS, PrimeNet) 800 MHz AMD 
40 20 996 011 6:320 430 2003 Shafer( GIMPS, PrimeNet) 2 GHz Pentium 4 
41 24 036 583 7 253 733 2004 Findley( GIMPS, PrimeNet) 2.4 GHz Pentium 4 
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为 何人 们 要 找 梅森 素数 ? 现在 许多 人 投身 于 找寻 新 梅森 素数 的 事业 中 来 ， 为 什么 他 们 要 耗 
费 这 么 多 的 时 间 精 力 来 做 这 件 事 呢 ?这 其 中 有 许多 原因 ， 首先 发 现 新 的 梅森 素数 能 一 举 成 名 ， 
也 有 些 人 是 受到 了 奖金 的 推动 . 也 有 人 是 想 为 团队 协作 干 点 事 ， 通过 加 入 GIMPS 和 PrimeNet， 
每 个 人 都 能 对 找 出 新 的 梅森 素数 做 出 贡献 . 对 新 梅森 素数 的 搜寻 也 触发 了 许多 新 的 理论 结 
这 同样 也 鼓舞 了 许多 人 ; 有 人 对 素数 的 分 布 感 兴趣 ， 并 想 从 中 发 现 一 些 猜想 的 基础 证 据 ， 许 多 
人 使 用 Lucas- Lehmer 算法 的 程序 来 考验 其 硬件 平台 :因为 此 种 程序 需 频繁 使 用 CPU 和 计算 机 
总 线 . 例如 英特尔 的 奔 工 芯片 就 是 使 用 GIMPS 的 程序 来 测试 的 . 也 有 人 宁可 在 计算 机 闲置 时 
找 找 梅森 素数 ， 而 不 是 运行 屏保 程序 .因此 综 上 所 述 ， 有 很 多 人 找寻 梅森 素数 . 

如 果 你 恰巧 对 寻找 梅森 素数 感 兴趣 ,那么 你 应 当先 仔细 浏览 GIMPS 的 网 站 以 及 相关 的 几 
个 网 址 (这 些 链接 可 以 在 附录 DD 以 及 本 书 的 网 址 中 找到 ). 在 GIMPS 的 网 址 上 ， 你 可 以 获得 一 
个 执行 Lucas-Lehmer 判定 法 的 程序 ， 以 及 知道 如 何 加 入 PrimeNet. GIMPS 的 执行 Lucas- Lehmer 
判定 法 的 程序 已 经 在 许多 方面 得 到 了 优化 ， 这 样 就 比 直接 执行 原 判 定 法 效果 好 得 多 ， 你 可 以 自 
己 选取 一 定 范围 的 次 数 来 搜寻 素数 . 如 果 上 述 历史 继续 的 话 ， 新 梅森 素数 的 纪录 不 久 将 会 被 打 
破 . 如 果 加 入 GIMPS， 也 许 你 就 是 那个 打破 纪录 的 幸运 儿 . 


寻找 素数 的 大 奖 | 

当 Nayan Hajratwala 找到 梅森 素数 2575? -1 时 ， 他 是 第 一 个 找到 具有 一 百 万 位 以 上 的 素数 的 人 . 
这 使 得 他 获得 了 由 电子 前 沿 基 金 会 (EFF) 颁发 的 5 万 美元 的 奖金 ，EFF 是 一 个 致力 于 保护 互联 网 发 展 
与 健康 的 组 织 . 只 要 找 出 大 素数 ， 你 现在 仍然 有 机 会 获得 EFF 的 奖金 . 该 基金 为 第 一 个 1000 万 位 素数 
的 发 现 者 提供 10 万 美元 的 奖金 ， 接 下 来 的 几 年 很 可 能 有 人 会 达到 这 一 目标 .对 于 第 一 个 发 现 一 亿 位 和 
十 亿 位 素数 的 人 ， 奖 金 分 别 是 15 万 美元 和 25 万 美元 ， 这 些 奖金 由 匿名 的 赞助 者 提供 ， 以 鼓励 在 涉及 大 
规模 计算 的 科学 问题 上 的 分 工 协作 . 


我 们 已 经 将 偶 完全 数 的 研究 归结 为 梅森 素数 的 研究 ， 但 是 有 没有 奇 完全 数 呢 ? 答案 是 现在 
仍 不 可 知 ， 如 果 它 们 存在 ， 则 可 以 证 明 奇 完全 数 具 有 一 些 特别 的 性 质 (例如 参看 习题 32 ~ 36 ) . 
现在 已 知 是 没有 小 于 10” 的 奇 完 全 数 ， 并 且 奇 完全 数 至 少 有 8 个 不 同 素 因子 . 如果 考虑 重 数 ， 
则 至 少 有 37 个 素 因子 ， 另外 最 大 的 素 因子 将 至 少 是 10”. 关于 奇 完全 数 的 讨论 在 [ Gu94] 或 
[ Ri96 ] 中 有 所 叙述 . 最近 结果 的 一 些 信息 可 在 [BrCote93 ] ，[ Co87] 以 及 [ Ha83] 中 找到 . 


7.9 节 习 题 


- 求 前 六 个 最 小 的 偶 完全 数 . 
. 求 第 七 个 和 第 八 个 偶 完 全 数 . 
. 求 下 列 整数 的 一 个 因子 . 
a) 25 -1 b) 2” -1 e) 2% -1 
. 求 下 列 整数 的 一 个 因子 . 


Uo N =e 


A 


ok 


* 
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p. 


16. 


17. 
18. 
19. 
20. 
21. 


22. 
23. 
24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 


30. 


31. 


a) 9in -1 b) 5259 = c) 25619 i 
对 正 整 数 n， 如 果 o0(n)-2n, 我 们 称 之 为 亏 数 ， 如 果 o(n)m2n, 我 们 称 之 为 过 剩 数 .任意 整数 只 能 是 亏 
， 或 者 完全 数 ， 或 者 过 剩 数 . 


- 求 前 六 个 最 小 的 正 过 剩 数 

. 求 最 小 的 奇 正 过 剩 数 . 

. 证 明 每 个 素数 的 方 罕 都 是 亏 数 . 

. 证 明 亏 数 或 完全 数 的 任意 非 平凡 因子 是 亏 数 

. 证 明 一 个 过 剩 数 或 完全 数 的 任意 倍数 还 是 过 剩 数 ， 不 包括 完全 数 自身 . 

. 证 明 : 如 果 n=2"'(2" -1) ,其 中 m 是 使 得 2” -1 PARKEER, M n 是 过 剩 数 . 
. 证 明 存 在 无 穷 多 个 亏 数 

. 证 明 存 在 无 穷 多 个 偶 过 剩 数 . 

. 证 明 存 在 无 穷 多 个 奇 过 剩 数 

. 证 明 : WR npg, P pAg 是 不 同 的 奇 素数 ，a Mb RERS, 那么 是 亏 数 . 


两 个 正 整 数 m 和 nn 称 为 亲 和 对 ,如果 满 足 g(m) =g(n) 2m n. 


. 证 明 下 面 每 对 整数 是 亲 和 对 . 
a)220，284 b)1184，1210 c)79 750, 88 730 | 
a) 证明; 如 果 n>2 是 一 个 正 整数 ， 且 3 .2 -1, 3-22 -1 和 3? 277 -1 都 是 素数 ,那么 2"(3 4277 - 


1)(3-2'-1) $02" (3* - 27^' -1) 构 成 亲 和 对 . 
b) 利 用 (a) 求 三 个 亲 和 对 . 
AE n X k- XR, fnfÉo(n) = 有 各， 注意 到 完全 数 是 2 - 完全 数 . 
证 明 120 =23 .3.5 是 3- 完 全 数 . 
NEHA 302402253 .5.7 是 4- 完 全 数 . 
证 明 14182439040 =27 -3* .5.7 .1 .17.19 是 5- 完 全数. 
求 出 所 有 形式 为 n=2* .3p 的 3- 完 全 数 ， 其 中 p 为 奇 素数 . 
证 明 : 如 果 n 是 3 -完全 数 且 3 n, 那么 3n 是 4-- 完 全数. 
整数 到 称 为 天 -过 剩 ， 如 果 m(m)>( 天 +1)7. 
求 一 个 3 - 过剩 整 数 . 
求 一 个 4 - 过 剩 整数 . 
证 明 对 任意 正 整 数 ， 存 在 无 穷 多 个 -过 剩 整数 . 
JEXE XE n KARA, 如果 g(o(n)) =2n. 
WEB] 16 是 超 完 全 数 . 
证 明 ; 如 果 n=2'， 其 中 2'' -1 是 素数 ,那么 是 超 完 全 数 . 
证 明 每 个 偶 超 完全 数 都 可 以 写成 =2?"， 其 中 2?” -1 是 素数 . 
WR: 如 果 n=p*， 其 中 p 是 个 奇 素数 ， 那 么 不 是 超 完全 数 
用 定理 7. 12， 判 断 下 面 哪些 梅森 数 是 素数 


a)M, b)M, f c)M, d) Ma 
利用 定理 7.13 所 述 的 Lucas-Lehmer 判定 法 ,判断 下 面 哪些 梅森 数 是 素数 . 
a) M, b)M, c)M, d)M, 


证 明 : 如 果 是 一 个 正 整数 且 2n +1 是 素数 ， 那 么 或 者 (2n +1) | M, 或 者 (2n+1) | OM, +2). (提示 : 用 
费 马 小 定理 证 明 M,(M, +2)=0(mod 2n +1). ) 
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* 32. 


* 33. 
* 34. 
* 35. 
*x 36. 
37. 
38. 


a) 证 明 : MR n ETERRA, MWA npm, AF p E — 4 EXE, p=a=1(mod 4) H m 是 一 个 整数 . 
b) 用 (a) 中 结果 证 明 : 如 果 nn 是 一 个 奇 完 全 数 ， 那 么 n=1(mod 4). 

证 明 : WMR npm 是 一 个 奇 完全 数 ， 其 中 疡 是 素数 ， 那 么 n=p(mod 8). 

证 明 : WR n 是 一 个 奇 完全 数 ， 那 么 3，5 和 7 不 能 都 整除 n 

WEBB: 如 果 n 是 一 个 奇 完 全 数 ， 那么 至少 有 三 个 不 同 的 素 因 子 . 

WEB]: MWR n 是 一 个 奇 完全 数 ， 那 么 至少 有 四 个 不 同 的 素 因子 . 

求 出 所 有 正 整 数 n， 使 得 它 所 有 真 因 子 之 积 恰好 是 n^. (这 些 整数 是 乘法 意义 下 的 完全 数 . ) 

设 n 是 一 个 正 整 数 , Bn soln) -n, 对 和 =1，2，3，… ,mw 7 0(n,) -ni 递归 得 到 等 分 序列 n, m, 
n, o (“等 分 的 ”(aliquot) 是 个 形容 词 ， 意 思 是 在 另外 的 某 物 中 包含 相同 的 数目 ， 一 个 整数 的 等 分 部 分 


就 是 该 整数 的 因子 . ) 


a) 证 明 : 如 果 是 个 完全 数 ， 那么 n=n =m =n =…. 

b) 证 明 : JE ng m 互 为 亲 和 数 ， 那么 =m，n, =m，m =m， ns =n, y 如 此 继续 ; 就 是 说 序列 nn,， 
ni，n3，"… 是 周期 为 2 的 序列 . 

c) 求 出 整数 n=12496 =2 .11.71 生成 的 等 分 序列 . 

在 计算 机 被 用 来 检验 等 分 序列 的 性 质 以 前 ， 人们 猜想 对 所 有 整数 n， 等 分 序列 中 的 整数 nl，n,，ns，… 是 


有 界 的 . 但 是 通过 计算 一 些 大 整数 的 情况 来 看 ， 有 些 序列 是 无 界 的 . 


* 39. 


7. 


证 明 : 如 果 n 是 大 于 上 的 正 整 数 ， 那 么 梅森 数 M, 不 可 能 为 一 个 正 整数 的 方 守 
3 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


Om a tA 上 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 


. 通过 直接 计算 证 明 2”(2”-~1) 是 完全 数 . 
. 证 明 154 345 556 085 770 649 600 是 个 6 ~ 完全 数 (见习 题 7 前 导言 的 定义 )， 
. 证 明 下 面 每 对 数 互 为 亲 和 数 (见习 题 15 前 导言 的 定义 ). 


a)609 928, 686072 b)643336, 652 664 c)938 304290, 1344480478 d)4000 783984, 4001351 168 


,利用 定理 7.12, 求 出 尽 可 能 多 梅森 数 M, 的 因子 ， 其 中 p 是 素数 . 

,利用 Lucas-Lehmer 判定 法 ， 检查 尽 可 能 多 的 梅森 素数 的 素性 . (可 以 用 GIMPS 软件 来 做 ) 
. 加 入 GIMPS 搜索 梅森 素数 . : 

. 求 出 所 有 两 个 整数 都 小 于 10 000 的 亲 和 对 . 

. 证 明 由 整数 n=14316 生成 的 等 分 序列 (见习 题 38 的 定义 ) 是 个 周期 为 28 的 周期 序列 . 

. 求 出 尽 可 能 多 的 周期 为 4 的 等 分 序列 . 

10. 


求 出 由 整数 n=138 生成 的 等 分 序列 中 第 几 项 达到 1， 该 序列 中 最 大 的 项 是 多 少 ? 你 能 对 n =276 回答 同样 
的 问题 吗 ? 


程序 设计 


n e U DD- 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 ， 


. 根据 是 否 是 亏 数 ， 完 全 数 和 过 剩 数 (见习 题 5 前 面 的 介绍 ) ， 来 给 正 整 数 分 类 . 

,利用 定理 7. 12 求 出 梅森 数 的 因子 . 

.利用 Lucas-Lehmer 判定 法 ， 判 断 梅 森 数 2? - 1 是 否 是 素数 ， 其 中 p 是 素数 . 

- 给 定 一 个 正 整数 n， 判断 习题 32 定义 的 等 分 序列 是 否 是 周期 序列 . 

. 给 定 一 个 正 整 数 n， 求 出 所 有 亲 和 对 a, b, 其 中 a<n 和 bs<n( 见 习题 15 前 面 的 介绍 ). 
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7.4 莫 比 乌 斯 反 演 | 
设 / 为 算术 函数 , f 的 和 函数 为 F(n) = Y /() , 它 是 根据 /的 值 决定 的 。 这 种 关系 可 以 


反 过 来 吗 ?” 也 就 是 说 ， 是 否 存在 一 种 用 下 来 求 出 的 值 的 简便 方法 ? 本 节 我 们 将 给 出 这 样 的 公 
式 ， 首 先 通过 一 些 研究 来 看 看 什么 样 的 公式 是 可 行 的 . 
车 /是 算术 函数 ，F 是 它 的 和 函数 F(n) = Y (4). 按照 定义 分 别 展开 Fn), n=1， 


2，…,8， 我 们 有 
F(1) = f(1) 
F(2) = f(1) +f(2) 
F(3) = f(1) « f(3) 
F(4) = f(1) *f(2) + f(4) 
F(5) = f(1) +f(5) 
F(6) = f(1) «f(2) * f(3) +f(6) 
F(7) = f) +f(7) 
F(8) = f(1) «f(2) «f(4) + (8), 
等 等 ， 从 上 面 的 方程 解 出 f(n) 在 n=1，2,，…，8 处 的 值 ， 我 们 得 到 
f(1) = F(1) 
f(2) = F(2) - F(1) 
fB) = F(3) - F(1) 
f(4) = F(4) - F(2) 
K5) = F(5) - F(1) 
f(6) = F(6) - F(3) = F(2) + F(1) 
f(7) = FO) - FO) 
f(8) = F(8) - F(4). 
DERE f(n) 4 TJESUS s F(n/d) lj —3 Z9, Kp d |n， 从 这 个 现象 ， 可 能 有 这 样 的 
一 个 等 式 ， 形 式 为 
fn) = SpA) Fn/d), 


其 中 是 算术 函数 ， 如 果 等 式 成 立 ， 我 们 计算 得 到 (1) 71, 1(2)= -1, 1(3)= -1, jp(4) = 
HA(5) = -1, u(6) =1，H(7) = - 1 Riu (8) 20. X F(p) =f(1) SFO MC) ae - 
F(1), AF p ÆRA. Wulp) = -1， 又 因为 
F(p) =f) *f(p) *f(p), 

我 们 有 

Kp) = F(p) - GF(p) - F()) - F(1) = F(p) - F(p). 
这 要 求 对 任意 素数 p， 有 j(p*) 80. 类 似 的 原因 给 出 对 任意 素数 p Bk 1, 有 jn(p") 20. dü 
果 我 们 猜想 /是 乘 性 函数 ， 则 内 的 值 就 由 所 有 素数 赛 处 的 值 决 定 ， 这 就 给 出 下 面 的 定义 . 
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* 


EX EIE SHE (n) 定义 为 


1 de n=l; 
u(n)s((-1) 如 果 n=pips…p,， 其 中 了 ;为 不 同 的 素数 ; 
0 其 他 情形 . 


莫 比 乌 斯 函数 以 August Ferdinand Möbius HA FRA. 

由 该 定义 可 知 当 nn 被 一 个 素数 平方 整除 的 话 ， 则 p(n) 20. EREKE FEATH n Ab, 
un) #0. 

例 7.15 从 Jj(n) 的 定义 ,得 到 j(1) 21, HA(2) = - 1, 1(3)= - 1, 4(4) = 人 (2 ) =0， 
u(5) = -1, u(6) 24(2*3) =1,， u(7) = -1, p(8) =p(2) =0, n(9) =u(3°) =0 fu (10) = 


nuQ .5) =1. < 
例 7.16 RTE (330) 24(2-3-*5-11) 2(-1)* 1, u(660) = 人 (2 .3.5.11)=0 
fil (4290) 24(2-3*5-11-*13) 2 ( - 1)? = - I. 4 


我 们 现在 直接 从 定义 来 证 明 莫 比 乌 斯 函数 是 乘 性 函数 . 

定理 7.14 Xj 5 3p EK u( n) X ERA. 

证 明 假设 m 和 n 是 互 素 的 正 整 数 ， 为 了 证 明 j(n) 是 乘 性 函数 ， 即 证 (mn) 2u(m)u(n). 
首先 考虑 m =1 或 者 n=1 的 情形 .车 m=1， 则 j(mn) 和 jw(m)n(n) 都 等 于 1(n)， 当 n=1 时 
同样 证 明 . 

现在 假设 m 和 n 中 至 少 有 一 个 是 被 素数 平方 整除 ， 那么 mn 也 是 被 素数 平方 整除 ， 则 
KCmn) 和 j(m)u(n) 均 是 0 最 后 考虑 m 和 nn 都 不 含 大 于 1 的 素数 平方 因子 ,不 妨 假设 m = 
Pi1P2…ps， 其 中 pi pu, ccs pL 是 不 同 的 素数 ，n = gg …9， 其 中 9 ，9,，…，g, 是 不 同 的 素 
数 ， 因 为 m 和 nn 互 素 ， 没有 素数 同时 出 现在 m 和 的 素数 分 解 中 .， 则 mn 是 s +t 个 不 同 素数 之 
gi. 则 jCmn) 2(-1)"2(-1)'(C -1)’=p(m)p(n). u 


奥 古 斯 特 . 费迪南德 . 莫 比 乌 斯 (August Ferdinand Möbius, 1790—1868) 出 生 于 德 
国 瑙 姆 堡 附近 的 舒 勤 普 发 塔 的 一 个 镇 . 他 的 父亲 是 舞蹈 教师 ， 他 的 母亲 是 马丁 :路 
T ( Martin Luther) 的 后 裔 . 莫 比 乌 斯 在 13 岁 前 一 直接 受 家 庭 教 育 ， 很 小 的 时 候 就 显 
露出 他 在 数学 上 的 爱好 和 天 赋 . 1803 年 到 1809 年 进入 莱比锡 大 学 ， 那 里 他 接受 了 
正规 的 数学 训练 ， 他 原本 学 法 律 ， 但 后 来 决定 投身 于 他 喜欢 的 领域 一 一 数学 、 物 理 
和 天 文学 . 在 哥 廷 根深 造 的 时 候 ， 他 跟随 高 斯 学 习 天 文学 . 在 哈雷 ， 他 跟随 普法 夫 
(Pfaff) 学 习 数 学 ， 后 来 他 成 为 莱比锡 的 天 文学 教授 ， 并 在 那里 一 直 工 作 到 去 世 ， 莫 比 乌 斯 对 很 多 领域 
都 做 出 了 贡献 ， 如 天 文学 、 力 学 、 射 影 几何 、 光 学 、 静 力学 和 数论 . SR, 他 最 有 名 的 成 果 就 是 发 现 
了 单 侧 曲面 ， 称 之 为 莫 比 乌 斯 带 ( M6bius strip) ， 把 一 个 纸 带 旋转 半 圈 再 把 两 端 粘 上 之 后 即 是 . 


下 面 证 明 莫 比 乌 斯 函数 的 和 函数 是 一 个 非常 简单 的 函数 . 
定理 7.15 英 比 乌 斯 函数 的 和 函数 在 柬 处 的 值 F(n) = Fuld), BA 


Ya) = 


din 


[ dens d; 
0 ^ de n1. 
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证 明 首先 考虑 n=1 的 情形 ， 有 
F(1) = Dp(d) =p(1) =1. 
再 设 m>1， 由 定理 7.8， 因 为 几 是 乘 性 函数 ， 它 的 和 函数 F(n) = X uld) 也 是 乘 性 的 ， 现 在 
假设 ERA, 不 是正 整数 ， 得 到 | 
PS 2, pCa) = (1) *u(p) * u(p) + *u(P) 
=1+(-1)+0+…+0=0. 
因为 对 i=2 有 yj(p') 20. 最 后 不 妨 假设 ”是 一 个 大 于 1 的 正 整数 ， 其 素数 寡 分 解 为 = 
p? pept. BOR F RRGTEBMS, MAFO) =F(p?”)F(p?)…F(pr*)， 因 为 该 等 式 右边 每 个 因子 
都 是 0， 从 而 F(n) =0. - = 
莫 比 乌 斯 反 演 公 式 回答 了 我 们 本 节 开 始 提出 的 问题 ， 它 给 出 如 何 根据 和 函数 下 的 值 来 求 出 
f 的 值 的 方法 ， 这 个 公式 广泛 应 用 于 乘 性 函数 的 研究 中 ， 并 且 可 以 建立 关于 这 些 函 数 的 新 等 式 . 
定理 7.16( 英 比 乌 斯 反 演 公式 ) 车/ 是 算术 函数 , 下 为 1 的 和 加 数 ,满足 
| F(n) = Y f(d). 
则 对 任意 正 整 数 n， | 
Fn) = Z pld) FG4). | 
证 明 这 个 公式 的 证 明 中 包含 双重 和 的 运算 .我 们 首先 从 公式 右边 的 和 式 开始 处 理 ， 通 过 
太 的 和 函数 下 的 定义 ,将 F(n《d) 用 Y, f(e) RE, 得 到 
el( n/d) 
Y ud) FG/4) = Y, (ad) Y, fo) 
din el( n/d) 


din 


= (BAe)). 


din el 


注意 到 这 对 整数 (d，e) 满 足 d|n 和 e|(n/d)， 同样 有 e|n 和 d|(n/e)， 这 给 出 
X(Xao«o)-X(X*«ow«n) 
(n/d) (n/e) 


din el eln di 


= X (Ko mao). 


eln 


由 定理 7. 15 得 到 》 uld) = 0, 除 非 n/e = 1. 当 n/e =1, 即 n = ef}, 这 个 和 式 等 于 1， 因 此 有 
di(n/e) f 


X (KO F MCa) ) =A) -1 =f). 
ips. | : : 
英 比 乌 斯 反 演 公式 可 以 用 来 构造 许多 新 的 等 式 ， 这 些 等 式 用 别 的 方法 是 很 难 证 明 的 ， 如 下 
例 所 示 . 
例 7.17 如 7.2 节 所 示 ， 函 数 o(n) 和 7(n) 分 别 是 函数 J(n) =n 和 f(n) =1 的 和 函数 ， 正 


如 在 第 7.2 节 中 所 描述 的 , o(n) = Z dM) = 》 1. 由 莫 比 乌 斯 反 演 公 式 ， 对 所 有 整数 


n= Y u(n/d)o(d) 


1 = V u(n/d)r(d)- 
这 两 个 公式 直接 去 证 明 是 很 困难 的 . 
由 定理 7.8， 我 们 知道 如 果 / 是 乘 性 函数 ， 那 么 它 的 和 函数 F(n) = Y, (4) 也 是 乘 性 函 


数 ， 莫 比 乌 斯 反 演 公式 的 另 一 个 有 用 的 结果 是 我 们 可 以 将 这 个 结论 反 过 来 .就 是 说 ， 如 果 j 的 
和 函数 丰 是 乘 性 函数 ， 那 么 /也 是 乘 性 函数 . 

定理 7. 17 RfRAAÉK, CHIENS F) = Yf(d), BAR FAXRHAE, NS 
也 是 乘 性 函数 . 

证 明 假设 和 是 互 素 的 正 整数 ， 往 证 所 mn) -f(m)f(n). 首先 由 引 理 3.7， 如 果 d Ji 
mn 的 一 个 因子 , W 4 = dd 其 中 dj |mdid,|n R(d,, d,) =1， 利用 莫 比 乌 斯 反 演 公式 与 几 
和 FF 都 是 乘 性 的 ， 我们 得 到 


mn 
f(mn) = E«OF(T) 
= d,d,)r( ZZ 
25 208025) 
" d )u(d;) F( 5 ) F( 
,,2;, aC) Us ) G ) 
m n 
= EGO) : Xsaor(;.) 
= f(m)f(n). r 
7. 4 节 习 题 
1. 计算 下 面 莫 比 乌 斯 函数 的 值 . 
a)u(12) b)a(15) c)u(30) d)A(50) 
e)æ(1001) fu(2*:3-5-7-11-13) g)u(101) 
2. 计算 下 面 莫 比 乌 斯 函数 的 值 . 
a)a(33) b)4,(105) c)u (110) d)4(740) 
e)1,(999) f)a(3 -7 +13 -19 - 23) g)u(101/(5!1)’) 
3. 计算 x(n) 在 100<n<110 处 的 值 . 
4. 计算 n(n) 在 1000<n<1010 处 的 值 . 
5. RH 1n « 100 PRAWE ulna) =1 的 整数 n. 
6. 求 出 100<n<200 PRAWE (n) = -1 HER n WE. 


Mertens 函数 M(n) EJUS M(n) = Yu). 
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17. 


23. 


24. 


25. 


26. 


. 计算 在 所 有 不 超过 10 的 正 整数 处 的 MC) 的 值 . 
. 计算 M(100). 
. 证 明 M (n) 是 所 有 不 超过 旦 不合 平方 因子 数 中 具有 偶数 个 素 因子 的 正 整数 的 个 数 与 具有 奇数 个 素 因子 的 


正 整数 的 个 数 之 差 . 


. 证 明 : WR n 是 一 个 正 整 数 ， IA u(n)u(n *1)u(n*2)u(n43) =0. 

. 是 否 存 在 无 穷 个 正 整 数 n 使 得 p(n) +u(n+1) 20, 并 给 出 证 明 . 

. 是 否 存 在 无 穷 个 正 整 数 使 得 j(n -1) *u(n) +p(n+1) =0， 并 给 出 证 明 . 

. 存在 多 少 个 连续 整数 使 得 对 应 的 莫 比 乌 斯 函数 ju(n) 非 零 ? 

. 存在 多 少 个 连续 整数 使 得 对 应 的 莫 比 乌 斯 函数 A(zm) 为 零 ? 

. 证 明 : 如 果 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 (n) = n$ n(n)/4. (提示 : 利用 莫 比 乌 斯 反 演 公式 . ) 


利用 莫 比 乌 斯 反 演 公式 和 7.1 节 所 述 的 等 式 n = 之 4("9)， 证 明 下 面 的 结论 . 


a) 对 任意 素数 p 和 正 整 数 1,，$(p') =p -p 
b)g(n) 是 乘 性 的 . 
假设 /是 乘 性 函数 且 满 足 凡 1) =1， 证 明 


EaD) = 0 - Kp) -fG9:):7Q 7o), 
其 中 RARE RON n p? p? ep. 


. 利用 习题 17 求 出 对 所 有 正 整 数 ”，>, dud) 的 简单 公式 
. 利用 习题 17 求 出 对 所 有 正 整数 4, D (0) / 的 简单 公式 . 
. 利用 习题 RENAE n, J i (d) (d) 的 简单 公式 . 


. 利用 习题 17 求 出 对 所 有 正 整数 mn, Y. (d) (4) 的 简单 公式 . 
. 设 为 正 整 数 ， 证 明 


- 1， 如 果 是 素数 ; 
IIo = ho. 如 果 n 含 平方 因子 ; 
1， ”如 果 n 不 含 平方 因子 且 是 合 数 
证 明 
YQ» 2220 : 
其 中 w(n) 是 中 不 同 素 因 子 的 个 数 . 
用 习题 23 和 莫 比 乌 斯 反 演 公 式 证 明 


jg) = Zud). 
证 明 对 任意 正 整 数 n，》 u(d)A(d) = 277 , 其 中 w(n) 是 中 不 同 素 因子 的 个 数 . (参看 7.1 节 习 题 43 前 
面 导言 中 A(n) 的 定义 .) 
证 明 对 任意 正 整数 ，》 A(n/4)2"?. = 1. 
习题 27 -29 利用 7.1 节 习 题 里 定义 的 儿 利 训 震 积 和 多利 克 雷 逆 函 数 的 概念， 给 出 了 英 比 乌 斯 反 演 公式 和 


定理 7.17 的 一 个 证 明 . 
27. 证 明 莫 比 乌 斯 函数 j(n) 是 v(n) =1 的 犹 利克 雷 逆 函数 . 


He 
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28. 用 7.1 节 习 题 38 和 习题 27 证 明 莫 比 乌 斯 反 演 公式 . 
29. 利用 如 果 已 =f* >， 其 中 对 所 有 正 整 数 mn，z = 1， 那 么 /= 王 *A， 证 明定 理 7. 17. 
Mangoldt AA A 3E iE SEX n EE LX : 
de ME jun 2p EGPpEXAEEEXEK; 
0, 其 他 情形 ”- 
30. 证 明 对 任意 正 整数 n， 之 4(4) = log n. 
31. 用 莫 比 乌 斯 反 演 公式 和 习题 30 证 明 
; A(n) =- È u(d)log d. 


7. 4 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 求 出 p(n) 在 下 列 n 处 的 值 . 


a)421 602 180 943 b)186 728 732 190 c)737 842 183 177 
2. 计算 Mertens 函数 M(n) 在 下 列 各 整数 处 的 值 ，( 见 习题 7 前 面 M(n) 的 定义 . ) 
a)1000 b)10 000 c)100 000 


3. 1897 年 ，F. Mertens 提出 了 一 个 著名 猜想 : 对 所 有 正 整数 n, Mertens 函数 M(n) 满 足 | M(n) | «n. 这 被 称 
为 Mertens 猜想 ,但 被 A. Odlyzko 和 H. te Riele( 见 [ 0dte85] ) 于 1985 年 否 证 了 . 找 出 尽 可 能 大 的 整数 n 使 得 这 
个 猜想 成 立 ， 不 要 想 着 找 反例 ， 因 为 这 个 猜想 不 成 立 处 的 最 小 正 整数 也 是 相当 的 大 . 已 知 在 小 于 3.21 .10% 
的 正 整 数 中 存在 反例 .在 证 明 该 猜想 不 成 立 之 前 ， 人 们 已 经 用 计算 机 检验 出 直到 整数 108 都 是 成 立 的 ， 这 
说 明 有 时 大 量 的 证 据 反而 是 个 误导 ， 因 为 该 猜想 的 最 小 反例 处 的 整数 太 大 了 . 

程序 设计 

用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

1. 268 — TIERE n, R y(n) 的 值 . 

2. f85E — I IE EXC n, R MM(n) 的 值 . 


3. 给 定 一 个 正 整数 n， 判断 Merten 猜想 是 否 对 n RL, MESH |Ma) | = | F eG) | s n. 


第 8 章 密码 学 

怎样 给 一 条 信息 加 密 才 能 使 只 有 预期 的 接收 者 能 够 解密 信息 ? 从 古 时 候 起 ， 这 一 问题 就 一 
直 吸 引 着 人 们 的 兴趣 ， 特 别 是 在 外 交 、 军 事 和 商贸 方面 如今， 特别 是 随 着 电子 信息 时 代 和 网 
络 时 代 的 到 来 ， 信 息 安全 已 经 变 得 越 来 越 重 要 .本 章 主要 介绍 密码 系统 和 协议 ， 从 两 千年 前 罗 
马 帝 国 使 用 的 方法 开始 ， 我 们 将 介绍 一 些 经 典 的 基于 模 算术 的 加 密 方法 ， 以 及 在 过 去 两 个 世纪 
里 它们 的 发 展 变化 ， 并 且 介 绍 密码 学 学 习 过 程 中 的 基本 概念 和 术语 ， 在 所 有 这 些 经 典 的 密码 系 
统 中 ， 想 要 保密 通信 的 双方 必须 采用 同一 密 铀 . 

从 20 世纪 70 年 代 开 始 ， 公 钥 密码 的 概念 被 引入 并 得 到 发 展 ， 在 公 钥 密码 系统 中 ， 想 要 通 
信 的 双方 不 需要 分 享 共同 的 密 钥 ， 相反 ， 双 方 都 有 只 有 已 方 知道 的 私 铀 和 公开 的 公 钥 ， 利 用 公 
钥 密 码 系统 ， 你 可 以 向 对 方 发 送 用 对 方 公 钥 加 密 的 密 文 ， 只 有 用 对 应 的 私 钥 才能 解密 ， 我 们 将 
介绍 最 常用 的 公 钥 密码 系统 一 一 RSA 密码 系统 ， 其 安全 性 基于 整数 分 解 的 困难 性 ， 而 对 基于 背 
包 问 题 的 公 铀 密码 系统 进行 研究 ， 结 果 证 明 该 密码 系统 是 不 合适 的 (虽然 外 表 看 起 来 显得 很 有 
效 )， 
最 后 ， 我 们 会 对 一 些 密码 协议 进行 讨论 ， 这 是 实现 双方 或 多 方 共同 目标 的 用 于 创建 协议 的 
算法 ， 我 们 将 展示 人 们 怎样 利用 密码 技术 分 享 共同 的 加 密 密 钥 、 进 行 电子 签名 、 在 网 上 打 扑 殉 
牌 和 分 享 秘密 . 


8.1 字符 密码 


一 些 术 语 


在 讨论 具体 的 密码 系统 之 前 ， 我 们 给 出 密码 系统 的 基本 术语 ， 基 于 密码 系统 的 学 科 称 为 密 
码 学 ， 密码 术 是 指 密码 学 设计 和 实现 密码 系统 的 部 分 ， 密 码 分 析 旨 在 攻击 或 者 破解 这 些 系统 
被 转换 成 加 密 形式 的 原始 信息 称 为 明文 加密 是 指 将 明文 转换 成 密 文 的 过 程 中 采用 的 转换 方 
法 ， 密 铀 确定 从 一 系列 可 能 的 转换 中 选取 的 转换 ， 将 明文 转换 成 密 文 的 过 程 叫做 加 密 或 者 加 窗 
作业 ， 同 时 ， 拥 有 解密 方法 的 接收 方 将 密 文 转换 成 明文 的 道 向 过 程 叫 做 解密 或 者 解密 作业 ， 当 
然 这 与 非 预定 接收 者 通过 密码 分 析 使 密 文 可 读 的 过 程 是 不 一 样 的 . 

密码 系统 是 指 如 下 方面 组 成 的 集合 : 确认 的 明文 信息 ， 可 能 的 密 文 信息 ， 一 套 有 不 同 加 密 
函数 的 密 钥 以 及 相应 的 加 密 函 数 和 解密 函数 .正规 地 讲 ， 密 码 系 统 是 指 包 含 可 能 的 明文 信息 的 
有 限 集合 2， 可 能 的 密 文 信息 的 有 限 集合 多 可 能 密 钥 的 密 铀 空间 Z, URN FERE N 
%% 里 的 每 一 个 k， 存 在 加 密 函 数 E, 和 对 应 的 解密 函数 D, 使 得 任意 的 明文 信息 * 满足 
D,CE,(x)) 7x. 


凯 撤 密码 | 
:本 章 主 要 介绍 基于 模 算术 的 密码 系统 ， 最 初 可 以 追溯 到 尤 利 乌 斯 * 凯撒 (Julius Caesar) ; 
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我 们 将 要 讨论 的 最 新 的 密码 系统 是 于 20 世纪 70 年 代 后 期 发 展 起 来 的 ， 在 所 有 这 些 系 统 中 ， 
我 们 从 将 字母 转换 成 数字 开始 .以 标准 的 英语 字母 表 为 准 ， 将 字母 转换 为 整数 0 ~25， 见 
表 8. 1. 


表 8.1 字母 数字 对 照 表 


JHBBBBBHHBUE L|MIN|OJ|PIQIR|S|TIUI|V WI|IXIY|Z 
o[1|2|sj«|s]e v sj 14 |12 | 13 14/15 | 16 |17 | 18/ 19 | 201 21 |22 |23 | 24 | 25 


当然 ， 如 果 用 俄语 、 希 腊 语 、 希 伯 来 语 或 者 其 他 语言 发 送信 息 ， 我 们 可 以 用 相应 的 字母 表 
和 整数 同时， 我 们 可 以 在 表 中 包含 所 有 的 ASCII 码 ， 包 括 标 点 符号 、 空 格 、 数 字 等 ， 然 而 ， 
为 了 简化 起 见 ， 我 们 只 对 英语 字母 表 的 字母 作 转换 ， 将 字母 转换 为 数字 有 各 种 各 样 的 方法 ( 包 
括 转换 为 比特 流 )， 为 简便 计 ， 这 里 我 们 选择 一 种 简单 易 懂 的 转换 方法 . 

Ho, 我们 讨论 通过 将 明文 的 每 一 个 字母 都 转换 成 不 同 字母 (或 许 相同 ) 来 生成 密 文 的 密 
码 系统 ， 这 种 密码 系统 中 的 加 密 方法 叫做 字符 密码 或 者 单字 母 密码 ， 因 为 每 个 字母 独立 替换 为 
另 一 个 字母 ， 这 样 总 共 就 有 26! 种 可 能 的 方法 来 制作 单字 母 变换 对 照 表 ， 我们 将 讨论 一 些 基 
于 模 算术 的 特殊 单字 母 变换 

尤 利 乌 斯 ， 凯 撤 用 了 基于 替换 的 密码 ， 将 每 个 字母 用 其 在 字母 表 里 后 面 的 第 三 个 字母 替 
代 ， 其 中 将 字母 表 的 最 后 三 个 字母 用 表 中 前 三 个 字母 替代 .用 模 算术 来 描述 这 个 密码 ， 令 已 是 
明文 的 一 个 字母 对 应 的 数值 ，C 是 相应 的 密 文字 母 的 数值 ， 则 l 

C = P +3(mod 26), 0 x C x 25. 
明文 和 密 文 之 间 的 对 应 如 表 8. 2 所 示 . 


表 8.2 凯撒 密码 字母 对 照 表 


FlciliHlIIJIKILIMINIOIPIQIRISITiulviwlxlYrlz 
5|6|7/8/|9]|10|11/|12|13| 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 |21 | 22123 | 24 | 25 
9 110/|11/12]|13114|15 ]16 |17 118/19 |20 |21[22]|23 )24|]25|] 0 | 1 1 2 
JiK L|M|NJO|P|QIR|S.T U|VIWIX|Y|Z|AIB|C 


为 了 用 此 变换 加 密 信息 ， 首 先 将 信息 转变 为 每 组 五 个 数字 的 等 价 数值 块 . 然后 转换 每 一 数 
”将 字母 分 组 可 以 防止 由 于 某 些 单词 被 认 出 而 被 破译 .我 们 用 例 8. 1 说 明 这 一 过 程 . 

例 8.1 加 密 以 下 信息 : 

THIS MESSAGE IS TOP SECRET, 

将 信息 分 为 五 个 字母 一 组 ， 信 息 变 为 
THISM ESSAG EISTO PSECR ET. 
将 字母 转换 为 等 价 数值 ， 得 到 l 
19 7 8 18 12 4.18 1806 48 18 19 14 
15 18 4 2 17 4 19. 
利用 凯撒 变换 C— P «3(mod 26) ， 变 为 


字母 


对 应 数值 


E 
4 
7 
H 


w 
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22 10 11 21 15 7212139 7112122 17 
1821 7 5 20 7.22. 
翻译 为 字母 ， 得 到 | 
WKLVP HVVDJ HLVWR SVHFU HW. 
这 就 是 加 密 的 信息 . < 
接收 方 依 下 列 方式 解密 信息 ， 首 先 ， 将 字母 转换 为 数字 ， 然 后 ,利用 P=C -3(mod 26) 
(0<C<25) ,将 密 文 转变 成 数字 形式 的 明文 ， 最 后 将 信息 转换 为 字母 ， 我 们 用 下 面 的 例子 说 
明 解密 过 程 
例 8.2 解密 用 凯撒 密码 加 密 的 信息 
WKLVL VKRZZ HGHFL SKHU. 
首先 将 这 些 字母 转换 为 等 价 数值 ， 得 到 | 
22 10 11 21 11 21 10. 17 25 25 7 6 7 5 11 18 10 7 20. 
接 下 来 ， 进 行 变换 P=C -3(mod 26) 将 其 转变 为 明文 信息 ， 得 到 
19 7 8 18 8 18 7 14 22 22 4 34 2. 8 15 7 4 17. 
将 其 翻译 为 字母 并 得 到 明文 信息 
THISI SHOWW EDECI PHER. 
通过 合理 的 字母 组 合 ， 我 们 得 到 以 下 信息 : 


THIS IS HOW WE DECIPHER. 1 
仿 射 变换 
-凯撒 密码 是 一 种 利用 移 位 变换 来 加 密 的 密码 . 
C = P + k(mod 26), 0zxCzx25, 


其 中 天 代表 字母 表 中 字母 移动 的 位 次 ， 总 共有 26 种 这 样 不 同 的 变换 ， 包 括 E 0( mod 26) , d 
T C2P(mod26), ， 所 以 这 种 变换 中 字母 并 没有 改变 
更 一 般 情况 下 ， 我 们 考虑 以 下 类 型 的 变换 : 
C = aP * b(mod 26), sC s25, : c o(8 1)- 
其 中 a 和 5b 为 整数 并 且 满 足 (a,，26) =1. ss 移 位 变换 是 仿 射 变换 中 a= 
1 的 情形 ， 由 于 要 求 (a,26) =1， 所 以 随 着 P 遍历 模 26 的 完全 剩余 系 ，C 同样 遍历 ，a 总 共有 
$(26) = 12 种 选择 , 有 26 种 选择 ， 总 共 便 有 12-26 = 312 种 此 类 变换 (其 中 一 种 是 C= 
P(mod 26) ， 此 时 4=1, b=0). 如 果 明 文 和 密 文 之 间 的 关系 如 式 (8.1) 所 示 ， 则 逆 关 系 为 
ma(C-b)(mod26), 0 三 P<25， 
其 中 5 是 a 模 26 的 道 ， 可 以 用 同 余 式 5= gt dz Qi 
我 们 在 例 8. 3 中 给 出 仿 射 变 换 的 具体 过 程 .. 
例 8.3 在 仿 射 密码 C=aP+b(mod 26) 中 , $ a=7, b=10, 使 得 C=7P + 10( mod 26). 
由 于 15 是 7 模 26 Kw, 和 26). 字母 之 间 的 对 应 关系 如 表 8.3 
所 示 . 


- R83 用 C= OR 


A|B|ICIDIEIFI!G K|IL|M RIS|T|U|ViIWIXiIY!Z 
明文 

0 1 2 3 4 |5 6 Bh 10 | 11 | 12 |13 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 

10 {17 |24| 5 |12|19| 0 | 7 E 211219 |161/23 18|25|6 |13/20]| 1 815 224|3 
(Od X 

TREIBER EE 


为 了 举例 说 明 如 何 得 到 上 述 对 照 表 ， 注意 对 应 数字 11 的 明文 字母 工 对 应 的 密 文 为 J, 这 是 
因为 7. 11+10=87=9(mod 26)， 其 中 9 是 J 的 对 应 数字 . 

下 面 举例 说 明 如 何 加 密 ， 注 意 到 
PLEASE SEND MONEY 


被 转换 为 
LJMKG MGMXF QEXMW. 
同样 注意 到 密 文 
FEXEN ZMBMK JNHMG MYZMN 
对 应 明文 


DONOT REVEA LTHES ECRET, 
或 者 ,适当 组 合 字母 ， 得 到 
f DO NOT REVEAL THE SECRET. 4 
下 面 讨论 对 应 仿 射 变换 密码 的 密码 分 析 方法 ， 为 了 尝试 破解 单字 母 密码 ， 我 们 要 对 比 密 文 
中 字母 出 现 的 频率 和 普通 文本 中 字母 出 现 的 频率 ， 可 以 得 到 与 字母 对 应 相关 的 信息 ， 对 各 种 英 
文 文本 信息 加 以 总 结 ， 表 8.4 给 出 了 字母 表 中 26 个 字母 的 出 现 频率 ， 其 他 语言 的 字母 出 现 频 
率 可 在 [Fr78] 和 [Ku76] 中 找到 ， 


表 8.4 .英文 字母 的 出 现 频率 表 


apagar KILIMINIOIPIQIRISITIUIYVIWIX|IY|IZz 
71|11131411313 8 liil 4 3 |«1|8 1 |«1| 2 |«1 

从 此 表 中 可 以 看 出 ， 在 英文 文本 中 出 现 频率 最 高 的 字母 是 E，T，N，R，I， 0 和 A， 其 中 
E 出 现 的 频率 基本 上 远 远 高 于 其 他 字母 ， 达 到 了 13% ，T，N，R，I，0 和 A 出 现 的 频率 在 
T% ~9% 之 间 ， 我 们 可 以 利用 此 信息 判断 加 密 的 是 何 种 仿 射 变换 密码 ， 在 下 面 的 例子 中 给 出 具 
体 的 密码 分 析 过 程 . | 

例 8.4 ”假设 我 们 事先 知道 是 用 移 位 密码 来 加 密 信息 的 ， 信 息 的 每 一 字母 通过 C=P+ 
k(mod 26) (0<C<25) 进 行 变换 ， 对 密 文 进行 密码 分 析 : 


YFXMP CESPZ CJTDF DPQFW QZCPY 
NTASP CTYRX PDDLR P D. 
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首先 对 密 文中 的 每 个 字母 的 出 现 次 数 进 行 计数 ， 如 表 8. 5 所 示 . 
表 8.5 密 文中 字母 的 出 现 次 数 


注意 到 密 文 中 出 现 频 率 最 高 的 字母 是 P， 字 母 C，D, F, T 和 站 的 出 现 频率 相对 较 高 ， 由 
FE 是 英文 信息 中 出 现 频率 最 高 的 字母 ， 所 以 猜测 P 表示 E。 如 果 是 这 样 ， 则 15 4 + %( mod 
26)， 所 以 上 =11(mod 26)， 因 此 , 我 们 有 C=P+11(mod 26) 和 P=C-11(mod26)， 如 表 8.6 
所 示 . 


表 8.6 样本 密 文 的 字母 对 照 表 


BICIDIE F.G|HII|JIK|L|M|N|O|P|Q|R|S|T 
1Í[213.415|6|7|8/9 |10|11]12| 13 |14| 15 | 16 | 17 | 18| 19 | 20 | 21 | 22 |23 | 24 | 25 
16|17|18|19|20|21|22123|24]251] 0 | 11213,|4|5 617 
QIR|SITIUJV|I.W|X|Y|Z|A|B|C D|EJ|FJ|G/H 


利用 此 对 应 关系 ， 我 们 可 以 尝试 破解 密 文 ， 得 到 
NUMBE RTHEO RYISU SE FUL FOREN 
CIPHE RINGM ESSAG ES, 


从 中 容易 读 出 


NUMBER THEORY IS USEFUL FOR 
ENCIPHERING MESSAGES. 
因此 上 述 猜测 是 合理 的 ， 如 果 在 此 变换 下 ， 明 文 出 现 的 是 混乱 信息 ， 则 应 该 选择 基于 密 文 


字母 出 现 频率 的 其 他 可 能 变换 . p 
518.5 ”假设 已 知 有 形 如 C=aP +b(mod 26) (0 C «25) (8 Jj 8 2E HORE f IR. RN 

想 对 以 下 加 密 信息 进行 破解 ， 
USLEL JUTC C YRTPS URKLT YGGF V 
ELYUS LRYX D JURTU ULVCU URJRK 
QLLQL YXSR V LBRYZ CYREK LVEX B 
RYZDG HRGU S LJLLM LYPDJ LJ TJ U 
FALGU PTGV T JULYU SLDAL TJRWU 
"SLJIFE OL PU. 


首先 对 每 一 字母 的 出 现 次 数 进 行 计数 ， 如 表 8.7 所 示 . 
R87 密 文中 字母 的 出 现 次 数 
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基于 此 信息 ， 猜 测 密 文 中 出 现 频率 最 高 的 字母 工 对 应 下 ， 出 现 频率 次 高 的 1 对 应 T. 如果 
变换 有 如 下 形式 : C=aP +b(mod 26), ， 则 表明 下 面 的 同 余 式 成 立 ， 
4a + b = 11(mod 26) 
19a + b = 20( mod 26). 
由 定理 4. 15 知 ， 上 述 方程 组 的 解 为 a=11(mod 26) Æ b 19( mod 26). 
如 果 这 是 一 个 正确 的 加 密 变 换 ， 利 用 19 是 11 模 26 的 逆 ， 则 解密 变换 为 
P =19(C - 19) = 19C - 361 2 19€ « 3(mod 26), 0 « P « 25. 
表 8.8 给 出 了 上 述 变换 的 对 应 关系 . 
表 8.8 样本 密 文 的 字母 对 照 表 


KILIMINIO 
10 | 11 | 12 | 13 | 14 
18 |11| 4 |23|16] 9 
SI|IL|EJ|X|QiJ 


”在 此 对 应 下 ， 我 们 试 读 出 密 文 如 下 : 
EBE STAPP ROACH 
RTH EORYI STOAT 
EVE RYHOM EWORK 
KIN GONTH ES EEX 
ENT CANMA STERT 
SUB JECT 
读者 可 以 适当 组 合 字母 以 确定 这 条 信息 的 内 容 . 4 
可 以 改进 本 节 描 述 的 方法 从 而 构造 更 难 破解 的 密码 系统 ， 例 如 ， 明 文中 的 字母 可 以 平移 不 
同 的 位 次 ， 如 8. 2 节 讲 述 的 维 吉 尼 亚 (Vigenare) 密码 ，8.2 节 除了 加 密 单个 字符 的 方法 外 ， 还 
有 基于 加 密 字符 块 的 其 他 方法 ， 并 且 在 后 面 几 节 中 ， 还 将 对 不 同 字 符 用 不 同 密 钥 的 方法 进行 
介绍 . 


8. 1 节 习 题 


. 利用 凯撒 密码 ， 加 密 信息 ATTACK AT DAWN. 

. 解密 被 凯撒 密码 加 密 的 信息 LFDPH LVDZL FRQTX HUHG. 

- 利用 仿 射 变换 C= 11P+ 18(mod 26) 加 密 信息 SURRENDER IMMEDIATELY. 

. 利用 仿 射 变换 C= 15P+ 14(mod 26) 加密 信 息 THE RIGHT CHOICE. 

. 解密 用 仿 射 变换 C=21P +5(mod 26) 加 密 的 信息 YLFQX PCRIT. 

. 解密 用 仿 射 变换 C=3P +24(mod 26) 加 密 的 信息 RTOLK TOIK. 

. 如 果 在 一 个 用 移 位 变换 C=P e k( mod 26) 加 密 的 长 密 文中 ， 出 现 频率 最 高 的 字母 是 Q， 那 么 上 的 最 可 能 的 
值 是 什么 ? 


m co -uwdd 
BO SZ mum 
mob ouo oH 
5G 3 yo 

o 

中 

t 

ical 

= 

w 

< 

g 


SM oO t€ RoU Mo 
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8. 信息 KYVMR CLVFW KYVBV PZJJV MVEKV VE 用 移 位 变换 C=P +k( mod 26) 加密， 利用 字母 出 现 的 频率 
确定 的 值 ， 明 文 信息 是 什么 ? 
9. 信息 IVQLM IQATQ SMIKP QTLVW VMQAJ MBBMZ BPIVG WCZWE VNZWU KPQVM AMNWZ BCVMK 
WWSQM 用 移 位 变换 C=P +k( mod 26) inst. 利用 字母 出 现 的 频率 确定 的 值 ， 并 给 出 明文 信息 . 
10. 如 果 被 仿 射 变换 C=aP + b( mod 26) 加 密 的 长 密 文 中 出 现 频 率 最 高 的 字母 是 X 和 Q， 则 a 和 4 最 可 能 的 值 
是 什么 ? 
11. 如 果 被 仿 射 变换 C=aP +b(mod 26) 加 密 的 长 密 文中 出 现 频率 最 高 的 字母 分 别 是 WW 和 B,，a 和 6 最 可 能 的 
值 是 什么 ? 
12. 信息 MJMZK CXUNM GWIRY VCPUW MPRRW GMIOP MSNYS RYRAZ PXMCD WPRYE YXD 是 用 仿 射 变换 
C=aP +b(mod 26) 加 密 的 .利用 字母 出 现 的 频率 确定 a。 和。 的 值 ， 明 文 信息 是 什么 ? 
13. 信息 WEZBF TBBNJ THNBT ADZOE TGTYR BZAJN ANOOZ ATWGN ABOVG FNWZV A 用 仿 射 变换 C=aP + 
b(mod 26) 加密 明文 信息 中 出 现 频率 最 高 的 是 "A，E，N 和 SS， 明文 信息 是 什么 ? 
14. 信息 PJXFJ SWJNX JMRTJ FVSUJ 00JWF OVAJR WHEOF JRWJO DJFFZ BJF 用 仿 射 变换 C=aP + b( mod 26) 
Ang. 利用 字母 出 现 的 频率 确定 a 和 4 的 值 ， 明 文 信息 是 什么 ? 
给 定 两 个 密码 ， 首 先 用 其 中 的 一 个 密码 对 明文 加 密 ， 然 后 用 男 一 个 密码 对 其 结果 进行 加 密 . 这 一 过 程 产生 
的 是 乘积 密码 ， 
15. 确定 先 用 变换 C=5P +13(mod 26) 再 用 变换 C=17P+3(mod 26) 加 密 的 乘积 密码 . 
16. 确定 先 用 变换 C=aP * b( mod 26) 再 用 变换 C=cP + d( mod 26) 加 密 的 乘积 密码 ， 其 中 (a，26) = (c; 26) =1. 


8. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 3i Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 者 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 找 出 不 同 英文 文本 中 字母 的 出 现 频率 ， 例 如 一 个 计算 机 程序 或 者 一 本 小 说 
2. 用 仿 射 变换 加 密 某 信息 ， 用 其 作为 密 文 请 你 的 同学 破解 . 
3. 利用 字母 频率 分 析 ， 破 解 你 的 同学 用 仿 射 变换 加 密 的 信息 . 


程序 设计 
用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 编程 语言 来 解决 以 下 问题 : 
1. 利用 凯撒 密码 加 密 信息 . 
2. 利用 变换 C P c k(mod 26) 加 密 信息 ， 其 中 为 给 定 整 数 . 
3. 利用 变换 C=aP + b(mod 26) 加 密 信息 ， 其 中 a 和 ?为 整数 且 满足 La，26) =1. 
4. 解密 用 凯撒 密码 加 密 的 信息 . 
5. 解密 用 变换 Cm P e k( mod 26) 加 密 的 信息 ， 其 中 上 为 给 定 整数 . 


6. 解密 用 变换 C=aP + b( mod 26) 加 密 的 信息 ， 其 中 和 ”为 整数 且 满 足 Ca，26) - 1. 
* 7. 利用 字母 频率 分 析 破 解 用 变换 C=P +k(mod 26) 加 密 的 密码 ， 其 中 是 未 知 整数 . 
* 8. 利用 字母 频率 分 析 破 解 用 变换 C=aP + 4(mod 26) 加 密 的 密码 ， 其 中 af b 是 未 知 整数 但 满足 (a，26) =1. 


8.2 分 组 密码 和 流 密码 


在 8.1 节 中 ,讨论 了 基于 字母 替换 的 字符 (或 单字 母 ) 密码， 这 种 密码 在 对 密 文字 母 进行 频 
率 分 析 时 是 比较 脆弱 的 ， 为 了 弥补 这 一 缺陷 ， 可 以 用 特定 长 度 的 密 文中 的 字母 块 蔡 代 明文 中 相 
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同 长 度 的 字母 块 ， 这 种 密码 称 为 分 组 密码 或 者 多 字母 审 码 .本 节 中 ,我们 将 对 若干 种 分 组 密码 
进行 讨论 ， 包 括 基于 模 算 术 的 多 字母 密码 .本 节 将 包括 16 世纪 以 来 有 名 的 由 一 个 关键 字 来 确 
定 几 种 不 同 字符 密码 而 组 合 形成 的 密码 和 由 希 尔 (参考 [ Hi31] ) 在 1930 年 前 后 发 明 的 用 模 矩 阵 
乘法 进行 分 组 加 密 的 密码 . 同样， 我们 也 将 对 商业 应 用 中 具有 重要 作用 的 一 种 更 复杂 的 分 组 密 
码 进行 讨论 (忽略 细节 的 描述 )， 称 其 为 数据 加 密 算法 .本 节 最 后 ， 我 们 将 给 出 另 一 种 密码 : 
流 密码 ， 其 中 密 钥 将 随 着 字符 (或 比特 信息 ) 的 变动 而 改变 . 


维 吉 尼 亚 密 码 


首先 我 们 将 讨论 以 法 国外 交 家 和 和 密码 学 家 布 莱 斯 * 维 吉 尼 亚 命名 的 维 吉 尼 亚 密 码 ， 对 明文 

的 相同 字母 我 们 将 变换 加 密 方式 ， 维 吉 尼 亚 密码 的 密 钥 是 一 个 关键 词 《1f,…《,， 假 设 l, 
4,，…,《," 对 应 的 等 价 数值 分 别 为 ，k，…，k,. 为 了 加 密 明 文 信息 ， 首 先 将 其 拆 分 为 长 度 
H n 的 字母 组 .等 价 数 值 为 p,，p,，…，p, 的 一 组 字母 转换 为 一 组 密 文 信息 ， 其 对 应 的 等 价 数 
值 为 ce, ，c ，…，c*， 用 移 位 变换 表示 如 下 : 

c; = p, + k,(mod 26) , 0zxc, x25, 
HP i=l, 2,，…，n， 维 吉 尼 亚 密码 是 将 长 度 为 n 的 明文 信息 字母 组 加 密 成 为 相同 长 度 的 密 文 
. 信息 字母 组 的 加 密 算法 .其 密 钥 是 TAA, ka, e, k) (终端 的 不 足 n 个 数字 的 数组 可 
以 用 一 些 哑 字 符 来 填充 )， 因 此 可 以 将 维 吉 尼 亚 密 码 看 成 是 用 长 为 n 的 密 钥 对 每 组 长 为 n 的 数 
组 进行 加 密 的 密码 系统 . 

例 8.6 利用 密 钥 为 YTWOK 的 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 明文 信息 MILLENNIUM， 首 先 将 明文 和 
密 钥 转换 为 等 价 的 数字 ， 信 息 中 的 字母 和 密 钥 中 的 字母 分 别 转换 为 | 
PıP2P3P4PsP6P1PsPoPio = 12 8 11 114 13 13 8 20 12 
和 
k kk kk, = 24 19 22 14 10, 

应 用 具有 特定 密 钥 的 维 吉 尼 亚 密码 ， 得 到 加 密 信息 中 的 字符 ; 

c, = p, +k, = 12 +24 = 10( mod 26) 

€; = p, +k, 2 8 +19 = l(mod 26) 

€, = p, +k, 2 11 +22 = 17( mod 26) 

€, = p, +k, = 11 +14 = 25(mod 26) 

€; = p, +k, 2 4 +10 = I4( mod 26) 

ce = pg +k, = 13 +24 = 11 (mod 26) 

€; = p, + k, = 13 +19 = 6( mod 26) 

cs = p, +k, = 8 +22 = 4( mod 26) 

co = p, + k, = 20 +14 = 8( mod 26) 

Cio = Pio + k, 2.12 + 10 = 22( mod 26). 
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布 菜 斯 . 维 吉 尼 亚 (Blaise De Vigenère, 1523—1596) 生 于 法 国 的 圣 普尔 坎 ， 并 接受 了 
良好 的 教育 ，17 岁 进入 国会 议院 ， 于 22 岁 担任 沃 木 斯 国会 秘书 ， 1547 "mre 
ARREBB, 1549 年 被 派 往 罗 马 任 外 交 官 . 在 此 期 间 ， 他 阅读 了 大 量 与 密码 学 有 关 的 
书籍 ， 并 与 罗马 教廷 的 专家 深入 讨论 了 这 一 学 科 . 1570 年 ， 维 吉 尼 亚 结束 了 漫长 的 曾 
. 被 学 习 打 断 的 外 交 生 源 ， 从 国会 退休 .与 一 年 轻 女 子 结婚 ,并 将 自己 的 养老 金 施舍 给 
了 巴黎 的 穷人 ， 而 后 埋 身 写作 .他 的 著作 超过 20 部 ， 其 中 最 出 名 的 是 1585 年 完成 的 
《数字 密码 学 》 (Traicté des Chiffres)， 在 这 本 书 中 ， 维 吉 尼 亚 给 出 了 密码 学 的 全 面 概述 ， 对 多 字符 密码 
进行 了 深入 讨论 ， 并 对 多 字符 密码 的 诸多 已 知 的 变种 做 了 介绍 ， 其 中 包括 自动 密 钥 密码 . 许多 历史 学 
家 认为 此 密码 应 该 直接 称 为 “ 维 吉 尼 亚 ” 而 不 是 以 他 的 名 字 命 名 . 

维 吉 尼 亚 的 著作 不 只 是 关于 密码 学 ， 在 他 的 《数字 密码 学 》 中 也 包含 了 对 魔术 、 炼金 术 和 宇 窗 奥 
秘 的 探讨 ， 其 中 对 在 星 的 研究 帮助 人 们 消除 了 上 帝 让 蔡 星 飞 临 地 球 是 为 了 警告 人 们 停止 犯罪 的 迷信 . 


将 数值 转换 回 等 价 字母 ， 得 到 被 加 密 的 信息 为 KBHZO LGEIW. 4 
例 8.7 解密 用 密 钥 为 ZORRO 的 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 密 文 信息 FFFLB CVFX， 首 先 将 密 文 
信息 的 字符 转换 为 等 价 数值 ， 得 到 ciccycscscec1cscs =55 5 11 1221 5 23， 密 钥 的 等 价 数值 为 
kk,k kk, =25 14 17 17 14， 为 了 得 到 明文 信息 的 等 价 数值 ， 进 行 如 下 操作 : 
Pi 三 Cc -k 25-25 2 6(mod 26) 
Pa =c, -k, = 5 -14 = 17(mod 26) 


Ps = & — k, 25-17 = 14( mod 26) 
Pa = c, - k, = 11 - 17 = 20( mod 26) 
ps 三 cs -ks 21-14 = 13( mod 26) 
Pe = ec, -k, 22-25 = 3( mod 26) 


Pı = & — k, = 21 - 14 = 7(mod 26) 
ps 三 cs — k, = 5 —17 = 14( mod 26) 
p, = c, - k, = 23 - 17 = 6( mod 26). 
将 数值 转换 回 相应 的 字母 ， 则 明文 信息 为 GROUNDHOG. 4 


维 吉 尼 亚 密 码 分 析 


st ee ed en EET den ed 
然而 ,在 19 世纪 中 期 ， 技 术 的 进步 使 得 维 吉 尼 亚 密码 被 成 功 破解 .1863 F, KELER IE 
德里 希 ' 卡 西 斯 基 提 出 了 一 种 可 以 确定 维 吉 尼 亚 密 码 密 钥 长 度 的 方法 ， 这 种 方法 现在 被 称 为 卡 
西 斯 基 测 试 法 ， 而 一 旦 知道 了 密 钥 的 长 度 ， 对 密 文 的 频率 分 析 就 可 以 用 来 找 出 密 钥 的 字符 ， 就 
像 许多 发 明 只 是 以 大 家 推测 的 首 个 发 明 者 命名 一 样 ， 卡 西 斯 基 并 不 是 首先 发 现 这 一 方法 的 . 现 
在 我 们 知道 ， 查 尔 斯 * 巴 贝 奇 早 在 1854 年 就 发 现 了 同样 的 方法 ， 然而 ， 巴 贝 奇 的 方法 却 推迟 
了 很 多 年 才 公 开 . 推迟 是 由 于 英国 国家 安全 的 原因 . 英国 军 方 早 就 利用 巴 贝 奇 的 测试 成 功 破解 
了 天方 情报 并 就 此 保密 . 
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卡 西 斯 基 的 方法 是 基于 寻找 密 文 中 的 相同 字符 串 。 当 信息 用 密 铀 长 度 为 4 的 维 吉 尼 亚 密码 
加 密 时 ， 明 文中 距离 为 n 的 倍数 的 相同 字符 串 被 加 密 为 相同 的 字符 串 ( 习 题 5)， 一 般 来 讲 ， 卡 
西 斯 基 测试 是 基于 找 出 密 文中 长 度 为 三 或 以 上 的 相同 字符 串 ， 这 些 字符 串 可 能 与 明文 中 的 相同 
字符 串 对 应 ， 对 于 密 文 中 的 每 一 对 相同 字符 串 ， 我 们 需要 找 出 它们 起 始 字符 的 位 置 差 距 ， 假 设 
密 文中 有 左 对 这 样 的 相同 字符 串 ， 并 且 d ， d, d, =, d, 是 其 起 始 字符 的 距离 ， 如 果 密 文中 
的 这 些 相同 字符 串 的 确 对 应 明文 的 相同 字符 串 ， 那 么 密 钥 长 度 ” 一 定 整除 每 个 整数 di(i =1， 
2, k), Mn 整除 这 些 整数 的 最 大 公 因 子 (d)，d,,， dp, =, di). 

由 于 明文 的 不 同 字符 串通 过 密 钥 的 不 同 部 分 可 以 被 加 密 成 相同 的 密 文 ， 因 此 密 文中 有 些 相 
同 字 符 串 的 起 始 位 置 的 差距 应 该 是 无 关 的 ， 可 以 忽略 .我 们 可 通过 计算 一 部 分 而 不 是 全 部 上 述 
整数 的 最 大 公 因 子 来 解决 这 一 问题 . | 

我 们 可 以 用 第 二 个 测试 方法 来 帮助 我 们 检查 是 否 找到 了 正确 的 密 钥 长 度 ， 这 种 检测 法 是 由 
美国 著名 密码 学 家 威廉 姆 . 弗 莱 德 曼 于 1920 年 发 明 的 ， 它 是 通过 研究 密 文字 母 频率 的 变化 来 
估计 维 吉 尼 亚 密码 中 密 钥 的 长 度 ， 弗 莱 德 曼 注意 到 英文 信息 中 字母 频率 有 较 大 的 变化 ， 但 是 随 
着 维 吉 尼 亚 密码 中 密 钥 长 度 的 增加 ， 这 一 变化 却 会 越 来 越 小 

弗 莱 德 曼 介 绍 了 一 种 称 为 重合 次 数 的 方法 ， 对 于 给 定 的 具有 个 字符 的 字符 串 x, 
x2，*…,%,， 重 合 次 数 记 为 IC， 它 是 此 字符 串 中 随机 选择 的 两 个 元 素 相 同 的 概率 ， 现 在 假定 我 
们 处 理 的 是 英文 字母 串 并 且 字 母 A，B，…,， Y Z 在 此 字母 串 中 的 出 现 次 数 分 别 为 态 ， 
Fis fa M fas: 

因为 第 i 个 字母 出 现 了 _ 次 ， 所 以 总 共有 

ss 
2 2 


种 方法 选择 两 个 元 素 使 得 它们 都 是 第 i 个 字符 .由 于 有 (7) =n(n -1)/2 种 方法 在 此 字符 串 中 
选择 两 个 字符 ， 我 们 可 以 推出 这 个 字符 串 的 重合 次 数 是 

LAG -0 
^o n(n-10D^ 

AOEGEXCHIOCIBIS e ETE. HUARBICRUURAE, WEEK HARARE -REL 
中 的 频率 (如 表 8.4 BUR). BUE po. Po cns pa RIDERE A, B, =, Y 和 的 出 现 概率 ， 则 


随机 选择 的 两 个 字母 都 是 A 的 概率 是 pp， 都 是 B 的 概率 是 pt， 依 此 类 推 . 所 以 ， 我们 期 望 此 
明文 的 重合 次 数 接近 


IC 


25 


$ pi ~ 0.065. 


(此 求 和 公式 用 到 的 p.(i=0，1，…，25) 可 以 在 [SI02] 中 找到 . ) 此 外 ， 这 一 推理 对 字符 密码 
产生 的 密 文 也 是 适用 的 ， 对 于 字符 密码 ， 密 文中 某 个 字符 的 出 现 概率 等 于 明文 中 其 相应 字符 的 


出 现 概率 ， 所 以 对 于 字符 密码 加 密 后 的 密 文 而 言 ， 和 式 Y 的 各 项 虽然 被 置换 ， 但 和 不 变 . 
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为 了 应 用 重合 次 数 确定 我 们 猜测 的 密 钥 长 度 大 是 否 正确 ， 将 密 文 信息 分 为 上 个 部 分 . 第 一 
部 分 包括 位 置 为 1，k+1;， 2k+1，… 的 字符 ; 第 二 部 分 包括 位 置 为 2, k «2, 2k +2，… 的 字 
4f; 如 此 等 等 ， 我 们 对 不 同 部 分 的 重合 次 数 分 别 进行 计算 ， 如 果 猜 测 正确 ， 则 这 些 重合 次 数 中 
的 每 一 个 都 应 该 接近 0. 065， 反 之 ， 如 果 猜 测 是 错 的 ， 这 些 值 很 有 可 能 小 于 0.065， 它 们 将 可 
能 十 分 接近 随机 英文 字符 串 的 重合 次 数 ， 即 1/26 ~ 0. 038. (这 一 重合 次 数 可 以 用 一 般 英文 信 
息 的 字母 出 现 频率 来 计算 . ) 

对 于 密 文 的 每 一 部 分 ， 我 们 试图 通过 频率 检测 找到 被 用 来 加 密 的 密 钥 中 的 字母 ， 通 过 确定 
密 文中 出 现 频率 最 高 的 字母 ， 并 假定 它们 与 一 般 英 文中 出 现 频率 最 高 的 字母 相对 应 ， 进 而 找 出 
最 可 能 的 密 钥 字母 ， 为 了 检验 猜测 是 否 正确 ; 可 以 将 用 此 密 钥 字母 加 密 的 信息 的 字母 出 现 频率 
和 此 段 密 文 中 的 字母 出 现 频率 进行 比较 

一 旦 我 们 作出 了 对 密 钥 字 母 的 最 好 猜测 ， 就 可 以 尝试 用 已 计算 出 的 密 钥 解密 信息 .如果 解 
出 了 有 意义 的 信息 ， 则 可 推断 解 出 了 正确 的 明文 ， 反之， 如果 得 出 的 是 没有 意义 的 信息 ， na 
要 重新 开始 检验 其 他 的 可 能 性 . 

下 例 给 出 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 信息 的 密码 分 析 过 程 . 

例 8.8 假设 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 明文 生成 的 密 文 为 : 


QWHID DNZEM WTLMT BKTIT EMWLZ 
WVCVE HLTBS TUDLG WNUJE WJEUL 
EXWQO SLNZA NLHYQ AL WEH VOQWD 
VQTBWIILURY STIJW CLHWW RNSIH 
MNUDI YFAVD ELAGB LSNZA NSMIF 
GNZEM WALWL CXEFA BYJTS SNXLH 
YHULK UCLOZ Z AJ HI HWS M 


下 面 我 们 描述 对 该 六 信息 的 破解 步 又 . 首先 应 用 卡 西 斯 基 检 测 ， 寻 找 密 文中 的 重复 三 字母 
组 ， 如 下 表 所 示 : 


三 元 组 。” 起 始 位 置 起 始 位 置 间距 


EMW 9, 21, 129 12, 108, 120 
ZEM 8, 128 120 
ZAN 59, 119 60 
NZE 7, 127 120 
NZA 58, 118 60 
LHY 62, 149 87 


ALW 66, 132 66 


密 文中 长 度 为 3 的 相同 数据 块 的 位 置 间距 是 12, 60, 66, 87, 108 和 .120. HF(12, 60, 66, 
87, 108, 120) =3， 猜 测 密 钥 长 度 为 3. 

假定 这 一 猜测 是 正确 的 ， 将 密 文 拆 分 为 3 个 不 同 的 部 分 . 第 一 组 包含 位 置 为 1， Hes 
169 的 字母 ;第 二 组 包含 位 置 为 2，5，8，…，167 的 字母 ， 第 三 组 包含 位 置 为 3， 9 ss, 
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168 的 字母 .. 为 了 确认 我 们 的 猜测 是 正确 的 ， 对 三 部 分 密 文 的 重合 次 数 进行 计算 ,分 别 得 到 
0.071, 0.109 和 0.091. (重合 次 数 的 具体 计算 留 给 读者 ， 见 习题 12. ) 其 中 一 个 十 分 接近 英 
文 信息 的 重合 次 数 0. 065， 其 他 两 个 则 比 它 大 得 多 .这 表明 3: 或 许 是 正确 的 密 钥 长 度 .. 由 于 密 
文 十 分 短 ， 这 些 重 合 次 数 不 是 如 预期 的 那样 接近 0.065， 这 并 非 什么 太 大 的 问题 ， 注 意 ， 如 果 
我 们 的 猜测 是 错误 的 ， 则 某 个 重合 次 数 应 如 我 们 期 望 小 于 0.065 ,或许 更 接近 0. 038. 

继续 一 些 工作 后 ( 留 给 读者 ) ， 我 们 得 到 加 密 的 密 钥 是 USA， 并 且 对 应 的 明文 是 


WEHOL DTHES ETRUT HSTOB ESELF 
EVIDE NTTHA TALLM ENARE CREAT 
EDEQU ALTHA TTHEY AREEN DOWED 
BYTHE I RCRE ATORW I THCE RTAIN 
UNALI ENABL ERI GH TSTHA TAMON 
GTHES EAREL I FELI BERTY ANDTH 
EPURS UI TOF HAPPI NESS 


这 段 明文 出 自 美 国 的 独立 宣言 .原文 为 : “We hold these truths to be self-evident, that all 
men are created equal, that they are endowed by their Creator with certain unalienable Rights, that 
among these are Life, Liberty, and the pursuit of Happiness. ”更 多 关于 维 吉 尼 亚 密码 的 分 析 请 参 
考 [St02] 和 [TrWa02 ]. l 4 


希 尔 密码 


FIR (HIL) 密码 是 由 莱 斯 特 : 希 尔 于 1929 年 发 明 的 分 组 密码 . 为 了 介绍 希 尔 密码 ， 首 先 
考虑 双 字 母 密码 ; 在 这 些 密码 中 明文 的 两 个 字母 组 成 的 字母 组 被 密 文 的 两 个 字母 组 成 的 字母 组 
所 替代 ， 下 面 举 例 示意 这 一 过 程 . 

例 8.9 为 了 用 双 字 母 希 尔 密 码 加 密 信息 ， 首 先 将 信息 中 的 字母 分 为 两 个 一 组 (如 果 最 后 
一 组 为 一 个 字母 ， 则 在 信息 最 后 添加 虚 字 母 X， 使 之 含有 两 个 字母 )， 例 如 ， 信 息 

THE GOLD IS BURIED IN ORONO 
被 拆 分 为 
TH EG OL DI SB UR IE DI NO RO NO. 
下 一 步 ， 将 这 些 字母 转换 为 等 价 数值 (如 前 例 ) ， 得 到 
197 4 6 1411 38 181 2017 84 38 
13 14 17 14 13 14. 


莱 斯 特 . 希 尔 (Lester S. Hill, 1891—1961) 生 于 纽约 .他 毕业 于 哥伦比亚 学 院 ， 并 于 1926 年 在 耶鲁 大 学 
获得 了 数学 博士 学 位 ， 他 曾 任职 于 蒙 大 拿 大 学 、 普 林 斯 顿 大 学 、 缅 因 大 学 、 耶 鲁 大 学 和 纽约 汉 特 学 院 . 


希 尔 对 将 数学 应 用 到 通信 和 领域 十 分 感 兴趣 . 他 发 明了 检测 电报 的 密码 数字 准确 度 的 方法 和 著名 的 希 尔 密 
码 加 密 方 法 ， 在 30 多 年 的 时 间 中 ， 希 尔 向 美国 海军 提交 了 很 多 关于 处 理 多 字母 密码 的 密码 论文 . 


明文 信息 的 每 一 组 数字 P P, 被 转换 为 密 文 数字 C,0,, 3E BOE XC C, 是 P, 和 P. 的 一 个 线性 
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组 合 模 26 的 最 小 非 负 剩余 ，C, 为 P, M P, 的 另 一 个 线性 组 合 模 26 的 最 小 非 负 剩余 .例如 ， 令 
C, 25P, +17P,(mod 26), 0 <C,<26 
C, = 4P, +15P,(mod 26), 0 < C,<26, 
在 此 情况 下 ， 第 一 个 数据 块 19 7 被 转换 为 6 25， 这 是 因为 
cC =5 * 19 +17 -7 = 6(mod 26) 
C, =4:19 +15 -7 = 25( mod 26). 
对 全 文 进行 上 述 操作 ;得 到 下 面 的 密 文 ， | 
625 182 2313 212 39 2523 414 212 172 1118 172. 
将 其 转 成 字母 ， 有 如 下 密 文 : | 
GZ SC XN VC DJ ZX EO VC RC LS RC. 
这 一 密码 系统 的 解密 过 程 是 由 定理 4. 15 推出 的 .为 了 找到 密 文 数据 组 C, C, 对 应 的 明文 数据 组 
PiP,， 利 用 如 下 关系 : 
P, = 17C, +5C,(mod 26) 
P, = 18C, + 23C, (mod 26). 
(读者 应 自己 验证 ， 用 定理 4.15 可 推出 这 一 关系 . ) < 
例 8.9 中 的 双 字 母 密码 系统 用 和 矩 阵 描述 更 为 简便 .对 此 密码 系统 ， 我 们 有 


IH epee 


由 定理 4. 17， aem P mew NT 
定理 4. 16 表明 解密 可 用 下 面 的 关系 实现 : 


[.]- pe Ei ' | (moa 26). 


一 般 而 言 ， 希 尔 密 码 系 统 是 将 明文 分 为 长 度 为 n 的 数据 组 ， 并 将 字母 转换 为 等 价 数值 ， 然 后 利 
用 如 下 关系 生成 密 文 : 
C = AP(mod 26) , 
C, P, 


2 


C; 
HB AE nxn, (detA, 260 -1, C=| | DER P= eC, 是 对 应 明文 数据 组 


C, P, 
P Prop, 的 密 文 数据 组 ， 最 后 将 密 文 数字 转 为 字母 ， 对 于 解密 ， 我 们 利用 矩阵 4， 即 4 模 26 
的 逆 矩 隆 ， 可 以 通过 定理 4.19 得 到 .由 于 AA-I(mod 26)， 故 有 
| AC = A(AP) = (AA)P = P(mod 26). 
所 以 ， 明 文 可 以 通过 以 下 关系 由 密 文 得 到 : 


* 
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P = AC(mod 26). 
$08.10 Hn 23 和 如 下 的 加 密 和 矩阵 示意 这 一 过 程 : 


11 2 19 
4 = | 5 23 s| 
20 7 1 
HJ detA =5(mod 26), WA (detA, 26) =1， 为 了 加 密 数 据 组 长 度 为 3 的 明文 信息 ， 利 用 下 


RRA: 
C, P, 
HE 
C, P, 


要 加 密 信息 STOP PAYMENT， 首 先 将 信息 拆 分 为 长 度 为 3 的 数据 组 ， 并 添加 虚 字 母 X 补充 最 
后 一 组 ， 我 们 有 如 下 明文 数据 组 : 


( mod 26). 


STO PPA YME NTX. 
将 字母 转换 为 对 应 的 数值 : 
1819 14 15150 24124 13 1923. 
第 一 个 密 文 数据 组 通过 下 述 方法 得 到 : 


C, 11 2 193r18 8 
C,|- | 5 23 ae - Hn 26). 
C, 20 7 1-614 13 


以 同样 方式 加 密 全 文 ， 得 到 密 文 如 下 : 
81913 13415 0222 20110. 
将 此 信息 转 为 字母 ， 有 下 面 的 密 文 : 
ITN NEP ACW ULA. 
这 种 多 字母 密码 系统 的 解密 过 程 需要 通过 如 下 变换 从 密 文 数据 组 得 到 相应 的 明文 数据 组 : 


P, C, 
2m C, |( mod 26) , 
P, C, 
其 中 
6 -5 1 
XE zu E 
A E MEE. 


是 4 模 26 WIERE, CUT DITXERE 4.19 得 到 . 

由 于 多 字母 密码 的 操作 对 象 是 数据 组 而 不 是 单个 的 字母 ， 所 以 基于 字母 频率 的 密码 分 析 是 
不 易 将 其 攻破 的 ， 然 而 ， 数 据 组 长 度 为 n 的 多 字母 密码 是 易 被 基于 长 度 为 n 的 数据 组 的 频率 分 
析 所 破解 的 . .例如 ， 对 于 双 字 母 密 码 ， 长 度 为 2 的 数据 组 共有 26 = 676 种 ， 在 一 般 英文 文本 
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中 双 字母 的 相对 出 现 频率 已 经 通过 研究 整理 出 来 ， 通 过 对 比 密 文中 的 双 字 母 的 出 现 频率 与 一 般 
英文 文本 中 双 字 母 的 出 现 频率 ， 一 般 是 可 以 成 功 破解 双 字 母 密码 的 ， 例如， 通过 计数 可 以 发 
现 ， 英 文 出 现 频率 最 高 的 双 字 母 是 TH， 紧 随 其 后 的 是 HE， 如 果 在 应 用 的 希 尔 双 字 母 密码 系统 
中 ， 出 现 频率 最 高 的 双 字 母 是 KX， 次 之 的 是 VZ， 那 么 则 可 以 猜测 密 文 的 双 字 母 组 KX 和 VZ 
分 别 对 应 明文 的 TH 和 HE. 也 就 是 说 ， 数 据 组 19 7 和 7 4 被 分 别 转换 为 10 23 和 21 25. 如果 
AREE A 是 加 密 和 矩阵 ， 则 有 


4 下 区 em 
由 于 | 4 H 2b 7 


|7 4 


ea | moa 26)R35, 44A 


10 211r4 19 23 17 
^2 allo 9 cnm. 
23 25]|[19 19 21 2 


2. 9 


这 可 能 是 一 个 密 钥 ， 在 尝试 利用 4 = 对 密 文 进行 破译 之 后 ， 就 将 知道 上 述 推测 是 否 正 
5 23 


确 . 


- 4 
通常 来 说 ， 假 设 我 们 知道 明文 中 长 度 ”的 数据 组 和 密 文 长 度 n 的 数据 组 之 间 的 n 个 对 应 ， 例 
如 ， 假设 密 文 数 据 组 CC, C = 1 , 2, UNS n) 分 别 对 应 明文 数据 组 POP zi , 2, e), 


则 有 
| ; 
Gi 


Jj 


(mod 26) , 


Pj 
其 中 j=1, 2, =, n. 
这 nn 个 同 余 式 可 以 用 和 矩阵 同 余 式 简洁 地 表示 为 
AP = C(mod 26), 
HP PAC 是 nxn 阶 矩阵， 它们 的 第 立 个 元 素 分 别 是 Py 和 Ci。 如 果 (detP，26) =1， 我 们 可 
以 通过 下 式 找到 加 密 和 矩阵 : : 
A = CP(mod 26), 
其 中 了 是 P 模 26 n3). 
基于 多 字母 出 现 频率 的 密码 分 析 仅 仅 对 于 小 n 值 时 是 有 效 的 ， 其 中 是 多 字母 的 长 度 ， 例 
如 ， 当 n=10 时， 总 共有 26"( 接 近 1.4x10") 种 此 长 度 的 多 字母 ， 对 于 这 些 多 字母 的 任何 相 
对 频率 分 析 都 不 是 十 分 有 效 . 


数据 加 密 标准 和 相关 密码 


在 过 去 20 年 间 ， 应 用 在 商业 和 政府 上 最 重要 的 密码 是 数据 加 密 算法 (DEA)， 它 作为 数据 
加 密 标准 (DES) (联邦 信息 处 理 标 准 46 -1) 于 1977 年 被 联邦 政府 所 标准 化 ， 它 是 由 IBM 公司 
发 明 的 ; 在 成 为 标准 之 前 作为 金星 (Lucifer) 密 码 而 出 名 .DEA 是 一 种 分 组 密码 ， 利 用 64 比特 
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的 密 钥 (其 中 密 钥 的 最 后 8 个 比特 在 使 用 之 前 是 被 拆 开 的 ， 以 用 于 奇偶 检验 ) 将 64 比特 的 数据 
组 转换 为 64 比特 的 密 文 数据 组 . 

DEA 的 加 密 过 程 十 分 复杂 ， 在 此 不 做 详细 描述 .方法 大 致 如 下 : 首先 通过 置换 加 密 64 Lb 
特 的 明文 数据 组 ， 然 后 对 作用 于 64 比特 字符 串 的 左右 两 边 的 函数 以 特定 方式 迭代 16 次 ， 最 后 
应 用 初始 置换 的 逆 置 换 ， 此 密码 的 细节 可 以 在 参考 资料 [ 8002 ] 和 [MevaVa97 ] 中 查看 . 对 任何 
一 个 使 用 本 书 经 过 合格 的 数学 训练 的 学 生来 说 ， 上 述 细节 都 是 很 容易 理解 的 ; 当然 它们 也 是 十 
分 元 长 . 

DEA 是 对 称 密 码 ， 信 息 的 发 送 和 接收 双方 必须 知道 相同 的 保密 密 钥 ， 此 密 钥 被 同时 用 来 
加 密 和 解密 分配 DEA 的 安全 密 钥 是 一 个 十 分 困难 的 问题 ， dk 55] 9585 (8.4 节 ) 中 有 所 提 及 . - 

尽管 DEA 没有 被 破解 ， 也 就 是 说 没有 针对 它 的 简单 攻击 被 发 现 ， 但 是 对 于 强力 分 析 它 却 
比较 脆弱 ， 现 今 可 以 在 一 天 之 内 穷 举 搜索 所 有 2” 个 可 能 的 密 钥 .由 于 易 受 此 类 算法 的 攻击 ， 
美国 标准 技术 研究 所 (National Insitute of Standards and Technology，NIST) 决 定 1998 年 之 后 就 不 
再 批准 使 用 DES. 

2000 年 12 H, NIST 采用 了 一 种 新 的 称 为 高 级 加 密 标 准 (Advanced Eneryption Standard, 
AES) 的 算法 作为 美国 政府 的 官方 加 密 标准 .这 种 算法 是 由 两 位 比利时 科学 家 一 一 琼 戴尔 蒙 
(Joan Daemen) 和 文 森 特 ， 瑞 蒙 (Vincent Rijmen) 发 明 的 ， 并 以 它 的 发 明 者 命名 为 瑞 戴 ( Rijndael). 
在 长 达 三 年 的 竞争 中 ， 瑞 戴 算法 从 提交 的 各 种 候选 加 密 标准 中 脱颖而出 ， 被 采纳 作为 高 级 加 密 
算法 ，AES 算法 可 以 利用 128, 192 和 256 比特 的 对 称 密 钥 来 加 密 和 解密 128 比特 的 数据 组 . 
AES 的 复杂 性 和 密 钥 所 支持 的 长 度 使 其 多 年 来 都 可 以 抗 强力 攻击 ， 美国 政府 希望 AES 能 保持 
至 少 20 年 安全 有 效 . 


流 密 码 


截至 目前 ， 我 们 所 讨论 的 方法 都 是 用 同一 个 密 钥 来 加 密 所 有 字符 (或 者 数据 组 )， 一 且 知 
道 了 一 个 明文 - 密 文 信息 对 ， 密 钥 就 可 以 被 确定 下 来 . 为 了 增强 安全 性 ， 可 以 通过 改变 加 密 连 
续 字 符 的 密 钥 来 实现 .为 了 讨论 这 种 加 密 方 法 ， 首 先 给 出 一 些 术 语 . 

密 钥 空间 .多 中 的 一 个 序列 k, E. RS, NOS EAR AL. SEDES k, 的 加 密 函 数 记 作 E, 
流 密 码 是 利用 密 钥 流 & ，k,，k,，… 将 明文 串 pip,p;… 转 换 为 密 文 字符 串 clcxc;… 的 密码 ， 其 中 
c; = (p;)， 相 应 的 解密 函数 为 D,(c,) =p;， 其 中 d, 是 对 应 密 钥 的 解密 密 铀 . 

我 们 可 以 用 多 种 方式 为 流 密码 生成 密 钥 流 ， 例 如 ， 可 以 随机 选择 一 些 密 钥 生 成 密 钥 流 ， 或 
者 可 以 利用 密 钢 流 生成 器 ， 它 是 一 个 输入 起 始 密 钥 序 列 (种 子 序列 ) 后 会 生成 连续 密 钥 的 函数 ， 
可 能 会 用 到 前 面 的 明文 中 的 符号 . 

最 简单 ( 非 平 几 ) 的 流 密码 是 维尔 南 (Vernam) 密码 ， 由 吉尔 伯 特 . 维尔 南 于 1917 年 提出 并 . 
应 用 于 电报 信息 的 自动 加 密 和 解密 .在 这 一 流 密码 中 ， 密 钥 流 是 和 明文 信息 一 样 长 的 比特 串 
ko…k,， 其 中 明文 信息 比特 串 为 p,p,…p 明文 比特 信息 用 如 下 映射 加 密 : 

E, (pi) = k, + p,( mod 2). | 

在 维尔 南 密码 中 只 有 两 种 加 密 映 射 。 当 =0 时 ，E, 是 将 0 映 到 0，1 映 到 1 的 恒 等 映 射 ， 当 
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及 =1 时 ， 映 射 及 将 0 映 到 1， 将 1 映 到 0， 与 之 相对 应 的 解密 变换 D, 与 E, 相同 . 

例 8.11 利用 密 钥 流 为 1 1000 1111 的 维尔 南 密码 加 密 明 文 比特 串 0 1111 0111， 得 到 比 
特 串 1 0111 1000， 其 中 每 一 比特 都 是 由 明文 和 密 铀 流 的 比特 相 加 得 到 . 解密 只 需要 重复 这 一 
操作 . 4 

维尔 南 密 码 中 的 密 钥 流 只 能 用 一 次 (习题 38 ). 当 维尔 南 密码 的 密 钥 流 是 随机 选择 的 并 且 
只 用 来 加 密 一 条 明文 信息 时 ,被 称 为 一 次 一 密 钥 (one-time pad). 可 以 证 明 一 次 一 密 钥 在 如 下 
意义 是 不 可 破解 的 : 解密 者 破解 用 随机 选取 的 且 只 用 一 次 的 密 钥 流 加 密 的 密 文 和 简单 地 去 猜 明 
文字 符 串 差不多 .维尔 南 密码 的 问题 是 密 钥 流 必须 至 少 和 明文 信息 一 样 长 ， 并 且 必 须 在 愿意 使 
用 一 次 一 密 钥 的 双方 之 间 安 全 传递 ， 因 此 ， 除 非特 别 敏 感 信息 (通常 是 外 交 和 军事 方面 ), 一 
次 一 密 钥 是 不 被 使 用 的 . 

下 面 介 绍 另 一 种 流 密码 ， 即 由 维 吉 尼 亚 于 16 世纪 发 明 的 自动 密 钥 密码 .自动 密 钥 密码 采 
用 一 个 起 始 种 子 密 钥 ， 为 单个 字符 .随后 的 密 钥 是 明文 字符 .特别 地 ， 自 动 密 钥 密码 对 第 一 个 
字符 以 外 的 每 一 明文 字符 ， 移 动 值 为 前 一 字符 的 等 价 数值 模 26; 以 种 子 字符 模 26 的 等 价 数值 
移动 第 一 一 个 字符 . 也 就 是 说 ， 自 动 密 钥 密 码 通 过 如 下 变换 加 密 字符 p: 

c, = p, + k,(mod 26) , 
其 中 忆 是 明文 的 第 i 个 字符 的 对 应 数值 ，c; 是 密 文 的 第 i 个 字符 的 对 应 数值 ，k, 为 密码 流 的 第 i 
个 字符 的 对 应 数值 ， 且 k =s, s 为 种 子 字符 的 对 应 数值 ， 并 且 对 于 i=2 有 - pis 

解密 用 自动 密 钥 密码 加 密 的 信息 需要 知道 种 子 字符 .我 们 从 第 一 个 密 文字 符 的 对 应 数值 模 
26 减 去 种 子 字符 数值 得 到 明文 的 首 个 字符 ， 然 后 从 对 下 一 个 密 文字 符 模 26 减 去 前 一 个 明文 字 
符 的 对 应 数值 得 到 下 一 个 明文 字符 . 


吉尔 伯 特 . 维尔 南 ( Gilbert S$。Vernam，1890 一 1960) 生 于 纽约 的 布鲁克 林 ， 在 伍 斯 
特 理工 学 院 毕 业 后 ， 他 在 美国 电话 电报 公司 (AT&T) 获 得 了 一 份 工 作 . 他 可 以 不 用 
实际 搭建 电路 而 在 头脑 中 将 其 想 出 .他 的 聪明 才智 十 分 出 名 ; 有 一 个 故事 提 及 他 
时 是 这 样 的 : 每 天 晚上 当 他 躺 在 沙发 上 的 时 候 ， 总 是 会 问 : “现在 我 能 发 明 什 么 
呢 ?” 在 美国 电话 电报 公司 期 间 ， 他 发 明了 通过 电 传 打 字 机 进行 信息 传输 的 方法 ， 
这 是 第 一 个 安全 的 自动 密码 系统 ， 同 时 他 还 发 明了 加 密 数字 图 像 的 技术 . 维尔 南 
还 曾 任职 于 国际 通信 实验 室 和 邮政 电报 电话 公司 . 在 密码 学 和 电报 交换 系统 的 发 明 中 ,他 总 共 拥 有 
65 项 专利 . 


下 面 的 例子 演示 了 自动 密 钥 密码 的 加 密 和 解密 过 程 . 
$018.12. ”利用 种 子 字符 为 X( 等 价 数值 为 23 ) 的 自动 密 钥 密码 加 密 明 文 信息 HERMIT， 首 
先 将 HERMIT 转换 为 对 应 数值 74 17 12 8 19.， 密 钥 流 由 23 7 4 17 12 8 组 成 ， 密 文 信息 中 的 字 
符 的 对 应 数值 为 
p, +k; — 7 +23 = 4(mod 26) 
Pa +k, =4 +7 = 11(mod 26) 
Pp, +k, = 17 +4 = 21 (mod 26) 
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Pa +k, = 12 +17 =3(mod 26) 
p; + k, 2 8 +12 = 20( mod 26) 
Ps + k; = 19 +8 = 1(mod 26). 


将 其 转换 成 字母 ， 得 到 密 文 信息 为 ELVDUB. 
例 8.13 -解密 用 种 子 字符 下 加密 的 自动 密 钥 密码 加 密 的 密 文 信息 RMNTU ， 首 先 将 密 文字 
符 转 为 对 应 数值 17 12 13 19 20， 明 文 的 第 一 个 字符 的 等 价 数值 可 通过 计算 下 式 得 到 : 


pl =cl-s= 上 17-5=12(mod26). 


利用 如 下 算式 得 到 明文 后 面 字 符 的 对 应 数值 : 


P =c -p =12-12 


O( mod 26) 
P = & - p, =13-0 13 (mod 26) 
P4 = c, — p, 719-13 = 6( mod 26) 
P; = & ~p, =20-6 = 14( mod 26) 


将 等 价 数值 换 成 字母 得 到 明文 信 息 是 MANGO. 
我 们 只 是 简单 介绍 了 流 密码 这 一 高 深 学 科 的 表层 内 容 ， 更 多 关于 流 密码 的 知识 ， 包 括 流 密 
码 在 实际 应 用 中 的 破解 ， 请 查阅 [ MevaVa97 ]. 


8. 2 节 习 题 


1. 


3. 


利用 加 密 密 钥 为 SECRET 的 维 吉 尼 亚 密码 加 密 如 下 信息 : 
DO NOT OPEN THIS ENVELOPE. 
解密 用 加 密 密 钥 为 SECRET 的 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 的 如 下 信息 : 
WBRCS LAZGJ MGKMF V. 
利用 加 密 密 钥 为 TWAIN 的 维 吉 尼 亚 密码 加 密 如 下 信息 : 


«4 


4 


AN ENGLISHMAN IS A PERSON WHO DOES THINGS BECAUSE THEY HAVE BEEN DONE BEFORE. AN 
AMERICAN IS A PERSON WHO DOES THINGS BECAUSE THEY HAVE NOT BEEN DONE BEFORE. 


解密 用 加 密 密 钥 为 TWAIN 的 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 如 下 信息 : 


PACWH EZUAR NLTEB XPEZA BPIMF 
Bj LMN KJI VT THLBU TPIAG HX ET R 
TNNMQ TXOCG HQRWJ GSOZY WWNLG 
AATPB NOAVQ LKFVN MEOVF MDABU 
TREIE BOEVN GZFTB NNIAU XZ AVQ 
OWNQF AADNE HIIBZ TPHMZ TPIKF 
THOVR PKUTQ HYCCC RIEMV ZDTUV 
EHIWA RAAZF 


RR. 


.假设 一 条 明文 信息 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 ， 证 明 按 密 钥 长 度 的 倍数 分 割 的 相同 字符 串 被 加 密 为 相同 的 密 文字 


在 习题 6 ~11 中 ， 对 于 给 定 的 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 密 文 ， 利 用 本 章 中 描述 的 密码 分 析 过 程 对 其 


分 析 . 


进行 密码 


器 
最 
Jk 
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"UCYFC O0CQU CYFHE BHFTH EF ERF 
CQJCK XVBUV BSHFT BLCZB SWKUV 
BNKWE HLTIC GSOUV BTZFO UP BBA 
BFOPK PPTLV HOBUB PI PGC OULIKF 
KMKRE CCWSP I SNEJ RS XZI ALKZS 
QS LEH NVWAM SRIQM YJ KMK RECCW 
XMVOF ELRLW WEJCT JCGAM YKJMX 
.CPWQW GLWLF ELAEF MRDWF WJISP 
RWB XZ CLSPH OYCML PWQWA RMKYJ 
SREDK MKREC CAZGG ZYXDC EKRSL 
FIJ QG SLPWY VFDVG K 

SI IWZ FDIBN HUDEU WQJHP J KRNK 
RLACT WXBIM MHMPJ OFUFP WVEOG 
PQPEL VPZYD AXI AGPITMAXFSSS 
GWPB WI WOFO TFWVF JSXPL BJOTP 
SUDI J JXFNR FPAFG RPSXI WXJOR 
PPXSOQ I 

JWEFF PRGBA GDSZF Z BTZJ I1 BLS P 
VDBTP FXMLV UGWID NWDHO BNKJ T 
VL XIJ KPMZQ HQEDW QCOBO VJ BZ U 
HOIEGJNVOUBYDUQ NDTUF UFLZ V 
UQEJV QJ KFL SBUPR WDQIF VUJWB 
VT HUP RWJAY RVTUK BDVEF MEEZ I 
EBFXR XMMKL DWLOE PRYFE FUO 
PDJVJ LFCJWZQLGREVMUV ZOWID 
AJZPZ DWEMU QLGGI QZZME NZPJ M 
YXS MW I HQQP DBWIEKMSFB GI QWW 
IJWZE YMAIC TJRRB MI YQS KPDJ V 
LAHI YLNRRM AICQR TCWAM YOUEE 
PDSFS SSHGT YHQQP YMAIC OJXE W 
YLPMS HZNYL PRTYC VJ CMC YXSQX 
WZNFV QZTQO QXGZC WERQS KZVQC 
LLI WE WYLPR TCLVI KWWWC ZNYLP 
KQOMXT 

.T TU WFGCGLHGTF GMKGR FIASR 
K RR DAAGU WDGTQGEYNB LISPY 
Q AGSLRWU GAXEY SUMHR VAZAE 
w NVMSKSGZEELNMGNEQ STIOY 
M UF L HKY Y SUMHR VAZFH DTUNG 
Z LNMGNEQSTZHROROGU LBXOG 
Z S0 MTZHR QARSB DAAGU WDGTO 
G TU WCROJ F 
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15. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 


.如果 我 们 知道 密 钥 的 长 度 为 3， 怎 样 找 例 8. 8 中 正确 的 密 钥 USA? 
. 利用 将 明文 数据 组 P,P, 转换 为 密 文 数据 组 的 C, C, 的 双 字 母 密码 加 密 信息 BEWARE OF THE MESSENGER, 


双 字 母 密码 如 下 所 示 : 
C, = 3P, + 10P, (mod 26) 


C, = 9P, + 7P, (mod 26). 


- 利用 将 明文 数据 组 PP, 转换 为 密 文 数据 组 的 C, C, 的 双 字 母 密码 加 密 信 息 DO NOT SHOOT THE MESSEN- 


GER, 双 字 母 密码 如 下 所 示 : 

C, = 8P, + 9P, (mod 26) 

C, = 3P, + 11P, (mod 26). 
解密 用 将 明文 数据 组 P,P, 转换 为 密 文 数据 组 的 C C, 的 双 字母 密码 加 密 的 密 文 信息 RD SR QO VU QB CZ 
AN QW RD DS AK 0B， 双 字母 密码 如 下 所 示 : 

C, = 13P, + 4P, (mod 26) 

C, = 9P, + P, (mod 26). 


.解密 用 将 明文 数据 组 P,P; 转换 为 密 文 数据 组 的 C, C, 的 双 字母 密码 加 密 的 密 文 信息 UW DM NK QB EK. X 


字母 密码 如 下 所 示 : 
C, = 23P, + 3P, ( mod 26) 
C, = 10P, + 25P, (mod 26). 

某 密 码 分 析 员 发 现 密 文 中 两 个 出 现 频率 最 高 的 双 字 母 是 RH 和 NI， 并 猜测 这 些 密 文 双 字母 分 别 对 应 英文 信 
息 中 出 现 频率 最 高 的 双 字母 TH 和 HE， 如 果 明 文 用 如 下 描述 的 希 尔 双 字母 密码 加 密 : 
C, = aP, + bP, (mod 26) 
， C, = cP, + dP, (mod 26). 
则 a, b, cft d 的 值 分 别 是 什么 ? 
如 果 分 别 用 如 下 双 字 母 密码 加 密 ， 有 和 多少 对 字母 是 不 改变 的 ? 
a)C, =4P, +5P, (mod 26) 

C,==3P, +P, (mod 26) 
b)C, =7P, +17P, (mod 26) 

C, =P, € 6P, ( mod 26) 
c) C, z3P, +5P, ( mod 26) 

C, z6P, +3P,( mod 26) 
证 明 : 如 果 希 尔 密码 系统 的 加 密 矩 阵 是 对 合 矩 阵 ， 即 4?=Tmod 26) ， 那 么 矩阵 A 也 是 这 一 密码 系统 的 解 
WE RE. 
密码 分 析 员 发 现 密 文 中 出 现 频率 最 高 的 三 字符 (长 度 为 3 的 数据 组 ) 是 LME，WRI 和 ZYC， 并 猜测 这 些 密 
文 分 别 对 应 英文 信息 中 出 现 频率 最 高 的 三 字符 组 THE, AND 和 THA. 如 果 明 文 是 用 希 尔 三 字母 密码 加 密 ， 
即 C=4P(mod 26)， 则 3 x3 加 密 和 矩阵 4 是 什么 ? 


求 下 面 的 乘积 密码 : BA menos [^ 1 ] 的 双 字母 希 尔 密码 进行 加 密 ， 然后 再 用 加 密 矩 阵 为 


[2。 4] 的 双 字 母 看 尔 密码 进行 加 密 


证 明 ———— KER. 
证 明 由 数据 组 长 度 为 m 的 希 尔 密码 和 数据 组 长 度 为 n 的 希 尔 密码 构成 的 乘积 密码 是 数据 组 长 度 为 [m，n] 
的 希 尔 密码 . l 
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24. 


> 密 和 矩阵 为 | 1 


* 25. 


3 1 
求 下 面 的 乘积 密码 对 应 的 加 密 和 矩阵 : 首先 用 加 守 乱 阵 为 | | 的 双 字 母 希 尔 密码 进行 加 窗 ， 然后 再 用 加 


1 1 0 


0 1 | 的 三 字母 希 尔 密码 进行 加 密 . 
0 1 1 
在 错乱 密码 中 ， 特 定 长 度 的 数据 组 通过 以 特殊 方式 置换 字符 进行 加 密 ， 例 如 ， 长 度 为 5 的 明文 数据 组 
P,P,P,P,P, 可 以 变换 为 密 文 数据 组 C,0,0, 0,0, = P,P,P,P,P,. 证 明 每 一 个 这 样 的 错乱 密码 都 是 希 尔 密 
B, 并且 其 加 密 和 矩阵 有 这 样 的 性 质 : 只 包含 1 和 0 作为 其 元 素 ， 并 且 每 一 行 和 每 一 列 恰好 只 有 一 个 1. 

希 尔 密码 是 仿 射 变换 的 特殊 情形 ， 为 了 构造 这 样 的 变换 ， 令 4 是 元 素 均 为 整数 的 nxn 什 阵 ， 并 且 (det 4， 


26) =1， 令 已 为 元 素 均 为 整数 的 mxl 答 阵 ， 为 了 加 密 信 息 ， 将 其 拆 分 为 长 度 为 于 的 数据 组 并 将 每 一 数据 组 的 、 
各 个 字符 的 对 应 数值 代入 mx1l 矩阵 焉 (如 必要 ， 最 后 一 个 数据 组 用 虚 字 母 填补 )， 通 过 计算 CS (AP € B) (mod 
26) 得 到 对 应 的 密 文 数 据 组 ， 并 将 矩阵 C 的 元 素 转换 回 字母 . 


26. 


21. 
28. 


29. 


30. 


31. 


32. 
* 33. 


34. 
35. 
36. 
37. 
38. 


39. 


3 2 8 l 
利用 作用 在 两 个 连续 字母 的 数据 组 上 的 仿 射 变换 c«[. NE NL 26)， 加 密 信息 HAVE A 


NICE DAY. 


对 应 习题 26 中 仿 射 变换 的 解密 变换 是 什么 ? 
对 应 加 密 变 换 C= (AP +B) (mod 26) 的 解密 变换 是 什么 ? 其 中 A 是 元 素 为 整数 的 nxn 和 矩阵 并 且 ( det A, 
26) =1，B 是 元 素 为 整数 的 nx1 和 矩阵 . 


5 2 14 
解密 用 仿 射 变换 c=| p-f I 26) 加 密 的 密 文 HG PM QR YN NM. 
11 15 3 ; 


解释 怎样 解密 用 仿 射 变换 C=4P +B(mod 26) 加 密 的 长 度 为 2 的 数据 组 ， 其 中 4 是 元 素 为 整数 的 2 x 258 
阵 ， 并 且 (det A, 26) =1，B 是 元 素 为 整数 的 2 x1 矩阵 . 

解释 怎样 解密 用 仿 射 变换 C=AP + B( mod 26) 加 窗 的 长 度 为 3 的 数据 组 ， 其 中 A 是 元 素 为 整数 的 3 x3 AB 
KE, JFH. (det A, 26) =1, B 是 元 素 为 整数 的 3 x1 和 矩阵 . 

由 两 个 基于 仿 射 变换 的 双 字 母 分 组 密码 构成 的 乘积 密码 是 否 还 是 基于 仿 射 变换 的 双 字 母 分 组 密码 ? 

由 两 个 基于 仿 射 变换 的 分 别 对 长 度 为 m. 的 数据 组 和 长 度 为 n 的 数据 组 加 密 的 多 元 分 组 密码 构成 的 乘积 密 
码 是 否 还 是 基于 仿 射 变换 的 多 元 分 组 密码 ? 

用 密 钥 流 为 10 0111 1001 的 维尔 南 密码 加 密 比 特 串 11 1010 0011. 

解密 用 密 钥 流 为 10 0111 1001 的 维尔 南 密码 加 密 的 比特 串 11 1010 0011. 

用 种 子 字符 为 Z 的 自动 密 钥 密码 加 密 明 文 信息 MIDDLETOWN. 

解密 用 种 子 字 符 为 1 的 自动 密 钥 密 码 加 密 的 密 文 信息 ZVRQH DUJIM. 

证 明 : 如 果 密 钥 流 对 已 知 明文 重复 使 用 ， a a A ta dt 特别 地 ， 如 果 加 密 比 
特 串 的 人 接触 到 了 生成 的 密 文字 符 串 ， 则 密 钥 流 就 可 以 找到 . 

证 明 : 如 果 维 尔 南 密码 的 一 个 密 钥 流 被 用 来 加 密 不 同 的 信息 ， 通 过 模 2 相 加 两 条 信息 的 对 应 比特 得 到 的 比 
特 串 可 以 被 拥有 相应 的 密 文 信息 的 人 找到 ， 解释 为 什么 通过 这 种 方式 可 以 实现 密码 分 析 . i 


8. 2 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 


1. 利用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 一 些 信息 让 你 的 同学 来 破解 . 
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W 
oo 
* 


* 


O o ~ 人 wm A UUN 


. 解密 你 同学 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 信息 . 
: 对 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 密 文 运 用 卡 西 斯 基 检验 法 . 
. 找到 某 些 字符 串 的 重合 次 数 . 
- 对 用 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 的 密 文 进行 密码 分 析 . 
. 找 出 各 种 英文 文本 中 双 字 母 的 出 现 频率 ， 例 如 计算 机 程序 或 某 一 本 小 说 . 
“7. 找到 各 种 英文 文本 中 三 字母 的 出 现 频率 ， 例 如 计算 机 程序 或 某 一 本 小 说 . 
.利用 希 尔 密码 加 密 一 些 信息 让 你 的 同学 来 破解 . 
. 解密 你 同学 用 希 尔 密码 加 密 的 信息 . . 
10. 利用 一 次 一 密 钥 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 和 解密 一 些 较 长 的 信息 ， 并 将 这 些 信息 发 送 给 你 的 某 个 同学 . 
11. 利用 自动 密 钥 密码 加 密 一 些 信息 让 你 的 同学 来 破解 . 
12. 解密 你 同学 用 自动 密 钥 密码 加 密 的 信息 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 编程 语言 来 计算 以 下 问题 : 
1. 利用 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 信息 . 
2. 解密 用 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 的 信息 . 
* 3. 对 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 的 密 文 ， 运 用 卡 西 斯 基 检 验 法 确定 此 密 文 的 密 钥 长 度 . 
4. 对 一 英文 字符 串 ， 找 出 此 字 串 的 重合 次 数 . 
en 5S， 分 别 用 卡 西 斯 基 检 验 法 ， 以 及 用 重合 次 数 确定 密 钥 长 度 的 弗 莱 德 曼 检 验 法 对 用 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 的 密 文 进 
行 密码 分 析 ， 然 后 利用 字母 频率 分 析 确定 密 钥 的 每 一 字符 ， 最 后 用 生成 的 密 钥 恢 复原 始 的 明文 
6. 利用 希 尔 密码 加 密 信息 . 
7. 解密 用 希 尔 密码 加 密 的 信息 . 
* 8. 通过 对 密 文 的 双 字 母 的 出 现 频 率 的 分 析 ， 对 用 双 字 母 希 尔 密码 加 密 的 信息 进行 密码 分 析 . 
9. 利用 基于 仿 射 变换 的 密码 加 密 信息 (见习 题 26 前 面 的 导言 ). 
10. 解密 用 基于 仿 射 变换 的 密码 加 密 的 信息 . 
11. 通过 对 密 文 的 双 字母 的 频率 分 析 ， 对 用 仿 射 变换 的 双 字母 密码 加 密 的 信息 进行 密码 分 析 . 
. 利用 自动 密 钥 密码 加 密 信息 . 
. 解密 用 自动 密 钥 密码 加 密 的 信息 . 


8.3 取 和 大 密码 


本 节 对 基于 模 的 取 适 密码 进行 讨论 ， 此 密码 是 由 波 里 格 (Pohlig) 和 和 黑 尔 曼 ( Hellman ) 
[ PoHe78 ] F 1978 年 发 明 的 ， 我 们 将 会 看 到 此 系统 所 生成 的 密码 不 容易 被 密码 分 析 所 破解 (这 
一 密码 有 比 实际 用 途 更 多 的 理论 意义 ). 

令 p OEC, Inu e 是 正 整 数 且 满 足 (e，p -1) 21. 为 了 加 密 信息 ， 首 先 将 信息 的 
字符 转换 为 相应 数值 (保留 字母 对 应 的 两 位 数 数值 中 前 面 的 零 )， 利 用 以 前 用 过 的 对 应 关系 ， 


如 表 8.9 Bron. 
ujvjwix]Y Z 
20 |21 |22 |23 |24 |25 


pd paad 
wW N 


表 8.9 美文 字母 的 两 位 数 对 应 表 
seenlrlrienl N|o|rje|n|s|r 
TO 
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接 下 来 ， 将 数字 信息 分 为 长 度 为 2m 位 的 数据 组 ， 其 中 2m 是 使 得 所 有 对 应 m 个 字母 的 数据 
组 (该 数据 组 此 时 被 视 为 一 个 2m 位 的 整数 ) 小 于 p 的 最 大 正 偶数 ， 即 如 果 2525 <p <252 525, W 
m 二 2， 
一 明文 数据 组 已 是 位 数 为 2m 的 整数 ， 通 过 如 下 关系 生成 密 文 数 据 组 C: 
C = P'(mod p), 0s C<p. 
密 文 信息 由 这 些 密 文 数据 组 构成 ， 其 中 每 组 都 是 小 于 p 的 整数 ， 注 意 到 不 同 的 。 给 出 不 同 
的 密码 ， ne a 我 们 用 下 例 来 示范 此 加 密 技 术 . 
例 8.14 4 p =2633 是 加 密 过 程 中 所 使 用 的 模 ， 并 令 用 作 模 取 寡 中 的 次 数 的 加 密 密 钼 为 
e=29， 于 是 (e, p -1) =(29，2632) =1. 加 密 下 面 的 明文 信息 : 
THIS IS AN EXAMPLE OF AN EXPONENTIATION CIPHER, 
首先 将 信息 中 的 字母 转换 为 它们 的 对 应 数值 ， 分 为 长 度 为 4 的 数据 组 ， 得 到 
1907 0818 0818 0013 0423 
0012 1511 0414 0500 1304 
2315 1413 0413 1908 0019 
0814 1302 0815 0704 1723. 
注意 在 信息 的 最 后 一 个 数据 组 中 加 上 了 字母 X 对 应 的 等 价 数 值 23 ， 以 次 成 四 位 数 . 
接 下 来 ， 用 如 下 关系 将 每 一 明文 数据 组 P 转换 为 密 文 数据 组 C: 
C.= P” (mod 2633), 0 < C<2633. 
例如 ， 加 密 第 一 个 明文 组 可 通过 计算 下 式 实现 : 
C = 1907” = 2199(mod 2633). 
为 了 更 有 效 地 计算 模 的 取 寡 ， 可 以 使 用 4.1 节 中 的 算法 .加密 这 些 数据 组 ， 得 到 如 下 密 文 : 
2199 1745 1745 1206 2437 
2425 1729 1619 0935 0960 
1072 1541 1701 1553 0735 
2064 1351 1704 1841 1459. < 
为 了 解密 密 文 信息 数据 组 C， 需 要 知道 解密 密 钥 ， 即 整数 d 使 得 de=1(mod p -1)， 所 以 
d 是 e 模 p -1 的 逆 ， 由 于 (e, p-1) =1， 故 4 一定 存在 ， 如 果 将 密 文 数据 组 C 取 d 次 方 再 模 
pp， 那么 就 得 到 了 明文 数据 组 P， 这 是 因为 . 
C? = (P')' = P" = p'U-D* = ( p^^)^P = P(mod p), 
其 中 存在 某 一 整数 k， 使 得 de =k(p -1) +1， 这 是 因为 de=1(mod p -1). (此 处 使 用 了 费 马 小 
定理 Pr !'=1(mod p). ) 
例 8.15 为 了 解密 用 素数 模 p=2633 和 加 密 密 钥 e = 29 加 密 的 密 文 数据 组 ， 需 要 用 到 。 模 
p-122632f883E. —A 44.2 节 中 一 样 的 简单 计算 表明 d = 2269 就 是 它 的 逆 ， 为 了 解密 密 文 数 
据 组 C， 进 而 确定 相应 的 明文 数据 组 P， 利 用 下 面 的 关系 : 
P = C? ( mod 2633). 
例如 ， 对 密 文 数据 组 2199 进行 解密 ， 有 | 
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P = 2199”® = 1907(mod 2633). 
当然 我 们 在 模 取 罕 过 程 中 使 用 了 4: 1 节 中 的 算法 . < 
对 于 每 一 运用 P' (mod p) 加 密 的 明文 数据 组 ， 如 定理 4.9 所 示 ， 其 位 运算 量 只 有 
0( (log,p) )， 在 解密 之 前 ,需要 找到 。 模 p -1 的 逆 d， 其 位 运算 量 约 为 O(log’p)( 见 4.2 节 习 
题 15) ， 这 仅 需 作 一 次 ， 接 下 来 ， 为 从 密 文 数据 组 C 恢复 明文 数据 组 P， 只 需要 计算 C 模 P 
的 最 小 正 剩余 ; 此 位 运算 量 为 0((log:p) ). 因此 ， 利 用 模 取 雪 进行 的 解密 和 加 密 过 程 可 以 迅 
速 实现 . 

” 田 一 方面 ， 对 用 模 取 适 加 密 信 息 的 密码 分 析 通 常 不 能 迅速 实现 .为 明白 这 一 点 ,假设 我 们 

已 知 作为 模 的 素数 p， 此 外 ,假定 已 知 对 应 密 文 数据 组 C 的 明文 数据 组 为 P， 所 以 
C = P'( mod p). (8.2) 
为 了 成 功 地 进行 密码 分 析 ， 需 要 找到 加 密 密 钥 es 这 是 一 个 计算 困难 的 离散 对 数 的 问题 ,将 会 - 
在 第 9 章 对 其 进行 讨论 ， 注 意 当 p 超过 200 位 时 ， 用 计算 机 解决 这 一 问题 是 不 可 行 的 . 


8.3 节 习 题 


1. 取 素数 p=101 和 加 密 密 钥 。=3 ， 利 用 模 取 寡 加 密 信息 GOOD MORNING. 

2， 取 素数 P= 2621 和 加 密 密 钥 。=7， 利 用 模 取 寡 加 密 信息 SWEET DREAMS. 

3. 对 应 密 文 01 09 00 12 12 09 24 10 的 明文 是 什么 ? 其 中 密 文 由 模 为 p=29 和 加 密 次 数 为 e=5 的 模 取 寡 密码 生 
成 . 

4. 对 应 密 文 1213 0902 0539 1208 1234 1103 1374 的 明文 是 什么 ? 其 中 密 文 由 模 为 p =2591 和 加 密 次 数 为 e=13 
的 模 取 寡 密 码 生 成 . 

5. 证 明 : 当 加 密 是 由 模 p =31 和 。=11 的 模 取 朝 密 码 生 成 时 ， 加 密 和 解密 过 程 是 相同 的 . 

6. 由 模 数 为 p=29 和 未 知 的 加 密 密 钥 。 构 成 的 模 取 寡 密 码 生成 的 密 文 是 04 19 19 11 04 24 09 15 15， 如 果 知 道 
密 文 数据 组 24 对 应 的 明文 字母 是 U( 相应 数值 为 20) ， 对 上 述 密 文 进 行 密码 分 析 . (提示 : 首先 找到 24 以 
20 为 底 在 模 29 下 的 对 数 ， 再 利用 一 些 合理 猜测 . ) 


8. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 

用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 , 或 你 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 利用 取 短 密码 加 密 一 些 信息 让 你 的 同学 来 破解 . | 
2. 对 于 给 定 的 加 密 密 钥 和 素数 模 ， 解 密 你 同学 用 取 短 密 码 加 密 的 信息 . 
程序 设计 

用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 编程 语言 来 计算 以 下 问题 : 
1. 利用 取 短 密 码 加 密 一 些 信息 让 你 的 同学 来 破解 . 
2. 对 于 给 定 的 加 密 密 铀 和 素数 模 ， 解 密 你 同学 用 取 寡 密码 加 密 的 信息 . 


8.4 公 钥 密码 


截至 目前 我 们 所 讨论 的 密码 都 是 私 钥 密 码 或 者 对 称 密码 系统 的 例子 ， 它 们 的 加 密 和 解密 密 
钥 或 者 是 一 样 的 ， 或 者 可 以 容易 地 相互 推出 ， 例 如 ， 在 移 位 密码 中 ， 加 密 密 铀 是 一 个 整数 ， 
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与 之 对 应 的 解密 密 钥 是 整数 -k 在 仿 射 密码 中 ， 加 密 密 钥 是 整数 对 (a，6)， 与 之 对 应 的 解密 
密 钥 是 整数 对 (a，- 弥 ) ， 其 中 5 是 a 模 26 的 逆 ， 在 希 尔 密码 中 ， 加 密 密 钥 是 nxn ARE A, 
与 之 对 应 的 解密 密 钥 是 n x n AREE A, A 是 矩阵 4 模 26 的 道 ， 在 波 里 格 - 黑 尔 曼 取 知 密 码 中 ， 
加 密 密 钥 是 (e，p) ， 其 中 p 是 素数 ; 与 之 对 应 的 解密 密 钥 是 (4, p), Kb d 是 e 模 26 Ww. 
对 于 DEA， 加 密 和 解密 密 钥 是 完全 一 样 的 . 

-基于 此 原因 ， 如 果 前 面 所 讨论 的 密码 系统 被 用 来 建立 网 络 内 部 的 安全 通信 ， 那 么 通信 双方 
必须 采用 一 个 网 络 内 对 其 他 个 体 保密 的 密 钥 ， 这 是 由 于 一 旦 在 这 样 的 密码 系统 中 加 密 密 钥 被 得 
到 ， 解 密 密 钥 可 以 用 很 少 的 计算 机 时 间 就 能 被 找到 .因此 ， 为 了 保持 安全 性 ， 加 密 密 钥 本 身 必 
须 通 过 安全 通信 频道 传送 . | 

为 了 避免 向 网 络 中 每 一 对 个 体 指派 密 钥 ， 而 且 对 网 络 的 其 他 个 体 保 密 ， 一 种 新 型 的 密码 
系统 ， 称 为 公 钥 密 码 系统 ， 于 20 世纪 70 年 代 被 发 明 ， 在 这 种 密码 系统 中 ， 加 密 密 钥 可 以 是 
公开 的 ， 因 为 从 加 密 变 换 寻 找 解 密 变 换 所 耗费 的 计算 机 时 间 是 不 切实 际 的 大 ， 为 了 利用 公 钥 
密码 系统 建立 具有 n 个 个 体 的 网 络 的 安全 通信 ， 每 一 个 体 都 产生 一 个 由 密码 系统 指定 类 型 的 
密 钥 ， 它 可 以 进入 加 密 变 换 ECKE) 的 建造 ， 通 过 具体 的 规则 由 密 钥 大 得 到 .然后 公开 有 于 个 
E k, k, e, 天 的 目录 .， 当 个 体 i 想 要 给 个 体 j 发 送信 息 的 时 候 ， 信 息 的 字母 被 转换 为 
对 应 的 数值 并 且 组 合 为 指定 大 小 的 数据 组 ， 然 后 ， 对 应 于 每 一 明文 数据 组 P 的 密 文 数据 组 
C =E,(P) 就 可 以 通过 加 密 变 换 E, 得 到 ， 为 了 解密 信息 ,个 体 j 对 每 一 密 文 数据 组 C 应 用 解 
密 变 换 D REA P; HU 

. D,(C) Cd D,CE,CP)) = P. l 
由 于 解密 变换 D, 不 能 被 除了 个 体 7 之 外 的 其 他 个 体 通过 合理 的 时 间 找 到 ， 即 使 知道 加 密 密 钢 
二， 任何 没有 授权 的 个 体 都 不 能 解密 信息 ， 此 外 ， 即 使 知道 加 密 密 钥 已 ， 由 于 所 需要 的 计算 机 
时 间 十 分 巨大 ， 对 密 文 信息 的 密码 分 析 也 是 极为 困难 的 . MM 

许多 密码 系统 曾 被 提出 作为 公 钥 密码 系统 ， 通过 证 明 密 文 信息 能 在 可 接受 的 计算 机 时 间 内 
被 解密 ， 这 其 中 除了 少数 的 系统 外 都 已 被 证 明 是 不 合适 的 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 介绍 最 为 广泛 使 
用 的 RSA 密码 系统 ， 除 此 之 外 ， 还 将 对 其 他 几 种 公 钥 密码 系统 进行 介绍 ， 包 括 将 在 本 节 最 后 
讨论 的 拉 宾 (Labin) 公 外 密码 系统 ， 和 将 在 本 书 第 10 章 讨论 的 ElGamal 公 钥 密码 系统 ， 这 些 密 
码 系统 的 安全 性 是 基于 两 个 复杂 的 数学 问题 计算 的 困难 性 ， 它 们 是 整数 分 解 ( 已 在 第 3 章 讨 
论 ) 和 离散 对 数 的 求解 (将 在 第 9 章 进行 讨论 )、 在 8.5 节 中 ,我 们 将 对 曾 被 提出 作为 公 钥 密码 
系统 的 背包 密码 系统 进行 讨论 ， 最 后 发 现 其 作为 公 钥 密码 系统 是 不 合适 的 ， (多数 重要 的 公 钥 
密码 系统 的 见 [ MevaVa97 ]. ) | | 

尽管 公 钥 密码 系统 有 许多 优点 ， 但 它们 并 不 广泛 地 应 用 于 通用 加 密 ， 这 是 因为 这 种 密码 系 . 
统 的 加 密 和 解密 需要 耗费 多 数 计算 机 太 多 的 时 间 和 存储 空间 ， 相 比 目 前 使 用 的 对 称 密码 系统 多 
出 几 个 量 级 .然而 ， 公 钥 密 码 系统 常常 被 用 来 加 密 DES 等 对 称 密码 系统 的 密 钥 ， 以 保证 它们 
可 以 被 安全 的 传输 .它们 也 广泛 的 用 于 各 种 密码 协议 ， 例 如 数字 签名 (将 在 8.6 节 进 行 讨论 ). 
在 各 种 智能 卡 和 电子 商务 中 它们 也 是 特别 有 用 的 . 

同时 请 注意 在 现代 密码 学 中 ， 用 何 种 密码 系统 加 密 信息 是 公开 已 知 的 ， 因此， 被 加 密 信息 
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的 保密 性 不 依赖 于 使 用 的 是 哪 种 加 密 算法 .对 于 对 称 密 钥 密 码 系统 ， 信 息 的 安全 性 取决 于 所 使 
用 的 加 密 密 钥 的 保密 性 和 通过 其 他 信息 (例如 明文 - 密 文 数据 对 ) 寻 找 此 密 钥 进行 计算 的 难度 . 
对 于 公 钥 密码 系统 来 说 ， 其 安全 性 依赖 于 解密 密 钥 的 保密 性 和 通过 加 密 密 钥 及 其 他 公共 信息 
(例如 明文 - 密 文 数据 对 ) 找到 解密 密 钥 进 行 计 算 的 难度 . 


RSA 密码 系统 


由 罗 纳 德里 威 斯 特 (Ronald Rivest), Pfii + 沙 米尔 (Adi Shamir) 和 勒 纳 德 . 阿 德 尔 曼 
(Leonard Adleman) 于 20 世纪 70 年 代 ( 他 们 已 经 于 1983 年 申请 专利 [ RIShAd83]) 发 明 的 RSA 
密码 系统 是 基于 模 取 寡 的 公 钥 密码 系统 ， 其 中 密 钥 是 由 一 个 次 数 。 和 两 个 大 素数 的 乘积 生成 的 
模 数组 成 的 数 对 (e，n); Blln-pg, p 和 9g 是 大 素数 ， 且 (e,，$(n)) 21. 为 了 加 密 信 息 ， 首 
先 将 字母 转 为 对 应 数值 并 形成 尽 可 能 长 (位 数 为 偶数 ) 的 数据 组 ， 为 加 密 明文 数据 组 P， 我 们 通 
过 下 式 生成 密 文 数据 组 C 

i E(P) = C = P'(mod n),0 < C «n. 
ALIS TILES READ ed 6(n) ffi d, HP (e, $(n)) =1， 所 以 它 是 存在 的 .为 了 解密 密 文 数 
据 组 C， 我 们 发 现 

D(C) = Ca = (p*)? = p° = pec 
. = (P*")'P = P(mod n), 

Hp ed -kó(n) +1, k AMM, REMF ed= 1(mod $(2)) ， 由 欧 拉 定理 ， 当 (P，n) =1(P 
和 不 互 素 的 概率 是 极其 小 的 ; 见 本 节 习 题 4) 时 ， 有 P? 21(mod g(n))， 数 对 (d，n) 即 为 
解密 密 钥 . 

例 8.16 下 面 举例 说 明 RSA 密码 系统 的 加 密 过 程 ， 假 定 加 密 模 数 是 素数 43 和 59 的 乘积 
(这 比 实际 应 用 的 大 素数 小 很 多 ) ， 这 样 得 到 以 n=43. 59 22537 为 模 ， 取 。= 13 作为 次 数 ; 注 
意 到 (e,， 由 (mn) ) =(13, 42 - 58) - 1. 为 了 加 密 信息 

PUBLIC KEY CRYPTOGRAPHY, 
首先 将 字母 转 为 为 对 应 的 数值 ， 将 这 些 数字 分 为 长 度 为 4 的 数据 组 ， 得 到 
1520 0111 0802 1004 
2402 1724 1519 1406 
1700 1507 2423, 


罗 纳 德 。 里 威 斯 特 ( Ronald Rivest, Æ F 1948 年 ) 于 1969 年 在 耶鲁 大 学 获得 学 士 学 
位 ， 并 于 1974 年 在 斯 坦 福 大 学 获得 了 计算 机 科学 博士 学 位 ， 他 是 麻 省 理工 学 院 
(MIT) 的 计算 机 科学 教授 ， 也 是 RSA 数据 安全 公司 的 合作 创立 者 : (现在 是 安全 动 
力 的 子 公司 ) ， 该 公司 拥有 .RSA 密码 系统 的 专利 权 . 里 威 斯 特 曾经 工作 的 领域 包括 
机 器 智能 ， 计 算 机 算法 和 VLSI 设计 ， 他 是 一 本 十 分 受 欢迎 的 关于 算法 的 教科 书 作 者 
之 一 ([ColeRi01] ). 
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iB - 沙 米尔 (Adi Shamir， 生 于 1952 年 ) 出 生 在 以 色 列 的 特拉维夫 ， 他 于 1972 年 
在 特拉维夫 大 学 获得 了 学 士 学 位 ， 并 于 1977 年 在 威 效 曼 科学 研究 所 获得 计算 机 博 
土 学 位 ， 在 华威 大 学 任 研究 助理 一 年 后 ， 于 1978 年 成 为 麻 省 理工 学 院 的 助理 教授 
”他 现在 任职 于 以 色 列 的 威 兹 曼 研究 所 的 应 用 数学 系 ， 并 建立 了 一 个 计算 机 安全 研究 
小 组 ， 除 了 合作 发 明 RSA 密码 系统 ， 沙 米尔 对 密码 学 还 有 许多 贡献 ， 包 括 攻 破 由 
Merkle 和 Hellman 提出 的 作为 公 钥 密码 系统 的 背包 密码 系统 ， 发 展 了 许多 密码 协议 ， 
并 创造 性 地 对 DES 进行 了 密码 分 析 . 


352898 - 阿 德尔 曼 ( Leonard. Adleman, Æ F 1945 年 ) 出 生 在 加 州 的 旧金山 ， 他 于 
1968 年 和 1976 年 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 分 别 获 得 了 学 士 学 位 和 计算 机 科学 博士 学 
位 .从 1976 年 到 1980 年 ， 他 任职 于 麻 省 理工 学 院 的 数学 系 ; 在 此 期 间 ， 帮 助 发 明 
了 RSA 密码 系统 ，1980 年 他 获得 了 南 加 州 大 学 计算 机 科学 系 的 职位 ， 并 于 1985 年 
被 任命 为 讲座 教授 .除了 在 密码 学 中 的 工作 ， 阿 德尔 曼 的 研究 领域 还 有 计算 复杂 
性 、 计 算 机 安全 、 免 疫 学 和 分 子 生 物 学 .计算 机 病毒 这 一 术语 就 是 由 他 提出 的 . A 
用 DNA 分 子 进行 计算 是 他 最 近 的 主要 兴趣 所 在 ， 阿 德尔 曼 还 曾 做 过 电影 《Sneakers》 的 技术 顾问 ,在 


这 部 电影 中 计算 机 安全 的 作用 十 分 显著 .… 


其 中 添加 了 空 字母 了 =23 以 填 满 最 后 的 数据 组 . 

利用 下 述 关系 式 ， 将 每 一 明文 数据 组 加 密 为 密 文 数据 组 

| C = P” (mod 2537). 
例如 ， 当 对 第 一 明文 数据 组 1520 加 密 ， 得 到 
= (1520)" = 95 (mod 2537). 
对 所 有 明文 数据 组 加 密 ， 我 们 即 得 到 了 密 文 信息 
0095 1648 1410 1299 
0811 2333 2132 0370 
1185 1957 1084. 

要 解密 用 RSA 密码 加 密 的 信息 ， 必 须 找到 e = 13 $(2537) = 中 (43， 59) =42 - 58 =2436 
的 逆 ， 利 用 欧 拉 算法 进行 简短 的 计算 ， 如 4. 2 节 所 示 ， 可 得 d =937 是 13 模 2436 的 道 ， 因 此 
利用 下 述 关系 来 解密 密 文 数据 组 C 

P = C” (mod 2537), 0 < P<2537, 


这 是 有 效 的 ， 因 为 
C = (phy a (p?*)*p = P(mod 2537). 
注意 由 欧 拉 定 理 知道 
p*CO9D = P% = l(mod 2537), 
此 时 (P，2537) =1( 对 此 例 中 的 所 有 明文 数据 组 均 正 确 ). 4 
RSA 密码 系统 的 安全 性 为 了 明白 RSA 密码 系统 是 如 何 满足 公 钥 密码 系统 的 要 求 的 ， d 
先 注意 到 每 一 个 体 都 可 以 在 几 分 钟 内 由 计算 机 找到 两 个 有 一 百 位 数 的 大 素数 p 和 49， 这 些 素数 
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可 以 通过 对 有 100 位 数 的 奇数 进行 随机 选择 得 到 ; 由 素数 定理 ， 这 样 一 个 整数 是 素数 的 概率 接 
近 2/log 10”“， 所 以 ， 我 们 可 以 期 望 找到 一 个 素数 ， 在 每 平均 检测 了 1/(2/log 10 ) 个 整数 后 ， 
或 者 说 大 约 115 个 这 样 的 整数 ， 为 了 检验 这 些 随 机 选择 奇数 的 素性 ， 我 们 采用 拉 宾 概率 素性 检 
验 (在 6.2 节 中 讨论 过 )， 对 这 些 100 位 的 奇数 执行 小 于 此 整数 的 100 个 基底 的 米 勒 检验 ;一 
合 数 通过 所 有 检验 的 概率 是 小 于 10-“ 的 .刚刚 描述 的 过 程 只 需要 几 分 钟 的 计算 机 时 间 就 可 以 
找到 一 个 100 位 的 素数 ， 并 且 只 需要 对 此 操作 进行 两 次 . 

一 旦 找到 素数 p 和 9， 必须 选 定 加 密 次 数 。， 满 足 (e， 由 (zg) ) 21. 一 个 建议 是 选取 比 p 和 
4 都 大 的 素数 ， 不 论 。 是 怎样 找到 的 ， 都 应 满足 2 > n =pg， 使 得 不 可 能 只 取 整 数 C 的 e 次 根 
Cu e Kane Py gk 1. 只 要 2 >n, 除 P=0 和 1 外 的 

一 信息 都 通过 模 n. MRR E. 

Te 
时 所 需要 的 模 取 短 只 要 几 秒 的 计算 机 时 间 就 可 以 完成 ， 同 时 ， 当 素数 p 和 g 已 知 时 ， 有 
$(n) 26(pq) 2 (p-1)(q -1) , 利用 欧 拉 算法 ， 可 以 迅速 找到 加 密 次 数 e 模 b(n) 的 逆 d. 

为 了 明白 为 什么 加 密 密 钥 (e，n) 不 会 轻易 导出 解密 密 钥 (4，n)， 需 要 注意 到 寻找 。 模 
Cn) 的 逆 4， 需 要 首先 找到 由 (mn) = 由 (pg) -(p-1)(q-1). 而 找 出 $(n) 并 不 比分 解 整 数 n 


容易 。 原 因 在 于 p+qg=n-$(n)+1 和 p-g= V(p+9g) -4pg = /(p*q) -4n 以 及 p= 
y LG *0*G-0)1fe-T [p+ -(p-g)]， Re, HEA n =p eln) =(p-1) 


(9-1) 时 ,，P 和 9 是 容易 找到 的 .注意 当 己 和 9 都 有 大 约 100 位 数 时 ，n = pg 的 位 数 大 约 是 
200， 利 用 已 知 的 最 快 的 整数 分 解 算法 ， 计 算 机 分 解 这 样 大 小 的 整数 需要 耗费 大 约 上 百 万 年 的 
时 间 ， 与 此 同时 ， 如 果 已 知 整 数 4， 但 不 知道 (n), n 也 可 以 容易 被 分 解 ， 这 是 由 于 ed -1 是 
中 (n) 的 倍数 ， 而 我 们 有 特殊 算法 利用 On) 的 任何 倍数 对 整数 ”进行 分 解 (参见 [ Mi76] ). 

至 今 并 没有 证 明 不 通过 分 解 n 来 解密 用 RSA 密码 系统 加 密 的 信息 是 不 可 能 的 ， 但 是 到 目 
前 为 止 ， 没有 发 现 这 样 的 方法 .通常 所 用 的 解密 方法 仍然 是 和 分 解 n 是 等 价 的 ， 正 如 我 们 所 指 
出 一 样 ， 大 数 分 解 是 一 个 非常 棘手 的 问题 ， 需 要 耗费 惊人 的 计算 机 时 间 ， 如 果 没 有 找到 不 用 分 
解 n 的 方法 解密 RSA 信息 ， 随 着 整数 分 解 方法 和 计算 能 力 的 改进 ，RSA 系统 的 安全 性 可 以 通 
过 增 大 模 得 到 维持 ， 不 幸 的 是 ， 当 分 解 模 可 行 后 ， 用 RSA 加 密 的 信息 是 易 受 攻击 的 . 这 意 
味 着 对 那些 需要 保密 达 几 十 年 或 上 百年 的 信息 要 予以 特别 的 照顾 一 一 例如 ， 利 用 有 数 百 位 数 的 
CX p fil q 来 进行 加 密 . 

注意 在 选择 RSA 密码 系统 中 的 素数 p 和 4 时 ， 有 些 需 要 注意 的 事项 ， 以 防止 特殊 的 快速 整 
IM. n - pg 的 技术 的 应 用 ， 例 如,，p -1 和 9 -1 都 应 有 大 的 素 因子 ， (P-1，4-1) 应 该 很 小 ， 
p 和 9g 的 十 进 制 展开 位 数 应 该 拉 开 一 些 . 

正如 我 们 所 指出 的 ，RSA 密码 系统 的 安全 性 依赖 于 大 数 分 解 的 困难 性 ， 特别 地 ， 对 于 RSA 
密码 系统 来 说 ， 一 且 模 数 n 被 整数 分 解 ， 就 很 容易 由 加 密 变 换 找到 解密 变换 .尽管 不 对 n 进行 
分 解 就 由 加 密 变换 找到 解密 变换 或 许 是 可 能 的 ， 但 目前 来 看 这 是 不 可 能 的 . 
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对 RSA 密码 系统 的 攻击 


经 过 20 年 的 详细 研究 ， 各 种 各 样 的 对 一 些 特别 的 RSA 密码 系统 的 攻击 被 设计 出 来 ， 这 些 
攻击 说 明 当 启用 RSA 时 必须 多 加 小 心 以 避免 其 特有 的 弱点 ， 注 意 ， 没 有 发 现 本 质 上 的 弱点 至 
使 RSA 不 适合 作为 公 钥 密 码 系统 .我 们 将 对 一 些 攻击 进行 描述 ， 感 兴趣 的 读者 请 查阅 [ Bo99 ]. 

用 不 同 的 密 钥 对 相同 的 密 文 信 息 加 密 能 引发 一 个 成 功 的 哈 式 广播 攻击 (Hastad broadcast 
attack)， 例 如 ， 当 加 密 次 数 3 被 三 个 不 同 的 人 用 不 同 的 加 密 模 来 加 密 相同 的 信息 时 ， 拥 有 全 部 
三 条 密 文 的 人 就 可 以 恢复 原始 的 明文 . 通常 来 说 ， 当 一 条 信息 被 充分 多 不 同 的 RSA 加 密 密 铀 
分 别 加 密 时 ， 从 生成 的 密 文中 恢复 原始 的 明文 信息 是 可 能 的 ， 甚 至 当 原始 信息 以 一 种 线性 相关 
的 方式 对 每 一 接收 者 而 改变 时 ， 这 种 方法 都 是 成 功 的， 为 了 避免 这 一 弱点 ， 应 该 对 信息 进行 一 
些 不 同 的 随机 填补 再 加 密 . 

下 面 描述 由 维 纳 (M，Wiener) [ Wi90] 发 现 的 RSA 的 一 个 弱点 ， 他 证 明了 当 n=pg, p fll q 
为 素数 并 且 gp 2g 时， 加密 密 钥 为 (e，n) 的 RSA 密码 系统 的 解密 次 数 4 可 以 被 有 效 的 确 
定 ， 并 且 解 密 密 钥 d 小 于 n7 /3. (在 第 12 章 中 我 们 将 利用 连 分 数理 论 来 发 展 这 一 攻击 . ) 这 一 
结果 表明 用 于 生成 加 密 模 的 素数 p 和 4 不 能 过 于 接近 ， 并 且 应 该 使 用 相对 较 大 的 解密 次 数 ， 尽 
管 首 先 选 择 RSA 密码 的 加 密 密 钥 是 习惯 性 的 做 法 ， 但 是 可 以 首先 选择 较 大 解密 次 数 ， 然 后 利 
用 它 来 计算 加 密 次 数 e. l 

对 生成 加 密 次 数 ”的 一 个 素数 的 部 分 信息 的 泄露 可 以 导致 RSA 密码 系统 的 另 一 弱点 ， 假 
定 n=pg 是 m 位 数 ， 则 知道 p 的 前 m/4 或 者 后 m/4 位 数 将 使 得 n 可 以 被 有 效 地 分 解 . 例如， 
= p 和 4g 都 有 100 位 数 时 ， 如 果 知道 p 的 前 50 或 者 后 50 位 数 ， 就 能 够 对 n 进行 分 解 . 关于 部 
分 泄露 攻击 的 详细 内 容 参见 [ Co97] .一 个 类 似 的 结果 表明 ， 如 果 得 知 解密 密 钥 的 后 m/4 位 ， 
我 们 可 以 通过 阶 为 0(eloge) 次 计算 有 效 地 找到 d， 这 说 明了 如 果 加 密 次 数 。 较 小 ， 只 要 知道 了 
解密 次 数 的 后 m/4 位 数 ， 就 可 以 找到 它 . 

我 们 提 及 的 最 后 一 种 攻击 是 由 Paul Kocher 于 1995 年 ， 当 他 还 是 斯 坦 福 大 学 本 科 生 的 时 候 
发 现 的 ， 他 证 明了 RSA 密码 系统 的 解密 次 数 可 以 通过 仔细 测量 此 系统 进行 一 系列 解密 所 需要 
的 时 间 来 确定 .这 提供 了 用 于 确定 解密 次 数 d 的 信息 .幸运 的 是 ， 很 容易 就 可 以 设计 方法 来 阻 
止 这 一 攻击 .关于 这 一 攻击 的 详细 信息 ， 参 见 [TrWa02] 和 Kocher 的 论文 [ Ko96a ]. 

对 RSA 密码 系统 的 广泛 接受 和 应 用 使 其 成 为 重要 的 攻击 目标 . 只 有 较 小 的 弱点 被 发 现 ， 
这 给 了 人 们 充分 的 信心 来 实际 应 用 这 一 密码 系统 ， 而 这 为 找 出 这 一 广 受 欢迎 密码 系统 的 弱点 提 
供 了 充分 的 动力 . 

拉 宾 密码 系统 . 

迈克 尔 … PLIZ (Michael Rabin) [ Ra79] 发 现 了 RSA 密码 系统 的 一 个 变种 ， 其 对 模 n 分解 的 

计算 复杂 度 和 从 加 密 变 换 得 到 解密 变换 的 计算 复杂 度 几 乎 是 一 样 的 .为 了 描述 拉 宾 的 密码 系 


统 , 令 n=pg 其 中 p 和 9 为 奇 素数 ， 并 令 整 数 NB Ob <n 要 加 密 明 文 信息 P， 利用 
C = P(P * b) ( mod n). 
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由 于 要 用 到 一 些 还 没有 介绍 的 概念 ( 见 11. 1 节 习 题 49) ， 在 此 对 拉 宾 密码 的 解密 过 程 不 做 
讨论 ， 然 而， 对 于 每 一 密 文 数据 组 C 有 四 种 可 能 的 P 的 值 满足 C=P(P+8) (mod n)， 这 一 模 
物性 使 其 解密 过 程 复杂 化 ， 当 p 和 4 已 知 ， 拉 宾 密 码 的 解密 过 程 可 以 迅速 实现 ， 因为 只 需要 进 
行 阶 为 0(logn) 的 位 运算 . 

拉 宾 已 经 证 明 ， 在 不 知道 素数 p 和 4 的 情况 下 ， 如 果 此 密码 系统 有 只 需 f(n) 次 位 运算 的 解 
密 算法 ， 那么 则 有 只 要 2(f(n) +log n) 次 位 运算 分 解 7 的 算法 .因此 ， 在 不 知道 p 和 9g 的 情况 
下 ,解密 利用 拉 宾 密码 加 密 的 信息 的 过 程 是 和 整数 分 解 的 计算 复杂 度 差不多 的 .更 多 关于 拉 宾 
公 钥 密码 系统 的 信息 ， 参 见 [ MevaVa97 ] . 


8. 4 节 习 题 


1. Si no pq 214647, 并 且 (n) =14 440， 找 出 素数 P 和 q. 

2. WR n2 pq =4 386 607， 并 且 (n) =4382 136， 找 到 素数 p 和 q. 

3. 假定 密码 分 析 员 发 现 了 信息 P， 其 与 RSA 密码 中 使 用 的 加 密 模 n=pg 不 是 互 素 的 ， 证 明 密码 分 析 员 可 以 对 
n 整数 分 解 . 

4. 习题 3 所 描述 的 信息 被 找到 的 可 能 性 是 非常 小 的 .这 可 通过 证 明 后 面 的 叙述 来 说 明 . 一 个 信息 P 与 不 互 


素 的 概率 是 上 +- - 二， 并 且 当 P 和 4 都 大 于 10 时， 这 一 概率 小 于 10 


5. 信息 BEST WISHES 用 密 钥 为 (e,，n) = (3, 2669) 的 RSA 密码 加 密 后 生成 的 密 文 是 什么 ? 

6. 信息 LIFE IS A DREAM 用 密 钥 为 (e，n) = (7, 2627) 的 RSA 密码 加 密 后 生成 的 密 文 是 什么 ? 

7. 如 果 用 密 钥 为 (e，n) = (13，2747) RSA 密码 加 密 后 生成 的 密 文 是 2206 0755 0436 1165 1737 ， 明 文 信息 是 
什么 ? 

8. 如 果 用 密 钥 为 (e，n) = (5, 2881) RSA 密码 加 密 后 生成 的 密 文 是 0504 1874 0347 0515 2088 2356 0736 
0468 ， 明 文 信息 是 什么 ? ; 

9. 利用 拉 宾 密码 Ces P(P 45) ( mod 2573) 加 密 信息 SELL NOW. 

10. 利用 拉 宾 密码 Cm P(P +11) (mod 3901) 加 密 信 息 LEAVE TOWN. 

11. 假设 十 分 关心 密码 安全 性 的 Bob， 选 定 一 个 加 密 模 n,n =pqg， 其 中 p 和 4 是 大 素数 ， 并 选 定 了 两 个 加 密 次 
数 e Mie, 他 让 Alice 对 信息 进行 双重 加 密 ， 首先 用 加 密 密 钥 为 (e ，z) 的 RSA 密码 加 密 信 息 ， 再 对 生成 
的 密 文 用 加 密 密 钥 为 (e, ，n) 的 RSA 密码 加 密 . 通过 此 双重 加 密 ，Bob 得 到 更 多 的 安全 性 了 吗 ? 验证 你 的 

12. 假定 明文 信息 已 和 pq PER, RUP p 和 9g 是 大 素数 .解密 用 密 钥 为 (e，z) 的 RSA 密码 加 密 p 生成 的 密 
文 是 可 能 的 吗 ? 

13. 假定 两 个 团队 在 RSA 密码 系统 中 使 用 共同 的 模 数 >， 但 加 密 次 数 不 相同 . 证 明 用 各 自 RSA 密 钥 加 密 的 明 
文 信息 发 送 到 这 两 个 团队 每 一 方 的 都 可 以 从 密 文 信息 中 恢复 . 

14. 假定 加 密 次 数 3 被 三 个 不 同 的 人 用 不 同 的 加 密 模 来 应 用 于 RSA 密码 系统 。 用 各 自 密 铀 加密 的 明文 信息 P 
可 以 从 生成 的 三 条 密 文 信息 恢复 . (提示 : 假设 这 三 个 密 钥 的 模 分 别 为 n, n 和 ns 首先 找到 同 余 方程 组 
x, P'(mod n,) ，i=1，2，3) 的 解 ( 这 是 一 个 哈 式 广播 攻击 的 例子 . ) 

15. 当 是 三 个 素数 而 不 是 两 个 素数 乘积 时 ，RSA 密码 系统 是 怎样 工作 的 ? 

16. 假定 两 个 人 所 使 用 的 RSA MANI n, Hn,,JtH nsn WRC, nm)>1, ER 
系统 呢 ? 
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8. 4 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 为 你 们 班 的 同学 构造 一 个 RSA 密码 的 密 钥 表 . 
2. 对 你 们 班 的 每 个 人 ， 用 此 表 的 密 钥 利用 RSA 密码 加 密 信 息 . 
3. 解密 你 的 同学 发 送 的 用 你 的 RSA 加 密 密 钥 加 密 的 信息 . 
程序 设计 f 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 编程 语言 来 计算 以 下 问题 ; 
1. 利用 RSA 密码 加 密 信息 . 
2. 解密 用 RSA 密码 加 密 的 信息 . 


8.5 背包 密码 


在 本 节 中 ， 我 们 将 对 基于 背包 问题 的 密码 系统 进行 讨论 .给 定 一 组 正 整 数 cl a, 70. a, 
和 整数 $， 在 存在 的 前 提 下 ， 背 包 问 题 问 的 是 这 些 整数 的 哪些 数 加 起 来 和 为 $S 背包 问题 的 另 
一 种 表述 是 ， 求 解 取 值 为 0 或 1 的 x,，x,，…，x,， 满 足 

S = ax, tax, 十 … + GaXn。 |. (8.3) 

我 们 利用 下 面 的 例子 中 具体 说 明 缘 包 问 题 . l 

例 8.17 4(a,, a, a,, a, a) - (2, 7, 8, 11, 12) H S=21. HARR, 知 这 五 
个 数 中 有 两 个 子 集合 的 和 为 21， 即 21 =2+8 +11 2247 «12. 等 价 的 ,方程 2x, +7x, +8xs + 
lix, + 12x, 221 恰好 有 两 组 解 ， 其 中 对 i=1，2，3,4, 5, x, =0 或 1 RERE x —x, =% =1， 
x,23,20 Hb x, 2x, 23, El, x,-x,-0. 4 

为 了 核实 (8.3) 成 立 ， 其 中 x, =0 或 1， 需 要 进行 至 多 nn 次 加 法 . 另 一 方面 , 平 几 的 试 错 法 
搜索 (8.3) 的 解 可 能 需要 检验 (x, ，x,，…，%,) 的 所 有 2" 种 可 能 组 合 ， 目 前 所 知 的 最 好 的 求解 
背包 问题 的 方法 需要 进行 阶 0(2"“ ) 的 位 运算 ， 当 nm”=100 时 ,计算 机 求解 一 般 背 包 问 题 是 几乎 
不 可 能 的 . 

求解 特殊 整数 a,，a,，…，a, 的 缘 包 问题 要 比 一 般 情况 简单 很 多 。 例 如 ， 当 oa =2 "时 ， 
求解 $=aixi +a, +…+aox， 其 中 对 5=1，2，…，Pm， x; =0 或 1， 只 需要 找到 5 的 二 进 制 展 
开 即 可 .也 可 以 通过 选择 整数 a,，a,，…，a, 使 得 前 j - 1 个 整数 的 和 总 是 小 于 第 j 个 整数 ， 从 
而 生成 简单 的 背包 问题 ， 即 

5 sas = 2,3,.…,n. 

如 果 一 列 整 数 a,，a,，…，a, 满足 上 述 不 等 式 ， 就 称 这 一 序列 是 超 递 增 的 . 

例 8.18 序列 2, 3, 7, 14, 27 是 超 递增 的 ， 这 是 由 于 3 22, 72342, 1427 +3+2 和 
27 214 +7+3+2. 4 

为 了 明白 超 递增 序列 的 背包 问题 是 容易 解决 的 ， 我 们 来 考虑 下 面 的 例子 . 

例 8.19 从 数 集 2，3，7，14，27 找到 和 为 37 的 整数 . 首先， 注意 到 2 +3 +7+14 一 27， 
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一 个 整数 子 集 只 有 含 27 则 其 和 才能 比 27 K. 因此， 如 果 2x, 3x, 8 7x, £173, «272, =37， 其 

中 每 一 x,=0 或 1， 一 定 有 x; =1 和 2x, +3x, +7x; +14x, =10. BI 14210, FA x, 一 定 为 0 

并 且 有 2x, +3x, +7x， =10. 因为 2+3 一 7， 所 以 一 定 有 x,-13JfH 2x, +3x, =3. BRA x, =1 

和 x, =0. 4 
通常 ,求解 有 超 递 增 序列 a, a, o, a, 的 背包 问题 ， 也 就 是 说 ， 对 给 定 $5， 找到 满足 

S =a, a,x, + tax, x, x,, ce, x, 的 值 ， 其 中 对 i=1, 2, e, n, x,-20 mk 1. 可 以 

利用 下 面 的 算法 . 首先 通过 观察 下 式 找到 x,: 

1 若 S> 4a,; 

b ZPS-a, 

然后 ， 用 下 面 的 等 式 挨个 找到 x。，, ，x。，，…，xi : 


[ É Sod ps 


X 


n 


0 XE $- Y xoa, 
其 中 j=n-1， n -2, t$ d | 
为 了 明白 访 算 法 的 原理 ， 首 先 注意 到 当 So M, MR r0, WE Y axe Y a< 


a, «S, PELLIT 同样 地 ， ue y 24$ 时 ， 如 果 x = 0， NE Y a E: 


i=j+1 


Za 5 a; <a + È xa, <S, [HI EEJÉ— "T 7f JH. 


利用 这 一 一 算法 ， 基于 超 递 增 序列 的 背包 问题 可 以 迅速 的 得 到 解决 现在 讨论 一 个 基于 此 观 
察 的 密码 系统 ， 它 是 由 默 克 尔 ( Merkle) 和 希 尔 曼 (Hellman ) 发 明 的 ， 起 初 被 认为 是 公 钥 密码 系 
统 的 一 个 很 好 的 选择 . (更 多 的 评价 将 在 本 节 后 半 部 分 . ) 

这 里 所 描述 的 密码 是 基于 超 递 增 序列 的 变换 的 .具体 来 说 ， Çan, a, e, a, 是 超 递增 
的 ， 并 且 普 是 满足 下 >2a, HERR. w 是 一 个 和 m 互 素 的 整数 ， 并 且 其 模 m 的 着 是 元 生成 
序列 b,, b,, e, b,, rp bim wa, (mod m) ŻE Ob, — m. 由 于 序列 b, b, e, b, 不 是 超 


递增 的 ， 所 以 不 能 利用 上 述 技巧 解决 S = x bx, 种 类 型 的 背包 问题 ， 其 中 $ 是 正 整数 ， 然 而 
当 五 是 已 知 时 ， 能 够 找到 


wS = DELE Y am (mod m), (8.4) 
这 是 因为 Tb =a, (mod m)， 从 式 (8.4) 可 以 看 出 | 
So = Y às. 


其 中 5, 是 ws 模 普 的 最 小 正 剩余 这样 就 可 以 容易 地 求解 方程 
S = x LEAR 
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EOS a, os, cc, a, JERGIEANS. ABARTH EE 


S= $ bas, 

xcd Hi. b =wa (mod m)， 并 且 0<4, 二 m， 我 们 在 下 例 中 具体 演示 这 一 过 程 . 

例 8.20 通过 对 i=1, 2, 3, 4, 5, W b,=67a,(mod 89) ， 超 递增 序列 (ac ，as ，as a4, 
a,) 2(3, 5, 9, 20, 44) TTIR RE RA (bi, ba, ba, bas bs) =(23, 68, 69, 5,11). Hf 
背包 问题 23x, + 68x, +69x, +5x, + 11x, =84， 对 等 式 两 边 都 乘 以 4， 它 是 67 模 89 BUS, A 
同时 模 89， 得 到 同 余 式 3r +Sx，+ 9x3 *20x, *44x,2336 =69 ( mod 89). HT 892345494 
20 +44, TJA 3x, +5x, + 9x, 4 20x, t 44x, =69， 故 这 一 简单 背包 问题 的 解 是 x; = x, =x, =1 和 
x,-2x,-20. 因此 ， 原 背包 问题 的 解 是 68 +5 +11 =84. 4 

RAKI A 8 (Hellna) A BEBE T-M AL KLREAS AERE UE BU T a 
每 一 个 体 选择 一 个 特定 长 度 为 N 的 超 递 增 的 正 整 数 序 列 (例如 ，a,，a,，…，an) ， 同 时 也 选取 
一 个 模 m fili m 2a, 以 及 一 个 满足 (w，m) =1 HRTF w， 转 换 生 成 的 序列 bi, ba, 0s ba 
是 公开 的 ， 当 有 人 想 要 向 这 一 个 体 发 送信 息 了 时， 首先 利用 字母 的 二 进 制 等 价 数值 将 信息 转换 
为 零 和 一 的 数字 串 f S. 10 所 示 . 


(0 RSI 字母 的 二 进 制 等 价 数值 表 
二 进 制 等 价 数值 二 进 制 等 价 数值 


zg 只 一 


N 
0 
P 
Q 
R 
S 
T 
U 
v 
w 
X 
Y 
Z 


下 一 步 将 这 一 数字 串 分 为 长 度 为 NN 的 数据 段 ( 为 了 简化 起 见 ， 假 定 这 一 数字 串 的 长 度 可 以 
被 N 整除 ; 否则 ， 就 在 最 后 一 组 简单 地 用 1 补 齐 )， 对 于 每 一 数据 组 ， 用 序列 5b,，b,，…，b 
生成 和 : 例如 ， 数 据 组 naay 生成 5 =bn tbr +… +bnxw， 最 后 ， 由 每 一 数据 组 生成 的 和 
形成 最 后 的 密 文 信息 . 

在 不 知晓 m 和 w 的 情况 下 ， 要 解密 用 背包 密码 加 密 的 信息 ， 需 要 解 一 组 如 下 形式 的 困难 


236 第 8 章 


的 背包 问题 ; 
S = bx, + bx, 十 … + byxn. (8.5) 
男 一 方面 ， 当 已 知 m 和 风 时 ， 背 包 问题 (8.5) 可 以 被 转换 为 一 个 简单 的 背包 问题 ， 这 是 由 于 


wS = wb,x, + wb,x, 十 … + wbyxy 


= a,x, +a,%, + + GyX y, ( mod m), 
Hp wb; a;(mod m), w J& w EE m fx, EVA 
Sy = X; + aX, bo + GNXN (8. 6) 


其 中 5。 E Ts Him WENERA: 等 式 (8.6) 成 立 ， 是 因为 等 式 两 边 都 是 小 于 nn 并 且 模 史 相等 
的 正 整 数 . 

我 们 用 一 个 例子 来 示意 背包 密码 的 加 密 和 人 解密 过 程 ， 从 超 递 增 序列 (a,，a,，a;，Q,，a;， 
as, a7, as, d, 010) =(2, 11, 14, 29, 58, 119, 241, 480，959，1917) 出 发 ， 取 m =3837 
作为 加 密 模 ， 满 足 柬 > 2ae， 并 且 取 w 21001 作为 乘 子 ， 满 足 (m，w) =1， 将 超 递增 序列 转换 
为 (2002，3337，2503 2170, 503, 172, 3347, 855, 709, 417). 

要 加 密 信息 

REPLY IMMEDIATELY, 

首先 将 信息 的 字母 转 为 为 五 位 数 的 二 进 制 等 价 数值 ， 如 表 8.10 所 示 ， 然 后 将 这 些 数字 分 为 长 
度 为 十 的 数据 组 ， 得 到 

1000100100 0111101011 .1100001000 

0110001100 0010000011 0100000000 

1001100100. 0101111000. 
对 于 每 一 个 十 位 的 二 进 制 数据 组 ， 通 过 适当 相 加 (2002，3337，2503 2170, 503, 172, 3347, 
855，709，417) 对 应 数据 组 中 为 1 的 数 生成 一 个 和 .， 这样 就 得 到 

3360 12986 8686 10042 3629 3337 5530 9529. | 

例如 ， 第 一 个 和 可 以 通过 相 加 2002, 503 $1855 得 到 . 

要 解密 时 ， 我 们 要 找到 23 乘 以 每 一 和 模 3837 的 最 小 正 剩 余 ， 因 为 23 是 1001 模 3837 的 
逆 ， 然 后 解决 与 原始 超 递 增 序列 (2，11，14，29，58，119，241，480，959，1917) 相对 应 的 
简单 背包 问题 ， 例如， 要 解密 第 一 数据 组 ， 首 先 找到 3630 . 23 =540( mod 3837) ， 然 后 注意 到 
540 =480 +58 +2， 这 说 明 第 一 数据 组 二 进 制 明文 是 1000100100. 

背包 密码 最 初 看 起 来 是 公 钥 密码 系统 的 一 个 极 好 的 候选 者 ， 然而，1982 年 沙 米尔 [ Sh84] 
证 明 其 作为 公 乌 密 码 是 不 合适 的 .原因 是 因为 有 一 个 高 效 的 算法 来 解决 包含 序列 b, ，5,，…， 
b, F b; o wa; (mod m) 的 背包 问题 ,其 中 w 和 m 是 互相 互 素 的 正 整数 ， 并 且 ar, a, =, a 是 
一 超 递增 序列 .利用 沙 米尔 找到 的 算法 解决 这 些 背 包 问题 只 需要 阶 为 0(P(n)) 次 的 位 运算 . 
其 中 己 是 多 项 式 ， 而 不 是 像 解 决 包含 一 般 序列 的 背包 问题 时 所 需 的 次 数 时 间 ， 尽 管 我 们 不 会 对 
沙 米尔 发 明 的 算法 细节 进行 深入 讨论 ， 但 是 读者 可 以 通过 [0d90] 查 阅 这 些 细节 . 

有 多 种 可 能 的 办 法 对 此 密码 系统 进行 修改 以 避免 沙 米尔 所 发 现 的 弱点 ， 其 中 的 一 种 可 能 性 是 
选择 由 互 素 整数 对 (w ，m ) ，(w,，m,)，…，(w,，m, ) 组 成 的 序列 ， 然 后 生成 一 系列 的 序列 
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X 
R 
Jk 


SEA 
Š 
L| 


w,a,( mod m,) 


bi - wb? (mod m,) 


p = w,bí (mod m,), 
Hh j=l, 2, e, n 然后 利用 最 后 的 序列 51”，52”，…， bO 作为 加 密 序列 ， 不 地 的 是 ， 对 
包含 Re 
EH C ABISEACTIE ALT VOR. 


8.5 节 习 题 
1. 判断 以 下 序列 是 否 是 超 递增 的 . 
a)(3, 5, 9, 19, 40) b)(2, 6, 10, 15, 36) 
c) (3, 7, 17, 30, 59) d) (11, 21, 41, 81, 151) 
2. 证 明 : 如 果 a, ，a ，…，o, 是 一 超 递增 序列 ， 则 有 a; 2^7, j=l, 2, on, n BUT. 
3. EH: 如 果 对 J=1，2，…，,m-1，o>2o， 则 序列 o ，a,，…，a。 是 超 递增 的 . 
4. 找到 整数 集 2，3，7，11，13 ，16 的 和 为 18 的 所 有 子 集 . 
5. 当 模 乘法 是 由 乘 子 w = 17 和 模 m = 163 决定 时 ， 找 到 由 超 递增 序列 (1，3,，5，10，20，41，81) 生成 的 


序列 ， 
6. 通过 运行 乘 子 w =29 MR m =331 的 模 乘 法 ， 和 19, 37, 81, 160) 的 背包 密码 加 密 
信息 BUY NOW. 
7. 解密 用 基于 序列 (306，374，233，19，259 ) 的 背包 密码 加 密 的 密 文 402 75 120 325. 这 一 序列 是 通过 乘 子 
w 217 和 模 m =164 的 模 乘 法 变换 超 递增 序列 (18，22，41，83 ，179 ) 得 到 的 . i 
8. 找到 对 超 递增 序列 (3，4, 8，17，33 ，67) 先 后 连续 应 用 由 乘 子 和 模 分 别 为 (7，92) ，(11，95) 和 (6，101 ) 
. 的 模 乘 法 所 生成 的 对 应 序列 . 
9. 如 何 解密 用 包含 由 不 同 模 的 模 累 乘法 生成 序列 的 背包 密码 加 密 的 信息 ? 
上 注 背 包 问 题 是 如 下 形式 的 问题 ; HERR a, ay, oc, a, 和 正 整 数 P， 找 到 乘积 为 P 的 子 集 ,， 或 者 等 
价 地 说 ， 找 到 下 式 的 所 有 解 
P = aja? tea”, 
Pat j=l, 2, =, n, x; 20 X 1. 
10. 找到 乘积 等 于 60. [/] 3388 2, 3, 5, 6, IO 的 所 有 子 集 . 
11. 找到 乘积 等 于 15960 的 整数 集 8，13 17, 21, 95, 121 的 所 有 子 集 . 
12. 证 明 : 如 果 整 数 ol ，a ，…，a, 两 两 互 素 ， 则 积 性 背包 问题 P= allo2 am" ， 其 中 对 7 了 =1，2，…，Pm， 
x; =0 或 1， 可 以 得 到 从 整数 P，o ，o cn, a, 的 素数 分 解 简单 地 解决 ， 并 且 证 明 : 如 果 有 解 ， 则 是 唯 
13. 证 明 通 过 对 底 为 上 取 模 普 的 对 数 ， 其 中 (8，m) =1 且 0<5<m， 可 以 将 积 性 背包 问题 
| P = aaa l 
转换 为 加 性 背包 问题 
S = at, + OX + tx, 


n^n? 


HOP S, a, 0,,77, o, EX P, a,, a,, cc, a, 取 底 为 5 模 m 的 对 数 . 
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14. 解释 当知 道 两 两 互 素 的 整数 a, ，a,，…，a, 时 ， 为 什么 习题 12 和 13 生成 密码 信息 能 很 容易 被 破解 ， 但 是 
只 知道 a, ，as ，… ，a, 时 却 不 能 快速 解密 . 


8. 5 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 者 你 所 编写 的 程序 ， 进 行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 从 你 创建 的 超 递增 序列 开始 ， 运 行 模 为 m 和 乘 子 为 w 的 模 乘法 找到 一 个 序列 作为 你 的 背包 密码 的 公 绷 . 
2. 对 于 班 上 的 每 一 个 同学 ， 用 他 们 的 背包 密码 的 公 钥 加 密 信息 . l i 
3. 解密 你 的 同学 发 送 给 你 的 信息 . 
**4. 利用 [ 0d90] 中 描述 的 算法 ,解决 基于 超 递增 序列 做 模 运算 生成 的 序列 的 背包 问题 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 编程 语言 来 计算 以 下 问题 : 
1. 用 试 错 法 解决 背包 问题 . 
2. 解决 包含 超 递 增 序 列 的 背包 问题 . 
3. 利用 背包 密码 加 密 信息 . 
4. 破解 用 背包 密码 加 密 的 信息 . 
5. 利用 包含 不 同 模 的 模 累 乘法 生成 的 序列 的 背包 密码 加 密 和 解密 信息 . 
6. 解决 包含 两 两 互 素 整数 序列 的 积 性 背包 问题 (见习 题 14). 


8.6 密码 协议 及 应 用 


本 节 将 演示 密码 系统 怎样 应 用 于 为 两 方 或 者 多 方 所 运用 以 达到 具体 目标 的 算法 的 协议 ， 以 
及 其 他 的 密码 应 用 .特别 地 ， 我 们 将 展示 两 人 或 多 人 怎样 交换 加 密 密 钥 .也 会 对 怎样 用 RSA 
密码 系统 对 信息 进行 签名 ， 和 密码 是 怎样 被 用 来 允许 人 们 在 网 络 上 公平 的 玩 扑克 进行 描述 ， 最 
后 ,将 会 展示 人 们 怎样 分 享 秘密 ， 使 得 没有 单独 的 个 人 知道 该 秘密 ,但 是 通过 足够 多 的 人 数 的 
团体 合作 能 够 恢复 信息 .这 些 只 是 我 们 可 以 讨论 的 协议 及 应 用 的 众多 例子 中 的 一 小 部 分 ; 感 兴 S 
趣 的 读者 可 以 参考 [ MevaVa97 ] 以 了 解 更 多 基于 在 本 章 中 讨论 的 想法 的 更 多 协议 和 应 用 . 


33 - 希 尔 曼 密 钥 交换 


现在 将 讨论 一 个 协议 允许 双方 通过 非 安全 通信 连接 交换 密 钥 而 不 用 在 事先 有 何 约定 ， 密 
钥 交 换 是 密码 学 中 具有 本 质 重 要 性 的 问题 . 下 面 将 要 讨论 的 方法 是 由 迪 斐 (Ditie) 和希 尔 曼 
(Hellman) 于 1976 年 发 明 的 ， 被 称 为 迪 斐 - 希 尔 曼 密 铀 协议 (参看 [DiHe76]). 由 此 协议 生成 
的 通用 保密 密 钥 ， 能 被 用 来 作为 素 未 谋面 或 者 从 未 分 享 过 任何 信息 的 多 方 团体 进行 特殊 通信 会 
话 所 采用 的 对 称 密码 系统 的 公共 密 钥 . 它 有 这 样 的 性 质 ， 未 被 授权 的 一 方 不 能 在 可 行 的 计算 机 
时 间 内 恢复 它 . 

要 实现 此 协议 ， 需 要 一 个 大 素数 p 和 整数 ">， 使 得 ~ 的 最 小 正 剩余 遍历 从 1 到 p -1 的 所 有 
整数 . 〈 这 就 是 说 > 是 WRR, KER 9 章 讨 论 此 概念 )， 大 素数 p 和 整数 7 都 是 公开 的 . 

在 这 一 协议 中 ,意欲 分 享 公共 密 钥 的 双方 各 自在 从 1 到 p -2 的 正 整 数 中 随机 选择 一 个 保 
密 值 ， 如 果 双 方 分 别 选择 k 和 %,， 第 一 方 发 送 给 第 二 方 整 数 y,， 其 中 
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hn=m(modp), 0<%<p, 
并 且 第 二 方 通过 计算 下 式 得 到 公共 密 钥 K 
K = y? = r^ (mod p), 0<K<p. 
同样 地 , .第 二 方 发 送 给 第 一 方 整数 y,， 其 中 
y, = r?^ (mod p), 0cy, <p, 
并 且 第 一 方 通过 计算 下 式 得 到 公共 密 钥 天 
K = yp? = r"? (mod p), 0=K<=p. 


此 密 钥 协 议 的 安全 性 依赖 于 知道 了 ri rz ES p BUE NIE HO EDU TIS PRESA K 的 安全 
性 .也 就 是 说 ， 它 依赖 于 计算 模 p 的 离散 对 数 的 复杂 性 (将 在 第 9 章 讨论 ) ， 其 被 认为 是 一 个 困 
难 的 计算 问题 .在 一 定 条 件 下 ， 已 经 证 明 ([Ma94] ) 攻 破 这 一 协议 等 价 于 计算 离散 对 数 . 
用 同样 的 方式 ， 公 共 密 钥 可 以 被 有 个 个 体 的 群体 所 分 享 . 如 果 这 些 个 体 有 和 密 钥 ， 
，… ,k,， 它 们 可 以 分 享 公 共 密 钥 
K = r^^ ( mod p). 
我 们 将 此 方法 生成 公共 密 钥 的 过 程 的 细节 作为 一 个 问题 留 给 
构造 密 钥 协议 这 一 话题 的 延伸 已 经 远 远 超出 我 们 在 此 所 讨论 的 许多 用 于 建立 分 享 密 钥 的 
协议 被 发 明 出 来 ,包括 利用 信托 服务 器 分 配 密 钥 的 协议 . 请 参考 
[ MevaVa97 ] 的 第 12 35. 
数字 签名 
当 接收 电子 信息 时 ， 怎 样 才 能 知道 它 是 来 自 预 定 的 发 送 者 呢 ? 我 们 需要 数字 签名 来 告诉 我 
们 此 信息 一 定 来 自 预 定 的 一 方 . 我们 将 会 证 明 公 钥 密 码 系统 ， 例 如 RSA 密码 系统 ， 能 被 用 来 
发 送 “ 签 名 ”信息 ， 当 使 用 签名 后 ， 信 息 接收 者 就 可 以 确信 其 来 自 该 发 送 者 ， 并 且 能 够 作出 
合理 的 判断 ， 只 有 该 发 送 者 才 是 此 信息 的 来 源 ， 这 种 认证 在 电子 邮件 、 电 子 银行 和 电子 股票 交 
易 中 都 是 需要 的 . ATARA RSA 密码 系统 是 怎样 进行 签名 的 ， 假 定 个 体 i 想 要 给 个 体 j 发 送 
信息 ， 个 体 i 对 明文 数据 组 P 所 做 的 第 一 件 事情 是 计算 
S = D, (P) = P“(mod n,), | 
其 中 (d;，n) 是 个 体 i 的 解密 密 多 ,并 且 只 有 个 体 i 知 晓 ， 然后， 如 果 nio ny Krh(e, n) 
个 体 j 的 加 密 密 铀 ,个 体 i 通 过 运行 下 式 加 密 S 
Cz E,CS) = S"(modn), 0x Cn. 
F nn BE, AEIR S 拆 分 为 长 度 小 于 的 数据 组 ， 并且 利用 加 密 变 换 E 加 密 每 一 数据 组 . 
对 解密 来 说 , 个体 j 首 先 利用 保密 解密 变换 D 来 恢复 5， 因 为 
D,(C) = D, (E, (5)) = 人. 
为 了 找到 明文 信息 P, 假定 是 由 个 体 ; 发 送 的 ， 个 体 j 下 一 步 要 利用 公共 的 加 密 变 换 E; ， 因 为 
E, (S) = E, (D; (P)) =P. 
此 处 ,利用 了 恒等式 E, CD, CP)) =P, 这 是 由 下 面 的 事实 决定 的 ， 由 于 
d;e; = 1(modg( m;))， 


Wp 
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故 

E, (D,CP)) = (P^)* = P* = P(mod n), 
最 终 明文 数据 组 P 和 签名 版 本 S 使 得 个 体 j 确认 信息 是 来 自 个 体 i 的， 同时 ,个 体 i 也 无 法 否 
认 发 送 了 信息 ， 因 为 除了 个 体 i 没 有 其 他 人 可 以 从 原始 信息 P 发 送 签名 信息 S. 


电子 扑克 


取 备 密 码 的 一 种 消 道 应 用 已 经 被 沙 米尔 ， 里 威 斯 特 和 阿 德尔 曼 [ ShRiAd81 ] 所 描述 ， 他 们 
证 明 通过 利用 取 埋 密码， 一 种 公平 的 扑克 游戏 可 以 通过 计算 机 由 两 位 玩家 来 参与 ， 假 设 艾 力 克 
斯 和 贝蒂 想 打 扑克 ， 首先， 他 们 共同 选择 一 个 大 素数 记 然后 ， 他 们 各 自选 择 保密 密 钥 e 和 
e ， 作 为 模 取 赛 中 的 次 数 ， 令 E, 和 已 ， 表 示 相 应 的 加 密 变 换 如 下 
| E, (M) = M" (mod p) 
E, (M) = M" (mod p), 
其 中 M 是 明文 信息 ， 令 d Md, 分 别 为 s 和 Bip BE, E D, 和 D.。 为 对 应 的 解密 变换 ， 
使 得 
D, (C) C^ (mod p) 
D, (C) = C*(mod p), 
其 中 C 是 密 文 信息 . 
注意 加 密 变 换 是 可 交换 的 ， 即 
E, (E, (M)) = E, (E, (M)), 
这 是 因为 (M*)"=(M")“(mod p). 
为 了 玩 扑克 ， 一 副 牌 被 表 为 52 条 信息 


M, Ze c2" 
M, zu c3" 
M, —À 2 ^A" 


当 艾 力克 斯 和 贝蒂 想 要 玩 电子 扑克 时 ， 他 们 按照 以 下 步 又 进行 ， 假 设 由 贝蒂 发 牌 

1. 贝蒂 用 她 的 加 密 变换 加 密 对 应 扑克 的 52 条 信息 ， 得 到 E (M), E (M), =, 
E, (Ms )， 然 后 她 通过 随机 安排 加 密 信息 的 顺序 作为 洗 牌 ， 然 后 将 52 条 洗 牌 过 后 的 加 密 信息 
发 送 给 艾 力克 斯 

2. 艾 力克 斯 随机 选择 贝 带 发 送 给 他 的 信息 中 的 五 条 ， 他 将 这 五 条 信息 回 发 给 贝蒂 ， 她 利 
用 解密 变换 D, 解密 这 些 信息 以 找到 她 手中 的 牌 ， 这 是 因为 对 于 所 有 信息 MOD, CE, (M)) = 
M 成 立 ， 艾 力克 斯 无 法 知道 贝蒂 有 什么 牌 ， 因 为 不 能 解密 加 密 的 信息 E (M), j=1， 
2, 7,52. 

3. 艾 力克 斯 另外 随机 选择 五 条 信息 ， 令 这 些 信息 为 C1 CS. C, C, C, Hp 
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C, = E, (Mj), 
j =1，2，3，4，5， 艾 力克 斯 发 送 用 他 的 加 密 变 换 预先 加 密 的 信息 ， 得 到 这 五 条 信息 
C; = E, (C) = E, CE, (M,)), 
j=1，2，3，,4，5， 次 力克 斯 将 这 五 条 被 两 次 加 密 ( 首 先 由 贝蒂 然后 由 艾 力克 斯 ) 的 信息 发 送 给 
贝蒂 . 
4. 贝蒂 用 她 的 解密 变换 找到 
D, (C) = D, CE, CE, (M,))) 
= D, (E, (E, (M,))) 
= E, (M), 
这 是 因为 对 所 有 信息 M， 有 E, CE, (M)) =E, CE, (MM) ) 成 立 . 贝蒂 将 这 五 条 信息 E, (M,) 加 
RAE RUN | 
5. 区 力克 斯 利用 他 的 解密 变换 D, 得 到 他 手中 的 牌 ， 这 是 因为 
D, (E, (M,)) = M 
"QMORGUEC PERIERE IMPR, MN, ARRIE RER. noii 
应 用 我 们 所 描述 的 过 程 ， 任 何 一 方 都 不 知道 对 方 手中 的 牌 是 什么 ， 每 一 手 牌 对 双方 都 是 基本 公 
平 的 ， 为 了 保证 没有 作 浆 情 况 发 生 ， 在 游戏 的 最 后 双方 都 亮 出 他 们 的 密 钥 ， 使 得 每 一 玩家 都 能 
确认 其 他 玩家 事实 上 都 在 打出 他 们 所 亮 的 牌 . | 
关于 此 方案 的 一 个 弱点 ， 和 怎样 克服 这 一 弱点 ， 可 以 在 11. 1 节 的 习题 中 找到 . 


秘密 共享 


现在 对 密码 学 的 另 一 个 应 用 进行 讨论 ， 即 秘密 共享 的 方法 ， 假 定 在 一 通信 网 络 中 有 一 一 些 至 
关 重 要 ， 但 是 十 分 敏感 的 信息 ， 如 果 这 一 信息 分 配给 多 个 个 体 ， 它 就 变 得 更 容易 暴露 ; 另 一 方 
面 ， 如 果 此 信息 丢失 ， 后 果 又 是 十 分 严重 的 .一 个 这 种 信息 的 例子 是 用 于 进入 计算 机 系统 的 密 
码 文件 的 主 密 钥 天 . 

要 保护 控制 主 密 钥 K 既 不 丢失 也 不 暴露 ， 我 们 建立 影子 总 ， 已 ，…， 天， 分 别 给 > 个 不 同 
的 个 体 ， 我 们 将 会 证 明 密 钥 天 可 以 通过 这 些 影子 的 任意 * 个 容易 地 生成 ， 其 中 * 是 小 于 > 的 正 
整数 ， 反 之 ， 少 于 * 个 影子 却 不 能 允许 密 钥 天 被 找到 ， 因 为 至 少 需要 s 个 不 同 个 体 来 找到 天 ， 
这 样 密 钥 就 是 不 易 被 暴露 的 ， 此 外 ， 密 钥 天 也 是 不 易 丢 失 的 ， 因 为 这 "个 个 体 中 任何 拥有 影子 
的 :个 个 体 都 能 生成 K 具有 这 种 性 质 的 设计 称 为 (5，r) 门限 方案 . 

为 了 开发 一 个 能 被 用 来 产生 这 种 性 质 的 影子 的 系统 ， 我 们 利用 中 国 剩余 定理 .选择 比 密 铀 
K 大 的 素数 p 和 一 个 两 两 互 素 的 整数 序列 m, m, co, m, 它们 不 能 被 素数 p 整除 ， 满 足 

m=m,<…<m, 
和 
mim, m, > pm,m, ,-* m, i (8.7) 


注意 等 式 (8.7) 表 明 ;个 最 小 的 整数 m, 的 乘积 大 于 s -1 个 最 大 整数 mw M 的 乘积 由 (8.7) 
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得 到 ， 如 果 M = mimz…m,， 那 么 M/p 大 于 m; 中 任意 s - 1 个 整数 的 乘积 . 
现在 ， E T 取 
K, K-*tp, 
WUÉ OK, xM -1( 因 为 0 三 R -Kotppestpz(t-1)Px(M/p)p-M). 
要 生成 影子 ，k,，…，k,， 令 是 满足 下 式 的 整数 : 
k, = K (mod m;),0 « k,—m;, 
Hp j=l, 2, e, r. 为 了 弄 清 主 密 钥 天 可 由 这 > 个 拥有 影子 个 体 中 任何 * 个 生成 ， 假 定 这 Ss 
个 影子 ，% ，…， 包 ,可 用 .利用 中 国 剩余 定理 ， 容 易 找到 K, 模 Mi 的 最 小 正 剩 余 ， 其 中 MM = 
mim;…m;， 由 于 已 知 0<K, < M<M， 我 们 可 以 确定 K,， 进 而 找到 K=K, -tp 
另 一 方面 ， 假 定 只 知道 ; -1 个 影子 & ，k,，…，h,_,， 由 中 国 剩余 定理 ， 能 够 确定 Ky EE 
M, 的 最 小 正 剩余 a， 其 中 M, = mi mi …m,,,， 用 这 些 影子 ， 得 到 的 关于 K 唯一 信息 是 a 是 K, 
模 M, URDEA, 并 且 0<K, <M. 因此， 我 们 只 知道 
K, = CC + %M,, : 
Jr O< <M/M,. 由 (8.7) ， 可 以 推断 除 M/M, >P， 所 以 随 着 a 遍历 小 于 M/M, 的 正 整数 ，x* 取 
WEA p 完全 剩余 系 中 的 每 个 值 ， 因 为 对 j=1，2，…，s，(m;, p) 5 V, 我 们 可 知 (M,, p) =1， 所 
以 a +xM; 和 x 一 样 遍历 模 p 完全 剩余 系 中 的 每 个 值 ， 所 以 ， His -1 个 影子 来 确定 K 是 不 够 的 ， 
因为 K, 可 以 是 模 p 的 p 个 剩余 类 中 的 任何 一 个 
我 们 用 一 个 例子 来 演示 此 门限 方案 . 
例 8.21 令 K=4 为 主 密 钥 ， 采 用 符合 刚刚 描述 的 类 型 的 (2，3) -门限 方案 ,其 中 p=7， 
mi -11, m, =12 以 及 m; 217, $k M 2 m,m, 21327 pm, 2119. 从 小 于 M/p 213271 的 正 整数 
中 随机 选择 上 = 14， 得 到 l 
K, =K+tp =4 +14.7 = 102. 
ZPA T k, k, Wk, 是 天 m, m, 和 ms HRDERNR; 即 
k, = 102 = 3(mod 11) 
= 102 = 6(mod 12) 
l k, = 102 = 0( mod 17) 
所 以 这 三 个 影子 是 如 -3, k =6 F k, =0. 
我 们 可 以 从 这 三 个 影子 中 的 任意 两 个 恢复 主 密 钥 K REBA k 23 $0 k, -0. 利用 中 国 
剩余 定理 ， 能 够 找 出 K 模 mims 211-17 2187; RAWH, Dig K, =3(mod 11) fil K, 0( mod 
17)， 所 以 有 K,2102(mod 187). 由 于 0<K <M 2132 —187, 4 K, =102， 因 此 主 密 钥 天 = 


em 
N 
| 


K, -tp 2102 -14 .7 =4. 4 
关于 秘密 分 享 方案 的 更 多 细节 参见 [MevaVa97 ]. 
8.6 节 习 题 


L 利用 迪 斐 - 希 尔 曼 密 铜 协议 ， 找 到 可 以 被 拥有 密 钥 名 =27 I, =31 双方 使 用 的 公共 密 铜 ， 其 中 模 为 p = 
103 ， 底 数 为 r=5. 


E 
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. AELE- 希 尔 曼 密 钥 协 议 ， 找 到 可 以 被 拥有 密 钥 hh =7 和 = 8 双方 使 用 的 公共 密 钥 ， 其 中 模 为 p = 53， 


底数 为 r=2. 
. 求 由 三 个 使 用 密 钥 分 别 为 23, k, =10 7 k =5 的 团体 使 用 的 共用 密 负 ,其 中 模 为 p =601 和 底数 为 r=7. 
. 求 由 四 个 使 用 密 钥 分 别 为 =11, k=12, k=17 W k, =19 的 团体 使 用 的 公用 密 钥 ， 其 中 模 为 上 = 1009， 
底数 为 r=3. 


. 仿 书 中 所 述 ， 给 出 允许 n 个 团体 分 享 公共 密 钥 协议 的 步 又 . 
. Romeo 和 Juliet 分 别 有 他 们 各 自 的 RSA 密 钥 (5,，19 + 67) 和 (3，11 71). 


a) 利 用 书 中 的 方法 ， 当 明文 信息 是 GOODBYE SWEET LOVE Hf, hH Remeo 发 送 给 Juliet 的 签名 密 文 信息 是 
什么 ? 
b) 利 用 书 中 的 方法 ， 当 明文 信息 是 ADIEU FOREVER Hj, H Juliet 发 送 给 Remeo 的 签名 密 文 信息 是 什么 ? 


. Harold 和 Audrey 分 别 有 他 们 各 自 的 RSA 密 铀 (3，23 .47) 和 (7，31' 59). 


a) 利 用 书 中 的 方法 ， 当 明文 信息 是 CHEERS HAROLD Hj, H Harold 发 送 给 Audrey 的 签名 密 文 信息 是 
什么 ? 

b) 利 用 书 中 的 方法 ， 当 明文 信息 是 SINCERELY AUDREY 时 ， 由 Audrey 发 送 给 Harold 的 签名 密 文 信息 是 
什么 ? 

在 习题 8 和 习题 9 中 ,我 们 展示 两 种 用 RSA 密码 系统 发 送 签名 信息 的 方法 ， 以 避免 数据 组 大 小 的 可 能 


改变 . 


* 8. 


* 9, 


SHEHERA 98 T BUR POSEE SEO] Eo (e, n) HIE! (e, n), 并且 满 是 n< 有 <n"， 其 中 n 
和 "都 是 两 个 素数 的 乘积 .利用 RSA 密码 系统 ,个 体 i 能 够 通过 发 送 E,, (Du(P) ) 向 个 体 7 发 送 签名 信 
息 P. 

a) 证 明 当 变换 E, fe D 应 用 之 后 使 用 时 ， 改 变数 据 组 的 大 小 是 没有 必要 的 . 

b) 说 明 个 体 j 怎 样 恢复 明文 信息 P， 和 为 什么 除了 个 体 i 没 有 人 能 发 送 此 信息 . 

c) 令 个 体 i 有 加 密 密 钥 (3，11 . 71) 和 (3，29 . 41) ， 故 781 =11 * 71 «1000 — 1189 =29 .41， 并 令 个 体 j 有 
加 密 密 钥 (7，19 - 47) 和 (7，31 - 37)， 故 893 = 19 . 47 < 1000 < 1147 231 . 37， 当 明文 信息 是 HELLO AD- 
AM 时 ,利用 本 习题 开始 给 出 的 方法 ,个 体 i 发 送 给 个 体 j 的 签名 密 文 信息 是 什么 ? 当 明 文 信息 是 GOOD- 
BYE ALICE Ef, 个体 j 发 送 给 个 体 i 的 签名 密 文 信息 是 什么 ? 

a) 证 明 : 如 果 个 体 i 和 j 分 别 有 加 密 密 钥 有 ,=(e;， nj) f E; 2 (ej, nj), HE n 和 nn 都 是 不 同 素数 的 乘积 ， 
则 个 体 i 不 需要 改变 数据 组 的 大 小 就 可 以 向 个 体 j 发 送 签名 信息 P， 发 送信 息 如 下 : 

E, (D, (P)) 如 果 n <n; 
.Di (E, (P)) 05 n, n. 

b) 4- Wk j 怎样 才能 恢复 P? 

c) 4-1 j JEFE HA RET i: Boe B A B i? 

d) k; 2 (11, 47 - 61) fl k, » (13, 43 - 59). 利用 (a) 部 分 描述 的 方法 ， 如 果 信 息 是 REGARDS FRED, 个 
Wk REIS EG BIET AT 如 果 信息 是 REGARDS ZELDA, 个 体 7 发 送 给 个 体 守 的 是 什么 ? 


10. 利用 本 书 中 描述 的 类 型 为 (2，3 ) 的 门限 方案 将 主 密 钥 天 =5 分 解 为 三 个 影子 ， 如 例 8.21 所 述 ， 其 中 p=7， 


m, =11, m, =12，ms =17 Ñ :—14. 


11. 利用 本 书 中 描述 的 类 型 为 (2，3 ) 的 门限 方案 将 主 密 钥 K 23 分 解 为 三 个 影子 ,其 中 p=5, m 28, m, =9, 


m, =11 和 上 = 13. 


12. 说 明 怎样 从 习题 10 的 建立 的 三 个 影子 中 的 每 一 对 恢复 主 密 钥 天 
13. 说 明 怎 样 从 习题 11 的 建立 的 三 个 影子 中 的 每 一 对 恢复 主 密 钥 天 
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14. 建立 一 个 书 中 描述 类 型 为 (3，5) 的 门限 方案 ， 利 用 此 方案 将 主 密 钥 K = 22 分 解 为 五 个 影子 ， 并 说 明 怎 样 
才能 从 其 中 三 个 影子 来 恢复 主 密 铀 . 


8.6 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 者 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 利用 超过 100 位 的 素数 p 生成 一 个 公共 密 钥 集合 . 
2. 利用 RSA 密码 系统 生成 一 些 签名 信息 ， 并 验证 这 些 信 息 来 自 预定 的 发 送 者 . 
3. 建立 一 个 将 主 密 钥 分 解 为 六 个 影子 的 (4，6) 门限 方案 .将 这 些 影 子 分 给 你 班 上 的 六 个 同学 ， 然 后 从 中 选择 
三 个 不 同 的 四 人 小 组 ， 然 后 从 每 一 小 组 的 四 个 影子 恢复 密 铀 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 编程 语言 来 计算 以 下 问题 : 
. 在 一 个 网 络 中 为 一 些 个 体 生成 公共 密 铀 ， 
. 利用 RSA 密码 和 本 节 中 描述 的 方法 发 送 签名 信息 . 
. 利用 RSA 密码 和 习题 8 中 描述 的 方法 发 送 签名 信息 . 
. 利用 RSA 密码 和 习题 9 中 描述 的 方法 发 送 签 名 信息 ， 
. 通过 模 取 寡 加 密 玩 电子 扑克 . 
,找到 本 书 所 描述 的 门限 方案 的 影子 . 
. 由 一 组 影子 恢复 主 密 钥 . 
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第 9 章 m 根 


本 章 将 研究 模 ”整数 集中 的 乘法 结构 ， 其 中 ”为 正 整 数 ， 首先 介绍 模 n 整数 的 阶 这 个 概 
念 ， 它 是 这 个 整数 的 最 小 的 寄 使 得 它 被 n 除 后 的 余数 是 1， 接 着 我 们 将 研究 模 整数 的 阶 的 基 
本 性 质 ， 一 个 正 整 数 ”， 如 果 其 所 有 寡 次 遍历 模 n 的 完全 剩余 系 ， 那 么 它 就 是 模 n 的 一 个 原 
W, AE n 是 一 个 正 整 数 ， 我 们 会 确定 对 什么 样 的 正 整 数 n 存在 模 n 的 原 根 . 

原 根 有 很 多 用 处 ， 例 如 ， 当 一 个 整数 ”存在 原 根 时 ， 就 可 以 来 定义 整数 的 离散 对 数 ( 也 叫 
做 指数 )， 这 些 离散 对 数 有 和 正 实数 的 对 数 类 似 的 性 质 ， 离 散 对 数 也 可 以 用 来 简化 模 n 的 计算 . 

本 章 的 诸多 结论 ， 可 用 于 素性 检验 (可 认为 是 费 马 小 定理 的 部 分 逆 命 题 )， 这 些 检验 被 广 
泛 地 用 来 证 明 某 些 特殊 形式 的 数 是 素数 ， 比 方 说 庞 特 检验 (Proth's test)， 本 章 还 会 给 出 一 些 可 
以 用 来 验证 整数 是 素数 的 步骤 . 

最 后 ， 本 章 将 会 介绍 模 n 的 最 小 通用 指数 的 概念 ， 它 是 使 得 对 所 有 整数 x 满足 x =1(mod n) 
的 最 小 次 数 U. 然后 给 出 n 的 最 小 通用 指数 的 公式 ， 并 用 这 个 公式 来 证 明 卡 迈克 尔 数 ( Car- 
michael numbers) 的 许多 有 用 的 结果 . 


9.1 整数 的 阶 和 原 根 


在 这 一 部 分 ， 我 们 将 研究 与 正 整 数 互 素 的 整数 a 的 所 有 和 宕 次 中 模 n 的 最 小 正 剩余 ， 其 中 
n 是 大 于 1 的 整数 ， 首 先 从 整数 a 对 模 的 阶 的 研究 开始 ， 也 就 是 说 ， 使 得 a 的 所 模 n 同 余 1 
的 最 小 守 次 数 ， 然 后 研究 整数 a 使 得 它 的 短 的 最 小 正 剩余 遍历 比 n 小 且 与 4 互 素 的 正 整数 ， 如 
果 这 样 的 整数 a 存在， 那么 它们 就 称 为 是 的 原 根 、 本 章 最 主要 的 目标 之 一 就 是 要 确定 什么 样 
的 正 整数 存在 原 根 . 


整数 的 阶 


根据 欧 拉 定 理 ， 如 果 ”为 正 整数 且 a 是 一 个 与 互 素 的 整数 ， 那 么 a4”=1(mod n)， 因 
此 至 少 存在 一 个 正 整 数 * 满足 这 个 间 余 方程 a*=1(mod n). 相反 的 ， 由 良 序 的 性 质 知 存在 一 个 
最 小 的 正 整数 * 满足 这 个 同 余 方 程 . 
定义 设 a 和 是 互 素 的 正 整 数 ， 使 得 a5—1( mod n) AX 3:89] 3 d 89 GEEK x 4575 a En 
的 阶 . : 
记 a 模 nn 的 次 数 为 ord,a， 这 个 记号 是 由 高 斯 于 1801 年 在 他 的 《算术 探讨 》 (Disquisitiones 
Arithmeticae) 中 首先 引入 的 . 
例 9.1 找 出 2 模 7 的 次 数 ， 通过 计算 2 的 各 次 宕 对 模 7 的 最 小 正 剩余 发 现 : 
2' = 2( mod 7) ,2? = 4( mod 7) ,2? = 1(mod 7). 
因此 有 ord;2 23. ` 
类 似 地 ， 为 了 找到 3 模 7 的 阶 ， 我 们 作 如 下 计算 : 
3! = 3(mod 7) ,3? = 2(mod 7) ,3* = 6(mod 7), 
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3 = 4(mod 7) ,3? = 5(mod 7) ,3* = 1( mod 7). 

我 们 得 到 ord,3 = 6. l «4 
为 了 找到 同 余 式 a*=1(mod n) 的 全 部 解 ， 需 要 下 面 的 定理 . l 
定理 9.1 如 果 a 和 nn 是 互 素 的 整数 且 n 汪 0， 那 么 正 整 数 x 是 同 余 式 a*=1(mod nn) 的 一 个 

解 当 且 仅 当 ord,a | s. 

证 明 如 果 ord,a |x， 那么 x =k， ord,a， 其 中 上 为 正 整数 ， 因 此 有 : 
a^ = q^" = (g***)* = 1( mod n). 
反 过 来 ， MRa =1 (mod n) ， 首 先 用 带 余 除法 记 为 : 
x =q >° orda * r,O x r< ord,a. 
由 这 个 等 式 得 
a = arhet 二 VULSU ma Cuedw): 

因为 a*=1(mod n), BrEL a =1(mod n). 从 不 等 式 0<r 二 ord,a 得, r=0, 这 是 因为 由 定义 知 

y=ord,a 是 使 得 a’==1(mod n) 成 立 的 最 小 的 正 整 数 ， 由 r=0 4%, x=q orda, KWA ord,a | x. 
例 9.2 用 定理 9.1 和 例 9. 1 来 确定 x=10 和 x=15 是 否 是 方程 2*=1(mod 7) 的 解 ， 由 例 

9. 1 知 ord)2 =3， 因 为 3 不 整除 10, 但 3 整除 15， 由 定理 9.1 知 x=10 不 是 2*=1(mod 7) 的 

f, (HAE x=15 是 这 个 同 余 式 的 解 . 4 
从 定理 9.1 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 
推论 9.1.1 Je aden EE SS ECE n2 0, 那么 ord,a | (n). 

证 明 因为 (a, n) =1， 由 欧 拉 定 理 得 
a*? = 1(mod n). 

应 用 定理 9. 1 便 得 ord,a | 6 (n). i 
当 计 算 阶 时 ， 可 以 利用 推论 9. 1. 1 作为 一 种 简便 方法 下面 的 例子 示范 了 相应 的 步骤. 
例 9.3 为 了 找到 7 模 9 的 次 数 ， 首 先 注意 到 有 由 (9) 26. 因为 6 的 正 因 子 只 有 1，2 

和 6， 由 推论 9.1.1 知 它们 是 ord,7 所 有 可 能 的 取 值 ， 又 因为 

7! 2 7(mod 9) ,7? = 4( mod 9) ,7° = į (mod 9). 

故 ord,7 =3. < 
例 9.4 为 了 找到 5 模 17 的 阶 , 首先 有 由 (17) =16. 因为 16 的 因子 只 有 1, 2, 4, 8 和 

16， 由 推论 9.1.1 知 它们 是 ord,,5 所 有 可 能 的 值 . 又 因为 

5 = 5(mod 17) ,5? = 8( mod 17) ,5* = 13(mod 17), 
5! = 16( mod 17) ,5^ = 1( mod 17). 

iK ord,,5 = 16. | 4. 
下 面 的 定理 在 后 面 的 讨论 中 将 会 非常 重要 . 
定理 9.2 3e a do n k EREKE n 0, JR A a =d (mod n), X H4 35 i5 j( mod 

orda), JE ifj REZA. 

证 明 假设 i=j(mod ord,a) 且 0<j<i. W i=j+k - ord,a， 其 中 有 是 一 个 正 整 数 . 因 
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此 有 
a = oo = ad (a™™)" = d (mod n), 
这 是 因为 a =1(mod n). 
RR, Bi a =a (mod n) H ij. 由 (a, n)=1, &H(ad, n)=1. 因此 根据 推论 4.4.1, 
同 余 式 


a' = ada = al(mod n) 
SE ME 
a! = i (mod n). 
由 定理 9. 11$, ord,a 整除 i-j， 或 者 等 价 地 有 ij (mod orda) | n 


下 面 的 例子 是 定理 9. 2 的 应 用 . 
例 9.5 4a-3Hnz14. 由 定理 9.2 得 ，35=30(mod 14), 但 是 3 3" (mod 14) ， 这 
是 因为 由 14) =6 且 S$=11(mod6)， 但 是 9 关 20(mod 6). . 4 


原 根 


给 定 一 个 整数 xn， 我 们 对 模 nn 阶 为 $4(n) 的 整数 a 感 兴趣 ， 也 即 模 n 的 最 大 可 能 阶 .… 正如 
我 们 将 证 明 的 那样 ， 如 果 这 样 的 一 个 整数 存在 ， 那 么 它 的 各 个 短 次 的 最 小 正 剩 余 遍 历 所 有 比 n 
小 且 与 n 互 素 的 正 整 数 . 

定义 deXráenAEAnAGA4 Hn, PA% ord,a = 中 (n) 时 ， 称 7 是 模 n 的 原 根 . 

例 9.6 ”前面 已 证 明 ord,3 =6 = 由 (7). 因此 ,3 是 模 7 的 一 个 原 根 . 相似 的 ， 由 于 
ord,5 =6， 可 轻易 地 得 知 5 也 是 模 7 的 一 个 原 根 . ; a c 

欧 拉 于 1773 年 创造 了 “ 原 根 ”这 个 术语 .但 是 他 所 给 出 的 每 个 素数 都 有 一 个 原 根 的 证 明 
是 不 正确 的 .在 9.2 节 ， 将 会 用 拉 格 朗 日 1769 年 给 出 的 第 一 个 正确 的 证 明 来 证 明 每 个 素数 都 
有 一 个 原 根 ， 高 斯 对 原 根 也 进行 了 深入 研究 ， 并 给 出 了 每 个 素数 都 有 一 个 原 根 这 个 问题 的 若干 
其 他 证 明 . 

然而 并 非 所 有 整数 都 有 原 根 . 例如 模 8 就 没有 原 根 . 为 了 看 清 这 一 点 ， 注 意 到 所 有 比 8 小 
且 与 8 互 素 的 正 整 数 只 有 1，3，5，7， 并 且 ord,1 =1， 同 时 有 ord,3 = ord,5 = ord,7 = 2. 因 为 
$(8) =4， 所 以 没有 模 8 的 原 根 . 

在 前 30 个 正 整 数 中 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14, 17, 18, 19, 22, 23, 
25, 26, 27 $129 dU IB Wi 8, 12, 15, 16, 20, 21, 24, 28 和 30 RARR. (读者 可 以 自 
行 验证 这 些 结论 ;也 可 以 参看 本 节 课 后 习题 3 ~6). 从 这 些 结论 可 以 推测 出 什么 呢 ? 从 这 前 30 
个 数 上 ， 可 知 每 个 素数 都 有 原 根 (正如 拉 格 朗 日 所 证 明 的 ) ， 奇 素数 的 寡 也 有 原 根 ( 因 为 9=3 ， 
25 =5 和 27 =3 都 有 原 根 ) ， 但 是 2 的 寡 有 原 根 的 只 有 4 在 这 个 范围 内 有 原 根 的 其 他 整数 还 
A6, 10, 14, 18, 22 和 26， 那 么 这 些 整数 有 什么 共同 点 呢 ? 它们 每 一 个 都 是 2 与 一 个 奇 素数 
或 一 个 奇 素数 的 宕 的 乘积 ， 根 据 这 些 结论 ， 我 们 猜测 一 个 整数 当 它 为 2，4, p RA 2p 时 才 有 
原 根 ， 这 里 p 为 奇 素数 旦 上 是 正 整数 ， 我 们 将 在 9.2 节 和 9. 3 中 证 明 这 个 猜想 . 

为 指出 原 根 在 某 些 方面 的 用 途 ， 我 们 给 出 下 面 的 定理 . 
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定理 9.3 Je ren AHK n0, Ade rXEdE n3 —^ARTR, MAFIA 
purgye rt 

构成 了 模 半 的 既 约 剩余 系 . 

证 明 为 了 证 明 原 根 -的 前 (n) RARE n 的 既 约 剩余 系 ， 我 们 只 需 证 明 它们 都 与 n 
互 素 且 任 何 两 个 都 不 是 模 n 同 余 的 . 

因为 (r，n) 21, H3.3 节 习 题 14 知 对 任意 正 整数 大 有 (二 ，n) =1.， 因 此， 这些 宕 都 与 mn 
ETK. 为 了 证 明 它们 中 任何 两 个 都 不 是 模 n AR, BERA 

r = r (mod n). 

由 定理 9.2 Xll, i=j(mod $(n)). RM, XP 1sisó(n)1sje&ó(n), MAR i=j(mod $(n)) 
说 明 : =7 关 因此 它们 中 任何 两 个 都 不 是 模 ” 同 余 的 ， ARENT ETRE n 89 — AP BE 24 38] s 
系 . 四 

例 9.7 我 们 知道 2 是 模 9 的 一 个 原 根 ， 这 是 因为 22=4，2?=8 H2*21(mod9). mid 
9.3 知 ，2 的 寡 的 前 由 9) 26 个 构成 了 模 9 的 一 个 既 约 剩余 系 ， 它们 是 2!=2(mod 9), 2 = 
4(mod 9), 2°=8(mod 9), 2'27(mod 9) ，25=5(mod 9), 25—1(mod 9). 4 

当 一 个 整数 有 一 个 原 根 时 ， 它 通常 还 有 其 他 的 原 根 ， 为 了 证 明 这 个 结论 ， LEE 
面 的 定理 . 

定理 9.4 如 果 ord,a zt 并且 了 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 有 

ord,(a*) = t/(t,u). 

证 明 4 s=ord,(a"), v-(t, u), t2t» Buzu. HUEXES.6 TAB, (h, u,) =1. 

IN t, =t/(t, u), 为 了 证 明 ord, (a^) =t, AREH: WME (a'")'m1(mod mn) 就 有 
(a')"=1(mod n), Mn |s. 首先 有 

(a*)" = (a) = (a')" = 1(mod n). 

这 是 因为 ord,a =t 因此 由 定理 9.1 RA s | t. 

另 一 方面 ,由 

(a^)! = a"? = 1(mod n) : 

tlus. AREE tv|u,w, FÈ t, | u,s. 由 于 (ti u)-1, 53.4 可 得 与 | s. 

现在 ， 由 于 s |t unis, 得 s=t =t/v=it/(t1，w)， 这 就 证 明了 定理 . " 

例 9.8 由 定理 9.4 且 由 例 9. 1 中 所 证 明 的 ord;3 =6， 可 得 ord,3' 26/(6, 4) 26/2-3. 4 

下 面 关 于 定理 9. 4 的 推论 表明 一 个 原 根 的 某 个 寡 还 是 一 个 原 根 . 

推论 9.4.1 令 r 是 模 n 的 原 根 ， 其 中 见 是 一 个 大 于 1 的 整数 MA r 是 模 nn 的 一 个 原 根 
当 且 仅 当 (ww, d(n)) =1. 

证 明 由 定理 9. 4 得 知 ， 

ord,r' = ord,r/(u,ord,r) = $(n)/(u,o(n)). 

Hie, Æ ord," =$(n)， 则 是 模 n 的 一 个 原 根 当 且 仅 当 (w,，$(n)) =1. . 

由 此 得 到 了 下 面 的 定理 . Ert 
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定理 9.5 如 果 正 整 数 n 有 一 个 原 根 ， 那么 么 它 一 共有 中 (中 (n) ) 个 不 同 余 的 原 根 . 
证 明 令 r 是 模 n 的 一 个 原 根 ， 定 理 9.3 RER, r, e, PORTE n 的 一 个 既 


约 剩 余 系 ， 再 由 推论 9.4.1， 知 r* 是 模 的 一 个 原 根 当 且 仅 当 (w，$(n)) =1， 因 为 只 有 
ppl) ) 个 这 样 的 w， 所 以 共有 poln) ) 个 模 n 的 原 根 . a 


例 9.9 $ n=11. 则 2 是 模 11 的 一 个 原 根 (参看 本 节 课 后 习题 3) 因为 11 有 一 个 原 根 ， 


由 定理 9.5 就 知 11 一 共有 g($(11) ) =4 个 不 同 余 的 原 根 . 因为 (11) =10， 由 定理 9.5 的 证 
明 过 程 就 可 以 找到 这 些 原 根 ， 这 只 需 取 2'，2 ，2” 和 2 XE n 的 最 小 非 负 剩余 即 可 ， 它 们 相 


应 的 就 是 2，8，7 和 6， 换 句 话说 ，2，6,，7，8 就 是 模 11 的 全 部 不 同 余 原 根 . < 
9.1 节 习 题 
1. 确定 下 列 阶 . 
a)ords2 b) ord,,3 c) ord, 10 d) ord, 7 
2. 确定 下 列 阶 . 


Uu 


5 
6 
7. 
8 
9 


10. 


19. 


a)ord3 b)ord,,2 c)ord,, 10 d) ord, 9 


. a) 证 明 5 是 模 6 的 一 个 原 根 . 


b) 证 明 2 J& EE 11 的 一 个 原 根 . 


. 找 出 模 为 下 列 整数 时 的 一 个 原 根 . 
a)4 b)5 c)10 d)13 e)14 f)18 
. 证 明 整 数 12 没有 原 根 . 
. 证 明 整 数 20 没有 原 根 . 
14 有 多 少 个 互 不 同 余 的 原 根 ? 找到 模 14 的 所 有 不 同 余 的 原 根 . 
.13 有 多 少 个 互 不 同 余 的 原 根 ? 找到 模 13 的 所 有 不 同 余 的 原 根 . 
. WR: WR a Eatin FHA, WAE ord,a = ord,a RL. 


证 明 ; 如 果 有 是 一 个 正 整 数 ，a MoA n ECCL MUR Corda, ord,b) =1, 那么 ord, (ab) = 
ord,a * ord,b. 


. 如 果 aM b JA) 5S n 互 素 的 整数 ,但 是 ord, a 和 ord, b 不 一 定 互 素 ， 那 么 对 ord, (ab) 会 有 什么 样 的 结论 ? 
. 判断 下 述 命 题 是 否 正确 。， 如果 是 一 个 正 整 数 且 d 是 b(n) 的 一 个 因子 ， 则 存在 一 个 整数 a 满足 ord,a =d. 


并 解释 你 的 结论 . 


. 证 明 : WR a 是 一 个 与 正 整数 m 互 素 的 整数 且 满 足 ord, a =st， 那么 ord, a' =s. 
. 证 明 : 如 果 m 是 一 个 正 整 数 且 a 是 一 个 与 m 互 罕 的 整数 ,并 满足 ord,a m -1, WA n 是 一 个 素数 . 
. 证 明 : r 是 模 为 奇 素数 p 的 一 个 原 根 当 且 仅 当 7 是 满足 (r，p) =1 的 整数 且 


RA Æ 1(mod p) 
对 p-1 所 有 的 素 因 子 g 都 成 立 . 


. 证 明 : An or 是 模 为 正 整数 m 的 一 个 原 根 ， 那 么 7 也 是 模 m 的 一 个 原 根 ， 其 中 7 Erit m 的 一 个 道 . 
. 证 明 ord, 2&2", Hp F, =2”+1 是 第 nn 个 费 马 数 . 
. 令 p 是 费 马 数 已 =2”+1 的 一 个 素 因子 . 


a) 证 明 ord,2 -2"*'. 
b) 从 (a) 推 出 2 |p-1, Aii p 一 定形 如 2^ kl. 
4 mza'-1l, H'Pa Hn 是 正 整数 ， 证 明 ord, a 2n, FW n | $m). 
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*20. a) WEB]: 如 果 p 和 g 是 不 同 的 奇 素数 ,那么 pg 是 基 为 2 的 伪 素 数 当 且 仅 当 ord,2 = (p - 1) 和 ord 2 = 
(q-1). 

b) 利 用 (a) 题 的 结论 来 确定 下 面 的 哪些 整数 是 基 为 2 的 伪 素 数 : 13 767, 19 . 73, 23 - 89, 29 - 97. 

*21. 证 明 : 如 果 p 和 g 是 不 同 的 奇 素数 ,那么 pg 是 基 为 2 的 伪 素 数 当 且 仅 当 M,M, = (2 -1) (2 -1) 是 基 为 2 

的 伪 素 数 . 

有 一 个 著名 的 被 称 为 循环 攻击 ( cycling attack) 的 迭代 方法 ， 不 需要 解密 密 钥 的 知识 ， 就 可 以 解密 经 过 
RSA 密码 来 加 密 的 信息 .假设 用 于 加 密 的 密 铀 (e，m) 是 公开 的 ， 但 是 解密 密 铀 (d，n) 不 是 公开 的 ， 为 了 解密 
一 个 密 文 块 C， 需 要 构造 一 个 序列 C, C, CG, o, ME C m C (mod n), 0<C «n, E C, — Ci (mod n), 
0cCA,,-n, j=1, 2, 3, --. 

22. 证 明 C; C" (mod n), 0« C; — n. 

23. 证 明 : 存在 一 个 下 标 j 使 得 C -C HLC, =P, 其 中 PP 是 原始 的 明文 信息 .证 明 这 个 下 标 j 是 ord, e 的 一 
^B. ` 

24. & nz41 59 He 217. 利用 迭代 ， 找 到 与 密 文 1504 相对 应 的 明文 . 
(注意 ; 这 种 攻击 RSA 密码 的 迭代 方法 在 合理 的 时 间 内 是 很 少 成 功 的 ， 甚 至 经 过 选择 的 p 和 4 对 这 种 方法 
来 说 是 毫 无 意义 的 .参看 9.2 节 习 题 19. ) 


9. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

1. 确定 0rd, 4,2, ord, s793 ord, s791001. | 

2. 找到 尽 可 能 多 的 以 2 为 原 根 的 整数 .会 存在 无 穷 多 个 这 样 的 整数 吗 ? 

程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 : 

1. 当 & 和 闷 是 互 素 的 正 整数 时 ， 确 定 a 对 模 m 的 阶 . 

2. 当 原 根 存在 时 找到 所 有 的 原 根 . 

3. 尝试 用 迭代 法 来 解密 RSA 密 文 ( 参 看 习题 22 前 面 的 介绍 ). 


9.2 素数 的 原 根 


这 一 节 和 下 一 节 的 主要 目的 是 来 确定 什么 样 的 整数 存在 原 根 .本 节 我 们 会 证 明 每 一 个 素数 ， 
都 有 一 个 原 根 ， 为 了 证 明 这 一 结论 ， 首 先 需 要 研究 多 项 式 同 余 . 

假设 x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 称 整数 c 是 f(x) 模 m 的 根 是 指 f(c) =0(mod m). Ai, 
AIRE c f(x) BE m 的 根 ， 那 么 每 一 个 模 m 同 余 于 c 的 整数 也 是 一 个 根 . 

例 9.10 多 项 式 f(x) =x +x+1 恰 有 两 个 模 7 不 同 余 的 根 ， 它们 是 x=2(mod 7) 和 *%*= 


4(mod 7). 4 
例 9.11 多 项 式 f(x) =x «2 没有 模 5 的 根 . .< 
例 9.12 费 马 小 定理 表明 ， 如 果 p 为 素数 ， 那 么 多 项 式 h(x) = -18 p-1 0E p 
不 同 余 的 根 ， 它们 是 x*=1, 2, 3, =, p-1(mod p). ` 4 


下 面 是 一 个 关于 多 项 式 模 p 的 根 的 重要 定理 ， 其 中 模 p 为 素数 . 
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定理 9.6( 拉 格 朗 日 定理 ) 假设 f(x) =a,x +a, ux +… raa, X ARAS n 

系数 a, 不 能 被 p 整除 的 整 系数 多 项 式 ， 上 且 n 宇 1. 那么 f(x) 至 多 有 nn 个 模 p 不同 余 的 根 . 
WEBB 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 . 当 n=1 时 ; d f(x)-ax*a Hpo. f(x) 模 p 

的 一 个 根 就 是 线性 同 余 方程 wx= -co(modp) 的 解 . 根据 定理 4.10， 由 于 (co，P) =1， 这 个 
线性 同 余 方程 恰 有 一 个 解 ， 所 以 f(x) 模 p 也 恰 有 一 个 根 . 故 显然 定理 当 n=1 时 是 成 立 的 . 

其 次 假设 定理 对 次 数 为 n -1 的 多 项 式 成 立 ， 令 f(x) 是 一 个 次 数 为 n 且 首 项 系数 不 整除 p 
的 多 项 式 ， 假设 这 个 多 项 式 f(x) 有 n+1 个 模 p 不同 余 的 根 ， 记 为 c。，c!，…，c,， 且 有 
f(e,)50(modp), k=0, 1, =, n. 因此 有 


f(x) -f66) = a(x" — co) taa -c ) +e +a (x -co) 


2 


a (x — co) (x x" c+ ao 0S) 


+a, (x = co) (a? x c+ a e) 
+- +a(x— co) 
= (x-ce)a(x), 
其 中 g(x) 是 一 个 首 项 系数 为 a, 的 次 数 为 n -1 的 多 项 式 . 现在 要 证 明 c。，c!，…，c 都 是 
g(x) 模 的 根 ， 令 是 一 个 整数 ， 且 1<k<n， 由 于 f(c,)=f(co)=0(mod p), WA 
f(e) -flco) = (e -co)g(c) = 0( mod p). 
于 是 g(c,) =0(modp)， 这 是 因为 cg -c #0(mod p). 因此 ，c 是 g(x) 模 p 的 一 个 根 . 这 就 证 
明了 次 数 为 n -1 且 首 项 系数 不 整除 p 的 多 项 式 g(x) 有 个 模 p 不 同 余 的 根 ， 这 与 归纳 假设 相 
ZEB. AE, f(x) 的 模 p 不 同 余 的 根 一 定 不 会 超过 n. 根据 归纳 假设 定理 得 证 . 008 
现在 应 用 拉 格 朗 日 定理 来 证 明 下 面 的 结论 . 
定理 9.7 假设 p 为 素数 且 d 是 p-1 的 因子 . 那么 多 项 式 x -1 恰 有 d 个 模 p 不同 余 的 根 . 
证 明 假设 p-1=de 那么 有 l 
x" -1- (x* 一 19x29 4a 079 十 。。 p x 十 i) 
= (x° ~ 1)g(x). . 
由 费 马 小 定理 知 ，x”*” -1 有 p -1 个 模 p 不 同 余 的 根 、 换 句 话说 ,任何 一 个 x -1 BOSE p 的 
根 或 者 是 x -1 的 模 的 根 ， 或 者 是 g(%) 的 模 p 的 根 . 
拉 格 朗 日 定理 是 说 g(x) 的 模 p 不 同 余 的 根 至 多 有 d(e -1) =p ~d -1 个 .因为 任意 一 个 
x* -1 的 模 p 的 根 但 不 是 g(x) 的 模 p 的 根 一 定 是 x -1 的 模 p 的 根 ， 所 以 多 项 式 -1 至少 有 
(p-1) -(p-d-1) =d 个 模 p 不 同 余 的 根 . 另 一 方面 ， 拉 格 朗 日 定理 表明 它 又 至 多 有 dd 个 模 p 
且 不 同 余 的 根 . 因此 ，x -1 恰 有 da 个 模 p 不同 余 的 根 . : a 
定理 9.7 可 以 用 来 证 明 一 个 很 有 用 的 结论 ， 它 表明 有 多 少 个 模 p 给 定 阶 不 同 余 的 整数 .在 
证 明 这 一 结论 之 前 ， 先 证 明 一 个 必要 的 引 理 . 
引 理 9.1 假设 p 是 一 个 素数 且 d 是 p -1 的 一 个 正 因 子 . 那么 比 p 小 且 模 p 的 阶 为 d 的 正 
整数 个 数 不 超 过 (qd). l 
证 明 ”对 每 一 个 p -1 的 正 因 子 d, 令 F(d) 表 示 比 p 小 且 模 p 的 阶 为 d 的 正 整 数 的 个 数 . 
如 果 F(d) =0, 显然 有 fF(d) <$(d)， 否则 ， 有 一 个 整数 a 模 p 的 阶 为 4， 因为 ord,a =d， 
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故 整 数 
aa’, a} 

是 模 p 不 同 余 的 .由 于 (a*) = (a^)! S1(mod p) 对 所 有 的 正 整数 大 都 成 立 ， 所 以 这 些 a KRA 
是 4 -1 模 p 的 根 ， 由 定理 9.7 fü, «^ -1 恰 有 d 个 模 p 不同 余 的 根 ， 因 此 每 一 个 模 p 的 根 同 
余 于 这 些 a 的 方 宕 中 的 某 一 个 ， 然 而 由 定理 9.4， KAA d 的 a REN a Bk, d) =1. 
XAFRA (d) E 1<k<d 的 整数 k， 因 此 如 果 有 一 个 模 p 阶 为 a 的 元 素 ， 就 一 定 有 
g(d) 个 比 4 小 的 这 样 的 整数 .因此 FC) o(d). = 

现在 可 以 确定 有 和 多少 个 模 p 给 定 阶 不 同 余 的 整数 . 

定理 9.8 假设 p 是 一 个 素数 且 d 是 p -1 的 一 个 正 因 子 . 那么 模 p 的 阶 为 d 且 不 同 余 的 整 
数 的 个 数 为 (d). 

证 明 ”对 每 一 个 p -1 的 正 因子 d, $ FCd) RR Eb p /|NELES p 的 阶 为 a 的 正 整数 的 个 数 . 
因为 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 模 p 的 阶 整除 p -1， 于 是 有 


p-1= 2, FG). 


dip- 


由 定理 7.7 得 ， 
p-1- Y). 


dlp-1 


由 引 理 9.1 知 , 当 d|(p -1) 时 有 F(4d)<$(d)， 从 这 个 不 等 式 和 下 面 的 等 式 
È Fd) = $$), 


可 知 对 p -1 的 每 一 个 正 因 子 d， 有 F(d) = 由 (d) 成 立 ， 

因此 可 以 得 到 F(d) = 由 (dg) ， 这 就 说 明 恰 有 pd) NIR p 的 阶 为 d 且 不 同 余 的 整数 . " 
”从 定理 9.8 立即 可 推 得 下 面 的 推论 

推论 9.8.1 每 个 素数 都 有 原 根 . 

证 明 假设 p 是 一 个 素数 . 由 定理 9.7 得 知 ， 共 有 中 (P -1) 个 模 p 的 阶 为 p - 1 且 不 同 余 的 
整数 .由 定义 知 ， 它 们 中 的 每 一 个 都 是 一 个 原 根 ， 因 此 p 共有 中 (P -1) 个 原 根 . n 

附录 EE 中 的 表 3 给 出 了 比 1000 小 的 所 有 素数 的 最 小 正 原 根 ; 从 这 个 表 可 以 发 现 ，2 是 很 
多 素数 p 的 最 小 的 原 根 . 那么 2 是 否 是 无 限 多 个 素数 的 原 根 呢 ? 这 个 问题 的 答案 还 是 未 知 的 ， 
并 且 当 把 2 换 成 一 个 除 +1 或 完全 平方 数 以 外 的 整数 时 ， 答 案 同 样 是 未 知 的 ， 但 数据 支持 下 面 
的 埃 米 尔 ， 阿 廷 (Emil Artin) 猜想 . 

阿 廷 猜想 XS a- +1 且 a 为 非 完 全 平方 数 时 ,整数 a 是 无 限 多 个 素数 的 原 根 . 

虽然 阿 廷 猜想 至 今 还 未 解决 ， 但 是 却 有 很 多 有 趣 的 部 分 结果 例如 ， 罗 杰 “' 希 思 布 朗 
(Roger Heath- Brown) 的 一 个 结论 是 说 至 多 有 两 个 素数 和 三 个 正 的 无 平方 因子 整数 a， 使 得 a 只 
是 有 限 多 个 素数 的 原 根 . 从 这 项 工作 可 推断 出 的 一 个 结果 是 2，3 ，5 中 至 少 有 一 个 数 是 无 限 多 
个 素数 的 原 根 . 
很 多 数学 家 研究 过 g, 的 界 的 问题 ， 其 中 g, 表示 一 个 素数 p 的 最 小 的 原 根 ， 已 证 明 的 结果 
表明 i 
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g, > Clogp 
对 某 个 常数 C 和 无 限 多 个 素数 成 立 ， 这 个 由 佛 瑞 兰 德 (Eridlender) F 1949 年 和 萨 列 (Salié) 于 
1950 年 所 证 明 的 结论 表明 ， 有 无 限 多 个 素数 的 最 小 原 根 比 任何 给 定 的 正 整 数 都 大 ， 然 而 g, 增 
长 得 并 不 快 ，Grosswald 证 明了 如 果 p ESRR p> e”, WA g, <p””， 另 一 个 有 趣 的 结 
论 是 说 对 每 一 个 正 整数 MM， 存在 无 限 多 个 素数 p 使 得 必 <g, —p-M 成 立 ， 这 个 结论 首先 发 表 
在 1984 年 的 《美国 数学 月 刊 》(American Mathematical Monthly) E. 


埃 米尔 . 阿 廷 (Emil Artin, 1898—1962) 出生 于 奥地利 的 维也纳 .第 一 次 世界 大 战 期 
间 ， 他 在 奥地利 的 军队 服 过 兵役 . 阿 廷 1921 年 在 莱比锡 大 学 经 过 了 本 科 和 研究 生 的 
学 习 后 ， 在 那儿 获得 了 他 的 博士 学 位 ， 在 1922 年 到 1923 年 期 间 ， 他 在 哥 廷 根 大 学 
做 过 研究 .到 1923 年 后 ， 阿 廷 又 去 了 汉堡 大 学 工作 .虽然 阿 廷 本 人 不 是 犹太 人 ， 但 
是 由 于 他 的 妻子 是 犹太 人 的 缘故 ， 他 不 得 不 在 1937 年 实施 的 纳粹 政策 下 离开 德国 . 
在 移居 美国 后 ， 阿 廷 先后 在 圣母 大 学 (1937 一 1938 ) 、 印 第 安 纳 大 学 (1938 一 1946) 和 
普林斯顿 大 学 (1946 一 1958 ) 执教 过 ， 阿 廷 在 1958 年 回 到 德国 ， 并 在 汉堡 大 学 工作 . 

阿 廷 对 抽象 代数 的 许多 领域 做 出 过 重要 贡献 ， 包 括 群 论 和 环 论 ， 他 利用 弦 的 概念 定义 了 辩 结构 的 
概念 ， 并 一 直 为 拓扑 学 家 和 代数 学 家 所 研究 ， 从 研究 二 次 域 开始 ， 阿 廷 还 对 解析 数论 和 代数 数论 做 出 
过 重要 贡献 . 

阿 延 是 一 个 非常 优秀 的 教师 和 导师 .他 同样 还 是 一 个 很 有 天 赋 的 音乐 家 ， 阿 廷 演奏 过 大 键 深 、 小 _ 
. 键 琴 、 长 笛 等 ， 同 时 也 是 一 个 古典 音乐 的 爱好 者 . | 


9. 2 节 习 题 


1. 确定 下 面 每 个 多 项 式 模 11 不 同 余 的 根 的 个 数 . 
a)x! +2 b)x^ +10 c)x «x! 42x 42 d)x! «x +1 
2. 确定 下 面 每 个 多 项 式 模 13 不 同 余 的 根 的 个 数 . 
a)x! «1 b)x «3x 42. c)x! +12 d)x cx xal 
3. 确定 下 面 每 个 素数 的 原 根 的 个 数 . 
a)7 b)13 c)17 > d)19 e)29 DAT. 
. 找 出 素数 7 所 有 互 不 同 余 的 原 根 . 
. 找 出 素数 13 所 有 互 不 同 余 的 原 根 . 
. 找 出 素数 17 所 有 互 不 同 余 的 原 根 . 
. 找 出 素数 19 所 有 互 不 同 余 的 原 根 . 
. 假设 "是 素数 的 一 个 原 根 ， 且 p=1(mod 4). WH -7r 也 是 一 个 原 根 . 
. EH: 如 果 p 是 一 个 素数 且 p=1(mod 4). 那么 存在 一 个 整数 x 满足 x= -1(mod p). (提示 ; 应 用 定理 
9. 8 来 证 明 存 在 一 个 模 p 阶 为 4 的 整数 x. ) a 
10. a) 确 定 多 项 式 x -x* 模 6 不 同 余 的 根 的 个 数 . 
b) 解 释 为 什么 (a) 的 答案 与 拉 格 朗 日 定理 不 矛盾 - 
11. a) 用 拉 格 朗 日 定理 来 证 明 : 如 果 p 为 素数 且 f(x) 是 一 个 次 数 为 n 的 整 系数 多 项 式 ， 车 f(x) 模 p 的 根 的 个 数 
大 于 n， 那 么 p 整除 儿 x) 的 各 项 系数 . 
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12. 


* 13. 


9. 


b) 假 设 疡 是 一 个 素数 ， 利 用 (a) 来 证 明 多 项 式 Fxz) = (x 21) (x -2):- (sp -1) -x+1l 的 各 项 系数 可 被 
p ÆR. 

c) 利 用 (b) ， 给 出 威尔逊 定理 (定理 6 1) 的 一 个 证 明 . (提示 : EIE f(x) PRECOR. ) 

找 出 模 p R9 (p -1) 个 不 同 余 的 原 根 的 积 的 最 小 正 剩余 ， 其 中 p 为 素数 . 

pom 个 素数 ， 下 面 给 出 构造 模 p 原 根 的 一 个 系统 方法 .假设 4(p) =p -1 的 素 因 子 分 解 为 p-1= 

q'qqr, Job, ns on, g, 为 素数 ， 2 | 

DRE ERE 4,, 4, 75, a,， 使 得 ord,a, =q}, ord,a =q}, =", ord,a, = qy RX. 

b) 利 用 9. 1372] 8E 10 证 明 a = oa a, 是 模 p 的 一 个 原 根 . 

c) 根 据 (a) 题 和 (b) 题 给 出 的 步 又 ， 找 出 模 29 的 一 个 原 根 . 


- 假设 正 合 数 m 有 因子 分 解 n=prip2…p””， 其 中 p,(1<i<7) 为 素数 ， 证 明 对 这 样 的 x， 模 不 同 余 的 原 根 的 


个 数 是 一 个 基 为 II (n -1, p, -1) 的 伪 素 数 . 


. 利用 习题 14 证 明 每 一 一 个 不 是 3 的 方 宕 的 奇 合 数 是 一 个 伪 素 数 ， 且 这 个 伪 素 数 除 +1 外 至 少 有 两 个 基 . 
- 证 明 : 如 果 p 是 一 个 素数 且 p =2g +1， 这 里 g 是 一 个 奇 素数 且 存 在 一 个 正 整 数 a 满 足 1<a<p-1， 那么 


p - a ÈR p 的 一 个 原 根 . 


a) 假设 用 x) 是 一 个 次 数 为 n -1 的 整 系数 多 项 式 ， 设 x, ，x,，…， x 是 模 p 的 n 个 不 同 余 的 整数 .证 明 对 


所 有 的 正 整数 x， 同 余 式 
f(x) = FI- ma) 


成 立 ， 其 中 -是 % -x 对 模 p 的 道 . 这 种 寻找 f(x) 模 p 的 剩余 系 的 方法 叫做 拉 格 妆 日 插值 法 . 
b) IR f(x) & — P UCOBUS 3 的 多 项 式 ， 并 且 满 足 K1) 98, f(2) 22, f(3) 24(mod 11) ， 确 定 /(5) 对 模 11 
85 5 7] NIE EIAS. 


， 在 这 个 习题 中 ,为 了 区 别 于 8.6 节 中 介绍 的 方案 ， 我 们 给 计算 机 系统 的 主 密 钥 保护 创建 了 一 个 门限 方案 . 


假设 Ax) 是 一 个 被 随机 选用 的 次 数 为 r -1 的 多 项 式 ， 且 这 个 多 项 式 的 常数 项 是 主 密 钥 KK 设 p 是 一 个 素 

BEH pK, ps. 通过 确定 (x) 对 模 p 的 最 小 正 剩余 来 计算 s DEF k, h.c, kh. Hx... 

x, 为 模 p 不 同 余 的 被 随机 选用 的 整数 .也 就 是 说 下 式 

k, = f(x,) (mod p), Oxk-p 

对 j=1，2，…，s 都 成 立 ， i 

a) 利 用 第 17 题 讲述 的 拉 格 朗 日 插值 法 ,证 明 主 密 钥 K 可 以 由 7 个 影子 来 确定 . 

b) 证 明 主 密 钥 天 不 能 被 少 于 个 影子 来 确定 . 

c) 假 设 K=33, p=47, r=4, s=7, HB f(x) 24x) +x «31x +33. oR f(x) 1E x 21, 2, 3, 4, 5, 6, 7 处 
的 值 所 对 应 的 7 个 影子 . 

d) FE RH IA REF F(0), A2), SO), f K BUE d:9 91? 


. 证 明 : 如 果 P-1 和 q-1 各 自 存在 大 的 素 因子 P 和 9 ， 并 且 术 -1 和 4' -1 各 也 自 存在 大 的 素 因子 普 和 g", 


那么 循环 攻击 法 (参看 9. 1 节 习 题 22 的 序 文 ) 对 加 密 模 为 ”= pq 的 RSA 密码 无 效 . 
2 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


1. 


用 Maple 3 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
确定 素数 10 007，10 009，10 037 各 自 的 最 小 的 原 根 . 
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2. 艾 尔 多 斯 (Erdis) 曾 经 猜想 对 任意 一 个 足够 大 的 素数 p 都 存在 一 个 素数 9 是 p 的 一 个 原 根 . 对 这 个 猜想 你 能 
够 找到 什么 数据 上 的 支持 ? 对 哪些 小 素数 这 个 猜想 是 错误 的 ? 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 :; 
1. 给 定 一 个 素数 p， 利 用 习题 13 来 确定 p 的 一 个 原 根 . 
2. 实现 在 习题 18 中 所 讲述 的 门限 方案 . 


9.3 原 根 的 存在 性 


在 前 面 的 章节 已 经 证 明 每 个 素数 都 有 一 个 原 根 ， 而 这 一 节 将 会 确定 所 有 存在 原 根 的 正 整 
数 . 首先 证 明 每 个 奇 素数 的 寡 都 有 原 根 . 

- AE p^ BRR, p 为 素数 ”证明 每 个 奇 素数 的 寡 都 有 原 根 的 第 一 步 是 要 证 明 每 个 奇 素数 的 平 
方 都 有 原 根 . 

定理 9.9 如 果 p 是 一 个 奇 素数 且 有 了 原 根 r， 那 么 + 或 r+p p 的 一 个 原 根 . 

WEBB 因为 r 是 模 p 的 一 个 原 根 ， 因 此 有 

ord; = $(p) =p-1. 

假设 n=ordjzr， 则 有 | 


r" = l(mod p^). 
因为 同 余 于 p 的 数 一 定 同 余 于 P， 故 有 
r° = | (mod p). 
根据 定理 9.1， 由 于 P-1=ord,r， 因 此 
p-1l|n. 
另 一 方面 ， 由 推论 9.1.1 可 知 
有 | (p°). 


由 于 由 (P) =p(P-1)， 因 此 mp(p-1)， 又 由 于 p-1|n, 则 n=p-1 或 者 n=p(p -1). 
如 果 n=p(p -1)， 而 ord ;r =$(p’), 那么 r 是 模 p” 的 一 个 原 根 ， 如若 不 然则 有 n=p -1,. 
因此 
r=1(modp’). (9.1) 
令 s=r+p， 由 于 s=r(mod p), s 也 是 模 p 的 一 个 原 根 、 因 此 ordos X p - 1 Sk p(p - 1). 
我 们 将 通过 证 明 ords =p -1 是 错误 的 ， 得 到 ords 2 p(p -1). 
为 了 证 明 ordyzs zp -1， 首 先 利用 二 项 式 定理 得 


Pierig er apara [T r r E 


-1 
2 
=r + (p-1)p-* r^ (mod p’). | 
因此 ， 利 用 (9.1) ， 可 以 得 到 
sS"5m1(p-1)p-*r? z1 - pr^(mod p). 
从 最 后 一 个 同 余 式 可 知 
s" € 1(mod p^). - 
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ERR, ids" (mod p’), W pr? =0(mod p^). A “=0(mod p), iX 
与 pHr 矛 盾 ( 由 于 r 是 p 的 一 个 原 根 ). 

由 于 ordzs 关 p -1, 可 知 ords =p(p-1) =$(p’). ee 一 个 原 根 . 

例 9.13 素数 p=7 以 r=3 为 一 个 原 根 ， 从 定理 9.9 的 证 明 过 程 可 以 得 知 ， 或 者 orde3 =6 
或 者 ord,,3 =42. 然而 ， 

r™ 2 35 & 1 (mod 49). 

BA ord,3 242. 因此 3 也 是 p^ =49 的 一 个 原 根 . oa 

25 r ER p 的 一 个 原 根 时 ， 同 余 式 

| ”=1(modp’) 

很 少 成 立 ， 因 此 ， 模 的 原 根 + 同时 是 模 p? 的 原 根 的 情形 很 少 发 生 : 当 这 种 情况 出 现时 ,定理 
9.9 表明 7 +p ERR p 的 一 个 原 根 ， 下 面 的 例子 说 明了 这 种 情况 . 

例 9.14 令 p=487， 对 模 487 的 原 根 10 有 

: 1055 = 1( mod 487°). 
因此 ，10 不 是 模 487? 的 一 个 原 根 ， 但 是 定理 9. 9 却 表明 497 210 +487 是 模 487^ 的 一 个 原 根 . 


A 
模 p* 的 原 根 , p 为 素数 且 大 是 一 个 正 整 数 下 面 将 会 证 明 每 个 奇 素数 的 任意 次 宕 都 有 
原 根 . 
定理 9.10 假设 p 是 一 个 奇 素数 ， 那 么 对 任意 的 正 整 数 天 都 存在 模 斑 的 原 根 ， 而 且 ， 如 
Frp 的 一 个 原 根 ， 那 么 对 任意 的 正 整 数 上 ，r 也 是 模 p* 的 一 个 原 根 . 
证 明 由 定理 9. 9 得 知 ， 素 数 P 有 一 个 原 根 r-， 同 时 也 是 模 p? 的 一 个 原 根 ， 因 此 有 


mr s 1(mod p^). (9.2) 
利用 数学 归纳 法 ， 我 们 将 会 证 明 对 这 个 原 根 ~， 
mo) a 1 ( mod p*) (9.3) 


对 所 有 的 正 整 数 E m2 都 成 立 , 
一 旦 有 了 这 个 同 余 式 ， 可 以 根据 下 面 的 推理 来 证 明 > BER p 的 一 个 原 根 ， 令 
n = ord „r 
由 定理 8.1 得 知 n|$(p")， 又 根据 定理 7.3 得 $(p") =p (p-1). WEA n| pt (p-1. 5 
一 方面 ， 由 于 
rom: 1 ( mod p*) j 
立即 得 知 
r’ = 1 (mod p). 
根据 定理 9.1， 由 于 $(p) =p -1,， 故 p-1|n， ERE p-1|infün|p"'(p-1), 于 是 得 n= 
p(p-1), 其 中 i 是 一 个 满足 0<it<k -1 的 整数 ， 若 当 t<k-2 时 有 n=p'(p -1)， 那 么 
mo = (POD )p = 1(mod p^)» 
这 与 (9.3) 了 矛盾， 因此 ordur-p'(p-1) 26(p'). 所 以 + 也 是 模 p* 的 一 个 原 根 ， 
剩 下 的 只 是 要 用 数学 归纳 法 来 证 明 (9.3). k-2 的 情形 可 直接 由 (9.2) 得 出 ， 现 在 假设 要 
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证 明 的 结论 对 整数 >>2 成 立 ， 则 有 
P709 #1(mod p°). 
由 (r, p) =1 可 得 (r, p) =1， 故 由 欧 拉 定理 可 得 
PD = q9070 = 1(mod p* ). 

因此 存在 一 个 整数 d 满足 i 

PDD) io + dp” 
其 中 Pd4， 因 为 上 式 是 由 假设 普 O-O #1(mod p*) 推 出 的 .由 二 项 式 定理 和 对 p 是 奇 素数 的 
假设 ,对 上 式 两 边 同 时 取 p KE, 438 

roD = (1 + dp)? 


=1 +p(dp') + (2) p» ges + (dpt)? 


Ey. 


= 1 *dp'(modp 


Fi pX d nr 
p 077 Æ 1 (mod p^). 
根据 归纳 法 原理 ， 定 理 得 证 . a 
例 9.15 从 例 9.13 得 知 ,，r =3 是 模 7 和 7? 的 一 个 原 根 、 因 此， 对 所 有 正 整 数 k， 定 理 
9.10 表明 r=3 也 是 模 7 的 一 个 原 根 . * 


模 2 的 原 根 ， 现 在 来 讨论 模 为 2 的 备 的 原 根 的 问题 ， 已 知 2 和 22 =4 都 存在 原 根 ， 它 们 的 
原 根 分 别 为 1 和 3. 而 对 2 的 高 次 寡 ， 情 况 就 完全 不 同 了 下面 将 会 证 明 ， 对 这 些 模 2 的 高 次 
RDF ERIR. 

定理 9.11 如 果 a 是 一 个 奇数 ， ge MER, kz3. 那么 有 下 式 成 立 : 

as2002 = a”? = 1(mod 2*). 

证 明 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 结论 : ee AN: 则 有 a=25+1， 其 中 6 是 一 个 

整数 ， 因 此 有 À 2 
a^ = (2b € 1)* 2 A «4b «1 - Ab(b & 1) « 1. 

INS bf b +1 中 有 一 个 是 偶数 ， 故 有 8 [4b(0 1). 由 4.1 节 习题 5 知道 

a^ = |(mod 8). 
这 是 当天 =3 时 的 同 余 关系 式 

现在 来 完成 归纳 法 的 证 明 . BET 
= Í (mod 2*). 

那么 就 存在 一 个 整数 4 满足 

d ltd r. 
上 式 两 边 同 时 平方 得 

a = 1 +d?! + qu 
因此 得 到 
at = 1(mod 2°*!), 
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由 此 完成 了 归纳 证 明 . z 

定理 9. 11 表明 除了 2 和 4 以 外 ， 其 他 2 的 寡 都 没有 原 根 ， 这 是 因为 当 e 是 一 个 奇数 时 ， 
有 a$ 0n =1(mod 2*), WE ordas 6 (2^). 

BAM kz3 时 模 2* 没有 原 根 ， 但 是 它们 却 总 有 一 个 元 素 有 最 大 可 能 的 阶 ， 即 为 由 (2 )/2. 
如 下 定理 所 示 . 

定理 9.12 假设 k 宇 3 是 一 个 整数 ， 则 有 

ord45 = $(2°)/2 = 2**. 
WEB] ”定理 9.11 表明 ,对 k=3 有 
5 = 1 (mod 2*). 
从 定理 9. 1 得 知 ，ordx5 |24?， 因 此 ， 如 果 证 明 ordx5 427 ， 就 会 得 到 
ord,5 = 2*7. 
为 了 证 明 ordu5 /2* 一， 下 面 将 会 用 数学 归纳 法 来 证 明 对 下 >3 有 
| 5"? 51 &2* #1(mod 2^). 


2k-2 


当天 =3 时 有 
三 1 +4(mod 8). 
现在 假设 所 要 证 明 的 结果 对 大 成 立 ， 即 有 
5"? = 1 4 2*' ( mod 2^). 
也 就 是 说 存在 一 个 正 整数 d 满足 下 式 
.52 ceat + a. 
两 边 同 时 平方 得 
57? = (1 +21)? 250142" )d2 + 0D), 
因此 有 
572 = (1 +211)? =1 +2% +2”? «3 «2'(mod 2^). 

由 归纳 法 原理 ， 可 知 定理 成 立 ， 于 是 就 证 明了 

、 ord45 = $(2')72. s 

模 为 非 素数 宕 的 数 的 原 根 ”前面 已 经 证 明 所 有 奇 素 数 的 朝 都 有 原 根 ， 但 是 2 ERT 2 和 
4 之 外 没有 原 根 ， 下 面 来 确定 对 不 是 素数 寡 的 整数 ， 也 就 是 可 以 被 两 个 或 更 多 个 素数 整除 的 整 
数 当中 什么 样 的 整数 存在 原 根 ， 我 们 将 会 证 明 不 是 素数 的 寡 却 存在 原 根 的 正 整数 刚好 是 那些 为 
DEI PETI EM 

为 了 缩小 所 要 考察 的 整数 的 范围 ， 首 先 可 以 得 到 下 面 的 结果 . 

定理 9.13 如 果 正 整数 nn 不 是 一 个 素数 的 惫 或 者 不 是 一 个 素数 的 固 的 2 A, MAn RAE 
[T | 

证 明 假设 ”是 为 正 整数 旦 有 素 需 因子 分 解 如 下 : 

n= ppp. > 

假设 n 有 一 个 原 根 r， 也 就 是 说 有 (r,，n) =1 和 ord,r=g(n). 由 于 (r, n) =1， 则 当 P 是 

n 的 素 因子 分 解 中 的 一 项 时 ， 有 (r，p') =1.， 从 而 根据 欧 拉 定理 得 到 
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7*9? = 1(mod p'). 
FES URR 由 (Pa ) ， 由 (p? ) ，…， 由 (pe) 的 最 小 公 倍数 ， 即 有 
A U = (Gi $$) (21. 
BUP $(p) |U, 故 对 i=1, 2,…,m 有 
r” = 1(mod p?). 
利用 中 国 剩余 定理 可 得 到 
r” 2 1(mod n), 
这 就 是 说 有 IE 
ord," = ó(n) SU 
由 于 是 乘 性 函数 ， 由 定理 7.4 可 得 | 
$(n) = (pipz pr) = ó(p2)6(p2) lpr). 
由 上 式 和 不 等 式 (n) <U 立即 可 得 
$(pi)6(p2)6(pz) < [由 (Pu) ,由 (P2) ,bp )]. 
se 
于 等 于 就 变 成 了 等 于 ) ， 因 此 整数 $(pr)，g$(p2)，…， 中 (p”) 必 定 是 两 两 互 素 的 . 
HF ol) =p'(p -1)， 故 四 (p') 是 偶数 在 只 TA p 是 奇数 或 p =2 且 12 时 才 成 立 ， 因 
此 , 除去 m=1 和 nn 是 一 个 素数 的 宜 ， UE m=2 和 n=2p' 这 两 种 情况 外 ， 整 数 中 (Pu ) ， 
plp?) o, POPR ÆRTER, XE p 是 一 个 奇 素数 并 且 t 是 一 个 正 整数 . a 
现在 已 经 把 所 要 考察 的 对 象限 制 为 形 如 -2p' 的 整数 ， 这 里 p 是 一 个 奇 素数 并 且 上 是 一 个 
正 整数 ， 现 在 来 证 明 所 有 这 种 形式 的 整数 都 有 原 根 . 
定理 9.14 如 果 p 为 奇 素数 并 且 t 是 正 整 数 ， 那 么 2p' 存在 原 根 ， 事 实 上 ， 如 果 r 是 模 pp 
的 一 个 原 根 且 上 是 奇数 ， 那 么 它 同 样 是 模 2p' 的 一 个 原 根 ; 如 果 r 是 偶数 ， 则 r+p' 是 模 2p' 的 
一 个 原 根 . i 
证 明 如 果 r 是 模 p' 的 一 个 原 根 ， 那 么 有 
r0? = 1 (mod p'), 
而 且 没 有 比 $(p') 小 的 正 次 数 具 有 这 个 性 质 ， 由 定理 7.4 18:8] 6 (2p) 26(226(p') 2 (p), 
因此 rm 2 1 (mod p'). 
WAR 是 奇数 ， 则 有 
7*0? = (mod 2). 
因此 由 推论 4.8. 1.48, 7*0 =1 (mod 2p), 并 且 没有 比 (2p') 更 小 的 次 数 满足 这 个 同 余 式 
车 有 ， 那 么 这 个 次 数 一 定 满足 模 p 同 余 于 1 nS 但 是 这 又 与 是 模 p 的 一 个 原 根 矛 盾 . 
因此 -是 模 2p' 的 一 个 原 根 . 
男 一 方面 ， 如 果 7 是 一 个 偶数 ， 则 r+p 一 定 是 一 个 奇数 . 则 有 
(r+p')*” = 1(mod 2). 
因为 r+p'=r(mod p), WA i 
(r + p')*U? = 1(mod p). 
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MMC +p)’ 21(mod 2p), ， 且 由 于 没有 比 >+ 产 的 更 小 寡 次 模 2p' 同 余 于 1， 因此 r+p' 是 
模 2p' 的 一 个 原 根 . | oom 

919.16 在 这 一 节 前 面 的 部 分 已 经 证 明 对 所 有 的 正 整数 +，3 是 模 7 的 一 个 原 根 ， 故 由 于 
3 是 奇数 ， 定 理 9. 14 表明 ， 对 所 有 的 正 整数 :+，3 也 是 模 2.7' 的 一 个 原 根 . 例如 ,3 是 14 的 
一 个 原 根 . l 

类 似 地 ， 已 知 对 所 有 的 正 整数 #，2 是 模 5' 的 一 个 原 根 . 因为 2+5' 是 奇数 ， 定 理 9: 14 X 
明 ， 对 所 有 的 正 整数 上 2+5 也 是 模 2 .5' 的 一 个 原 根 . 例如 ，27 是 50 的 一 个 原 根 . < 

一 般 情况 ”由 前 面 的 推论 9. 8. 1 和 定理 9. 10、9.13、9. 14， 可 以 得 知 什么 样 的 正 整数 才 有 
ER. 即 有 下 面 的 定理 . 

定理 9.15 E% n, n291 存在 原 根 当 且 仅 当 

n = 2,4,p', 或 者 2p, 

其 中 卫 为 奇 素数 且 上 是 正 整 数 . 


9. 3 市 习题 


1. &3 4, 10, 16, 22 和 28 哪个 有 原 根 ? 
2. 整数 8，9，12，26，27，31 和 33 哪个 有 原 根 ? 
3. 找 出 模 为 下 面 数 时 的 一 个 原 根 . 


a)3* b)5? c)23? d)29* 
4. 找 出 模 为 下 面 数 时 的 一 个 原 根 . 
a)11? l b) 13? ce)17 d)19? 


5. 对 所 有 的 正 整数 上 ， 找 出 模 为 下 面 数 时 的 原 根 . 
日)34 b)11* c)13* d)17* 
6. 对 所 有 的 正 整数 k， 找 出 模 为 下 面 数 时 的 一 个 原 根 . 


a)23' b)29* c)31* d)37* 
7. 找 出 模 为 下 面 数 时 的 一 个 原 根 . 

a)10 b)34 c)38 d)50 
8. 找 出 模 为 下 面 数 时 的 一 个 原 根 . 

a)6 b)18 c)26 d)338 
9. 找 出 模 22 的 所 有 原 根 . 


10. 找 出 模 25 的 所 有 原 根 . 

11. 找 出 模 38 的 所 有 原 根 . | l 

12. 若 p 是 一 个 奇 素数 并 且 ;是 一 个 正 整数 .证 明 : 模 2p' 的 原 根 的 个 数 与 模 p' 的 原 根 的 个 数 是 相等 的 ， 

L8^13. 证 明 ; 整数 m 存在 原 根 当 且 仅 当 同 余 方程 光 =1(mod m) BUE x +1(mod m). 

* 14. 假设 n 是 一 个 有 原 根 的 正 整 数 ， 用 这 个 原 根 ， 证 明 所 有 比 n 小 且 与 4 互 素 的 正 整 数 的 乘积 模 n 同 余 于 -1. 
( 当 是 素数 时 ， 这 个 结论 就 是 威尔逊 定理 (定理 6.1). ) 

* 15. EH: 虽然 当 整 数 4>3 时 ， 模 2 不 存在 原 根 ， 但 是 每 一 个 奇数 却 是 模 2 IAE C-1)*5? 的 ， 其 中 w =0 
或 1，B 是 一 个 满足 0<B<2*”-1 的 整数 . 

16. 若 p 是 奇 索 数 且 有 一 个 原 根 +， 找 出 最 小 的 p 使 得 7 不 是 模 p? 的 原 根 . 
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9. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
L 38 p 是 奇 素数 且 有 一 个 原 根 r， 找 出 最 小 的 p 使 得 + 不 是 模 p? 的 原 根 ， 找 到 尽 可 能 多 这 样 的 例子 .并 猜测 这 
样 的 数 出 现 的 频率 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 : 
1. 确定 模 为 奇 素数 的 方 短 的 数 的 原 根 
2. 确定 模 为 奇 素数 的 方 寡 的 2 倍 的 数 的 原 根 . 


9.4 指数 的 算术 


本 节 将 会 介绍 怎样 利用 原 根来 进行 模 算术 运算 ， 假设 > 是 模 为 正 整 数 m 的 一 个 原 根 (m H 
有 定理 9. 15 中 所 表示 的 形式 )， 由 定理 9.3 得 知 ， 下 列 整数 
r,r ÉD , s Edid 


构成 了 模 m 的 一 个 既 约 剩余 系 ， 因 此 ， 若 a 是 一 个 与 严 互 素 的 整数 ， 则 存在 唯一 的 一 个 整数 x 
且 1<x<g$(m)，, 使 得 


r = a(mod m). 
这 就 引出 了 下 面 的 定义 . 

定义 ”假设 m 是 一 个 有 原 根 r 的 正 整 数 . 如 果 整 数 a ih E (a, m) =1， 则 使 得 同 余 式 产 三 
a(mod m) (1xxsó(m)) 成 立 的 唯一 的 整数 * 称 为 a 对 模 mm 的 以 7 为 底 的 指数 (或 者 叫 离散 
HR). 由 该 定义 ， 有 rr” 二 a( mod m). 

TR x 是 a 对 模 普 的 以 > 为 底 的 指数 ， 则 记 * = ind,a， 这 个 记号 中 的 m 在 固定 时 省 略 ， 由 
ix^ iu v fA, Tia 和 2 都 是 与 mm 互 素 的 整数 且 满 足 a=4b(mod m)， 则 有 ind,a = ind,b. RE 
在 形式 上 将 等 式 改 为 模 $(m) 的 同 余 式 ， 指数 拥有 许多 和 对 数 一 _ 样 的 性 质 ( 这 就 是 称 其 为 离散 
对 数 的 原因 ). 

例 9.17 设 m=7. 已 知 3 是 模 7 的 一 个 原 根 且 有 3’=1(mod7), 3*=2(mod 7) , 3’= 
6(mod 7) , 3‘=4(mod 7), 35 z5( mod 7) fl 35 &1( mod 7). 

因此 ， 对 模 7 有 

ind,l = 6, indj2 = 2, indj3 = 1, 
indj4 = 4, indj5 =.5, indj6 = 3. 
对 模 7 的 另 一 个 不 同 的 原 根 ， 就 可 以 得 到 一 组 不 同 的 指数 . 例如 ， 经 计算 原 根 为 5 的 一 组 指数 为 : 
ind;1 = 6, ind,2 = 4, ind,3 = 5, l 
ind,4 = 2, inds5 = 1, ind;6 = 3. < 

指数 的 性 质 ”我 们 将 找 出 一 些 关 于 指数 的 性 质 ， 下 面 将 会 知道 模 m 的 指数 拥有 和 对 数 相 
似 的 性 质 ， 这 只 需 将 等 式 用 模 $(m) 的 同 余 式 来 代替 即 可 ， 

定理 9.16 假设 m 是 一 个 有 原 根 r 的 正 整 数 ， 并 且 a 和 是 均 与 m 互 素 的 整数 ， 那 么 有 
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( i )ind,1=0(mod $(m)), 

( ij )ind, (ab) =ind,a * ind,b( mod $(m)), 

( iii) ind,a 2 - indja(mod $(m)), XP k X iE X. 

( i ) 的 证 明 ”由 欧 拉 定理 得 知 r*”=1(mod m). 因为 r 是 模 m 的 一 个 原 根 ， 并 且 没 有 
的 更 小 的 方 赛 使 得 上 面 的 同 余 方程 成 立 ， 因 此 有 ind,1 2 $ (m) =0(mod $(m)). 

( 让) 的 证 明 要 证 明 这 个 同 余 式 ， 从 指数 的 定义 可 得 


pé = ab( mod m) 
和 
rinderind = imis, iA = gb( mod m). 
因此 有 
prb 三 rindotinds(mod m). 


”再 由 定理 9.2 就 得 
ind,(ab) = ind,a + ind,b( mod $(m)). 
(证 ) 的 证 明 要 证 明 这 个 同 余 式 ， 首 先 从 指数 的 定义 可 得 


r" = a*( mod m) 


和 
Lem = (rde)*(mod m). 
因此 有 
po z r= ( mod m). 
再 由 定理 9. 2 立即 可 得 . 
ind,a* = k - ind,a(mod $(m)). a 


例 9.18 由 前 一 个 例子 得 知 ， 对 模 7 有 ind;2 =4 和 ind;3 =5. 因为 由 7) 26, 9.16 
(i) KH 
inds6 = ind;(2-3) = indi2 +indj3 = 4 +5 =9= 3 (mod 6). 

这 与 前 面 inds6 的 值 一 致 . 
由 定理 9. 16 的 ( 道 ) 可 得 
ind,3 = 4. indj3 2 4 - 5 = 20 = 2( mod 6). 
这 与 下 面 给 出 的 直接 计算 的 结果 一 致 : 
ind;3”= ind;81 = ind,4 = 2. < 
指数 在 解决 某 些 类 型 的 同 余 方 程 方面 是 非常 有 用 的 . 考虑 下 面 的 例子 . 
例 9.19 下 面 将 会 用 指数 来 计算 同 余 方程 6x** =11(mod 17) 的 解 ， 已 知 3 是 17 的 一 个 原 
根 ( 由 于 3 = -1(mod 17)). 模 17 以 3 为 底 的 指数 在 表 9. 1 中 给 出 . 


表 9.1 T 的 以 3 为 底 的 指数 


12 13 14 
15 10 13 4 9 
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对 每 个 模 17 的 以 3 为 底 的 同 余 式 两 边 同 时 取 指 数 ， 得 到 模 由 (17) = 16 的 下 面 的 同 余 方程 
ind,(6x"7) = ind,11 = 7(mod 16). 
由 定理 9. 16 BS Cdi ) RI Cii) Ea 
ind,(6x7) = ind6 + ind, (x°) = 15 + 12 + indx(mod 16). 
因此 
15 + 12. indjx = 7(mod 16) 
或 
12 * indjx = 8( mod 16). 
从 这 个 同 余 式 得 到 (读者 可 自行 证 明 ) 下 面 的 同 余 式 
ind;x = 2(mod 4). 
因此 有 
ind,x = 2,6,10 或 14(mod 16). 
因此 ， 由 指数 的 定义 可 得 
x = 3*,35,3'? gk 3'* ( mod 17). 
(注意 上 面 的 同 余 式 是 对 模 17 成 立 的 ). 由 于 3 29, 3'z15, 3" =8 和 P E 17) , 
是 得 
x 2 9,15,8 或 2(mod 17). 
因为 前 面 的 每 一 步 计 算 都 是 可 逆 的 ， 所 以 原 模 17 的 同 余 方程 共有 4 个 不 同 余 的 解 . * 
$09.20 下 面 来 找 同 余 式 7 =6(mod 17) 的 所 有 的 解 . 对 每 个 模 17 的 以 3 为 底 的 同 余 式 
两 边 同 时 取 指 数 得 
ind, (77) = ind,6 = 15(mod 16). 
由 定理 9. 16 B5 ii )f8 
| ind,(7*) = x-* ind,7 = 11x( mod 16). 
因此 有 
11x = 15(mod 16). 
因为 3 是 11 对 模 16 BE. 对 上 面 的 线性 同 余 方 程 两 边 同 时 乘 以 3 就 得 
x23-*15 =45 = 13(mod 16). 
上 面 所 有 的 过 程 都 是 可 逆 的 ， 因 此 同 余 方 程 
7* = 6(mod 17) 
的 解 为 
x = 13(mod 16). | 4 


寻找 离散 对 数 的 困难 


给 定 一 个 素数 p 和 它 的 一 个 原 根 r-， 寻 找 整数 a 对 模 m 的 以 7 为 底 的 指数 (离散 对 数 ) 问 题 
称 为 离散 对 数 问题 。 这 个 问题 被 认为 和 分 解 整数 有 一 样 的 计算 难度 ， 基 于 这 个 原因 ， 它 被 用 来 
作为 很 多 公 钥 密码 系统 的 基础 ， 例 如 10. 2 节 中 的 埃 尔 伽 莫 密 码 系 统 ， 以 及 在 8.3 节 所 介绍 的 
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Diffie- Hellman 公 钥 密码 协议 ， 随 着 离散 对 数 在 密码 学 中 的 重要 性 越 来 越 大 ， 对 计算 离散 对 数 
的 有 效 算法 进行 了 大 量 的 研究 ， 已 知 对 计算 离散 对 数 最 有 效 的 算法 是 数 域 上 的 得法 ， 但 是 寻找 
模 为 素数 p 的 离散 对 数 的 计算 量 和 对 一 个 合 数 对 同样 一 个 p 进行 因子 分 解 的 位 运算 量 几乎 是 一 
样 的 ， 要 确定 解决 一 个 模 为 素数 的 离散 对 数 问题 需要 多 长 时 间 ， 参 看 表 3. 2， 这 个 表 给 出 了 
对 和 有 一 样 多 十 进 制 位 数 的 整数 n 进行 因子 分 解 所 需要 的 时 间 .. 要 想 了 解 更 多 关于 离散 对 数 
问题 和 对 离散 对 数 问题 的 解决 的 知识 ， 请 查询 [ Meva Va97] 及 其 引用 的 参考 文献 . 


iz E 


指数 对 研究 具有 x^ m a( mod m) 形 式 的 同 余 式 是 非常 有 用 的 ， 其 中 m 是 一 个 有 原 根 的 正 整 
数 且 满足 (a，m) =1， 在 研究 这 样 的 同 余 式 之 前 ， 先 给 出 一 个 定义 . 
定义 ”如果 m 和 上 都 是 正 整 数 且 a 是 一 个 与 m 互 素 的 整数 ， 车 同 余 方 程 x* 三 ao(mod m) 有 
解 ， 则 称 a mik ARRIR. 
ELE 是 一 个 有 原 根 的 正 整数 时 ， 下 面 的 定理 对 一 个 与 m 互 素 的 整数 a AE E LE 
的 问题 给 出 了 一 个 很 好 的 判别 法 . 
定理 9.17 假设 m 是 一 个 有 原 根 的 正 整 数 . 若 上 是 一 个 正 整 数 且 a 是 一 个 与 m 互 素 的 整 
Hk, RADAR E x ma(mod m) 有 了 和解 当 且 仅 当 有 
a* 0^" = 1(mod m), 
其 中 d=(k， 由 (m)). 进一步 # x'-a(mod m) d f, 那么 它 恰 有 d 个 模 m 的 不 同 余 的 解 . 
证 明 ”假设 7 是 模 m 的 一 个 原 根 ， 则 同 余 式 
x* = a(mod m) 
成 立 当 且 仅 当 
k * ind,x = ind,a( mod (m) ). (9.4) 
现在 令 d-(k, p(m)) 以 及 y = ind,s, MA x 9r (mod $(m)). 由 定理 4.10 得 知 ， 若 有 
d+finda， 则 线性 同 余 方 程 
ky = ind,a( mod $(m)) (9.5) 
无 解 ， 因 此 ， 没 有 整数 x 满足 (9.4). 若 d | inda, MEFE d 个 不 同 余 于 模 Qn) 的 整数 y 使 
得 (9.5) 成 立 ， 因 此 恰 存 在 d 个 不 同 余 于 模 $(m) 的 整数 x 使 得 (9.4) 成 立 ， 而 d | ind,a 成 立 当 
($(m)/d)ind,a = 0(mod $(m)), 
上 式 成 立 当 且 仅 当 | 
i a ™ = 1(mod m), 
于 是 定理 得 证 . 四 
定理 9.17 表明 ， 如 果 p 为 素数 , 上 是 正 整数 且 a 是 一 个 与 p 互 素 的 整数 ,那么 a 是 p 的 
次 寿 剩 余 当 且 仅 当 
pd aP = (mod p) 
Jr, 其 中 d=(k, p -1). 下 面 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 . 
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例 9.21 要 确定 5 是 否 是 模 17 的 6 次 剩余 ， 也 就 是 说 同 余 式 
x^ = S(mod 17) 
ESA. HTF DE 
BERE E se Ts 

因此 5 不 是 模 17 的 6 次 剩余 . a 

模 比 100 小 的 每 个 素数 的 最 小 的 原 根 所 对 应 的 指数 在 附录 E 的 表 4 中 给 出 . 

定理 6. 10 的 证 阴 bt eb a i 从 都 是 已 经 证 明了 
的 ， 把 这 个 证 明 给 读者 是 想 说 明 即 使 初等 的 证 明 有 时 也 很 难 实现 和 不 易 理 解 的 。 当 你 阅读 证 明 
的 时 候 ， 请 仔细 地 理解 每 一 步 并 检验 每 一 种 独立 的 情况 .为 方便 起 见 ， 重 述 定 理 6. 10 如 下 . 

定理 6.10 如 果 n 是 一 个 奇 正 合 数 ， 那 么 通过 米 勒 检验 的 基 5 的 个 数 最 多 是 (n 一 1)/4， 
AXocBRIxb-n-1. 

定理 的 证 明 过 程 中 需要 下 面 的 引 理 . E ; 

5/38 9.2 假设 己 为 奇 素数 且 e 和 9 是 正 整数 ， JR AE) E x 1 (mod p*) 8878 | 4e 68 8H. 
的 个 数 是 (q, p (p-1)). | 

证 明 假设 > 是 产 的 一 个 原 根 ， 通过 取 对 7 的 指数 ， 知 x'=1(mod p) RAHENA ey 
0(mod gb(p') ) 成 立 ， 其 中 y=ind,x， 定 理 4.10 表明 gy=0(mod o(p) BAU, PATEE 
余 的 解 ， 因 此 同 余 式 x*=1(mod p RAC, (p) = (4, p (p -1)) 个 不 同 余 的 解 . a 

现在 继续 定理 6. 10 的 证 明 . 

证 明 假设 ”-1=22， 其 中 * 是 为 正 整数 且 : 是 一 个 奇 正 整数 . 本 
一 个 强 伪 素 数 ， 则 有 

b 2 1 (mod n) 
或 者 
b^ =- 1 (mod n) 

对 某 个 整数 7(0<j<s -1) 成 立 ， 对 这 两 种 情况 ， 都 有 
; b" = 1 (mod n). h 

假设 BORED A EOS n m pip? ， sh Baia odo istas 的 二 < 
2, =, r, dfi (n-1, pi(p; -1)) =(-1, 户 -1) 个 不 同 余 的 解 ， 因 此 由 中 国 剩余 定理 就 知 


同 余 方程 x-… = 1(mod 四 共有 了 (an -1 一 1) 个 不 同 余 的 解 。 


下 面 考虑 两 种 情况 . 
EEO: KEZE n 的 素 寡 因 子 分 解 中 包含 有 素数 的 寡 鸣 (esz>2) 的 情形 ， 因 为 
(p, - 1) pr = (1/pi^) - (1/p}) < 2/9 
(最 大 可 能 的 值 在 p, =3 M e 2 时 才 成 立 ) ， 于 是 有 


I[( 71,70 « I[G - 0 
: EIUUES 


j*k 
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由 于 当 n>9 hens (a -D, TRA 


e -1 万 -1) < (n - 1)/4. 

因此 ， 当 n 是 对 基 b 的 一 个 强 伪 素 数 且 有 1<b<n 时， 最 多 有 (n -1)/4 TZW b. 

EGD: 现在 考虑 m =Pip…P 的 情形 ， 其 中 p,，p,，…，p; 是 不 同 的 奇 素数 ， 令 

p;-1l.22"t, i=1,2,.…, 

其 中 $i 是 正 整 数 日 t; 是 正 奇 数 . 重新 排列 素数 pi, P29 77s. P, T $; 三 sssi SS, id 
(n-1,p, - 1) = 27909? (t,t). 

RHE x^ 1 (mod Pi;) 的 解 的 个 数 为 卫 = (t, t). 由 本 节 末 的 习题 22 A, 24 0 js -1 

时 ， 同 余 方 程 = - 1 ( mod p) ŻE 2’7, 个 解 ， 其 他 情况 下 无 解 . 因 些 ， 利 用 中 国 剩余 定理 ， 

ARDE a m1 (mod RA TT, T, 个 不 同 的 解 ， 且 同 余 方 程 2 = -1(mod n) 当 0<j<s -1 

时 共有 2 7,7,…7, 个 不 同 的 解 . 因此 共有 


AN + z) STi [1 gai -1) 


2 -1 
TEE DH I«bxn-l, XXE b, n 是 一 个 强 伪 素数 . 
现在 有 


$(n) = (p, -1)(p -1)…(p -1) = joa t 
下 面 将 会 证 明 


T,T,—T, (1 + 2 —i)js 


$(n)/4, 


这 就 是 所 要 的 结果 ， 因 为 TQTeT mutet, ERES TABT : 
2^ -] 1 


py E cm 9.6 
| 4 LL : (9.6) 
AX s Sess, 故 有 
(1 gue Jav < (1 "x =L) yar 
r- pred 
uH 2*5 1 
9^ 2(2 -1) 
1 1 1 
rt 
271 2" t 1 2^1 (2: a 1 ) 
"E 2 -2 
2 -1 220» 1 45 
1 


< : 
2'-1 


原 TR 267 


从 这 个 不 等 式 得 知 ，(9.6) 24 rz:3 时 是 成 立 的 . 
X r=2 mt, 有 n=pip, BÆ p, -1=2"mti Ap -1=2%?i, WA s ms. bs mss EF, 
(9. 6) 同样 是 成 立 的 ， 这 是 因为 有 


2?5 E 1 
pe | /25*5 = 
( + 


当 =s, 时， 有 (mn -1，p -1) =2 7 fi(n-1, p -1) =272. 人 否则 
有 T=t， 那么 (pi -1) | 0-1), FE 

n = pp, = p, = l(mod p, - 1), 
这 就 是 说 有 p >p, FE DOM To-. MOT, m1,/73. XM, Xp, p, MA T, At, HW 


Du )2" vy 故 得 


T,x1,/3. Bit T, T, «1,173, 又 由 于 (1+ 


< tit,2""/6 = $(n)/6, 


25 -] 
7,7, (1 y. ) 
既然 有 (n)/6s (n-1)/6 <<(n -1)/4， 这 就 证 明了 定理 的 最 后 一 种 情况 : 

” 通过 分 析 定 理 6. 10 的 证 明 过 程 中 的 不 等 式 ， 得 知 对 随机 选 定 的 基 5，1 <b<n -1, n 是 一 
个 强 伪 素数 的 概率 大 约 是 1/4， 其 中 的 素 因 子 分 解 形 如 n=pips, pi =1+29, 且 P =1+4g,， 
XE qg 和 g, 为 奇 素数 ; 或 者 的 素 因 子 分 解 形 如 n=pipzp3， 这 里 pl =1 +2g;, p; 21 +24, 

3=1+2g3, qi, Q 和 q3 是 奇 素数 (参见 习题 23 ). 


9.4 节 习 题 


1. 写 出 模 23 的 对 原 根 5 的 指数 表 . 
2. 解 下 列 同 余 方程 . 


a)3x’ z 1( mod 23) b)3x =2( mod 23) 
3. 解 下 列 同 余 方 各 | 
a)3* z2( mod 23) b)13* z5( mod 23) 


. 哪个 正 整数 使 得 同 余 方程 cx4=2(mod 13) ifft? 

哪个 正 整数 5 使 得 同 余 方程 8x =5( mod 29) 有 解 ? 

. 利用 模 13 的 以 2 为 底 的 指数 表 ， 解 同 余 方程 2 =x(mod 13). 

. 解 同 余 方程 x^ S x( mod 23). 

. 证 明 : 如 果 是 一 个 以 7 为 原 根 的 奇 素数 ， 那么 ind,(p -1) = (p -1)72. 

. 假设 p 是 一 个 奇 素数 ， 证 明 同 余 方 程 *= -1(mod p) 有 人 解 当 且 仅 当 p 形 如 Sk +1. 

10. 证 明 有 无 限 多 个 素数 形 如 8k+1. (提示 : 假设 ps ho o p, 是 仅 有 的 具有 这 种 形式 的 素数 ， 令 .Q = 
(2p,, pvp) 8d. WER 一 定 有 一 个 不 同 与 p, ，p,，…,，p, 的 奇 素 因 和子， 但 是 由 习题 9， 这 个 素数 又 有 
8k+1 的 形式 ， 由 此 得 出 矛盾 . ) 

由 9.3 节 习 题 15 得 知 ， 如 果 a 是 一 个 正 奇数 ， 那 么 存在 唯一 的 整数 a 和 JB 满 足 a=0 和 0<p<2 -1, 
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HRA az ( -1)*5^(mod 2*) 成 立 ， 定义 模 2* 的 指数 系 为 数组 (a，pB). 
11. 确定 7 和 9 对 模 16 的 指数 系 . 
12. 同 指数 的 运算 规则 一 样 ， 制 定 模 2^ 的 指数 系 的 积 和 短 的 运算 规则 . 
13. 利用 模 32 的 指数 系 来 解 同 余 方 程 7x* ==11(mod 32) 和 3*=17(mod 32). 
TUR n ROECKELT 2C n2? pipgos pr. RaÉ—^5nZEWEH Ër, n, orn 8 X py, 


p2.cv. PERAR, E4 y, 7 ind, a( mod $(pi)), y, = ind, a( mod $(p2)), ，…， y, = ind, a( mod $(p7)). 
若 司 和 2， 令 站 为 29 的 一 个 原 根 且 有 y, = indroa(mod $(2?)). €1,23, 4(a, B) WE 2' 的 指数 系 且 使 得 
a&(-1)*5/(mod2*) RX. JE XE n HARRAN: 3 x2 8 DIOS. Ys Yos co Ya), X 23 时 为 (a， 


B. Yos Yi) Vas Yms) 
14. 证 明 : 如 果 n 是 一 个 正 整数 ， 那 么 每 个 整数 对 模 n 都 有 唯一 的 一 个 指数 系 . 
15. 确定 17 和 41(mod 120) 的 指数 系 (在 计算 过 程 中 ， 利 用 2 作为 120 的 素 因 子 5 的 一 个 原 根 ). 
16. 同 指数 的 运算 规则 一 样 ， 制 定 模 n 的 指数 系 的 积 和 赛 的 运算 规则 . 
17. 利用 模 60 的 指数 系 来 解 同 余 方 程 11x =43(mod 60). 
18. 设 p 是 一 个 素数 且 p >>>3， WA: 如 果 p=2(mod3)， 那么 每 个 不 被 3 整除 的 整数 是 模 p 的 三 次 剩余 ; 如 果 
p=1(mod3)， 则 整数 a 是 模 p 的 三 次 剩余 当 且 仅 当 a "n=1(mod p). 
19. 设 。 是 一 个 正 整 数 且 e>2. 证明: 如 果 上 是 一 个 正 奇 数 ， 那 么 每 个 奇数 a 都 是 模 2° 的 次 剩余 . 
*20. 设 。 是 一 个 正 整数 且 e>2， 证 明 : 如 果 上 是 一 个 偶数 ， 那 么 整数 a 是 模 2° 的 次 剩余 当 且 仅 当 a=1(mod 
(4k, 2*)). 
*21. 设 e 是 一 个 正 整数 且 ez2. 证 明 : 如 果 上 为 正 整数 ， 则 模 2 的 次 不 同 余 的 个 数 是 
2c 
(k,2) (k,2*?) 
0722. 设 N=2 是 一 个 正 整 数 ， 其 中 j 为 非 负 整 数 且 w BERK, 9 p-1-221, Hop IL EDRIESCR E CREE 
” 数 ， 证 明 : 同 余 方 程 x**= -1(mod p)， 当 0<j<s -1 时 共有 2’(:，w) 个 不 同 余 的 解 ， 且 在 其 他 情况 下 
无 解 . 
*23. a) 证 明 : 对 随机 选 定 的 基 65 且 1<b<n -1, nn 是 一 个 强 伪 素数 的 概率 大 约 是 1/4 仅 当 的 素 因 子 分 解 有 形 
式 n=pip,， 其 中 pi =1+2g,， ps =1+49，9 和 9 为 奇 素数 ; 或 者 n 的 素 因 子 分 解 形 如 n =p pP, 
Pı =1 +2q,, ps =1+2q，p 21*429,, q. 9, M qg 是 奇 素数 . 
b) 求 n =49 939. 99 877 对 随机 选 定 的 基 65 且 1<b<n-1, n 是 一 个 强 伪 素数 的 概率 是 多 少 ? 


9. 4 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple st, Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

1. 求 整 数 n， 对 随机 选取 的 基 5，1 <b<n -1,n 为 强 伪 素 数 的 概率 接近 1/4. 

程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 问题 : 

1. 构建 一 个 模 为 整数 的 某 一 原 根 的 指数 表 . : 

2. 用 指数 来 解 具有 ax! m c( mod m) 形 式 的 同 余 方 程 ， HFa, b, c HmRERKHc>0, m>0, 并 且 m 存在 
原 根 . 

3. d$ m 和 名 都 是 正 整 数 且 m 有 原 根 ， 找 出 m 的 次 剩余. 

4. 求 2 的 短 的 指数 系 (参见 习题 11 前 的 介绍 ). 
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5. 求 任意 正 整数 的 指数 系 ( 参 见习 题 14 前 的 介绍 ). 
9.5 用 整数 的 阶 和 原 根 进行 素性 检验 


由 第 6 章 知 费 马 小 定理 的 逆 是 错误 的 . 费 马 小 定理 表明 ， 如 果 p 是 一 个 素数 且 a 是 一 个 满 
Ela, p) =1 的 整数 ， 就 有 a =1(mod p). 但 车 a 是 一 个 正 整数 ， 即 使 有 a^ !=1(mod n), 
n 仍 有 可 能 是 一 个 合 数 .虽然 费 马 小 定理 的 逆 是 错误 的 ， 但 是 我 们 仍然 要 问 是 否 能 作出 它 的 部 
分 道 命题 ?也 就 是 说 ， 能 否 对 它 的 逆 加 上 某 些 假 设 条 件 而 使 它 是 正确 的 ? 

这 一 节 将 会 用 本 章 中 的 概念 来 证 明 某 些 费 马 小 定理 的 部 分 逆 命 题 ， 首 先 从 大 家 所 熟知 的 费 
马 小 定理 的 卢 卡 斯 着 命 题 开 始 . 这 个 结果 是 由 法 国 数学 家 爱德华 ， 卢 卡 斯 (Edouard Lucas) T 
1876 年 证 明 的 . 

定理 9.18( 费 马 小 定理 的 卢 卡 斯 逆 命 题 ) Eon E GEEK Je REI x 满足 

x" = ](mod n) 
和 
xD s | (mod n), 
其 中 g 是 n-1 的 任 一 素 因子 ,那么 nn 是 一 个 素数 . 

证 明 由 于 有 x'"'z1(modn), ， 由 定理 9.1 4] ord,x|n-1. 下 证 ord,x = -1 假设 ord, x Æ 
RE BI ordx|n-1, WEE— A HEX E WE n-1-k-ond,x, XH T od,xzn-1, ik 
k1. dqA4EM—TWET.TACH l 

MO E MALI s (ame) D = 1(mod n). 
然而 这 与 定理 的 假设 矛盾 ， 因 此 有 ord,x 2n - 1. JA ord,x 6 (n) fü (n) &n-1, f$ a) = 
n-l. 再 由 定理 7.2， 知 n 一定 是 一 个 素数 . 

定理 9. 18 等 价 于 : 如 果 一 个 整数 对 模 的 次 数 是 n -1， 那 么 一 定 是 一 个 素数 . 下面 用 
例子 来 说 明定 理 9. 18 的 应 用 . | | 

例 9.22 n =1009. Bi 11% 21(mod 1009). 1008 的 素 因 子 是 2，3 .和 7.， 计算 得 
119572 2115^ = -1(mod 1009), 11 = 11*5 2374 ( mod 1009) 和 117 = 11^ 2935 ( mod 
1009). 因此 由 定理 9. 18 AU, 1009 是 一 个 素数 . < 

下 面 关 于 定理 9. 18 的 推论 给 出 了 一 个 更 有 效 的 素性 检验 的 方法 . l 

推论 9.18.1 En X —^iE KL 如 果 正 整数 x 满足 


xD = 1 ( mod n) 


和 
x" Æ 1(mod n), 

其 中 4 是 于 -1 的 任 一 奇 素 因 子 ， 那 么 nn 是 一 个 素数 . 

证 明 由 于 x“" ?= -1(modz), BK 

a = (x2) S= 1)? = 1 (mod n). 

此 时 定理 9. 18 的 假设 条 件 均 成 立 ， 故 是 一 个 素数 . i. a 

例 9.23 i n =2003. Àn-1-2002 的 奇 素 因子 是 7，11 和 13. Bip 577^ 25 = 
_1(mod 2003) ，520020 =5*=874(mod 2003) , 57" =5'® 2886 ( mod 2003) 和 5 =57 = 
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633 ( mod 2003) , ， 由 推论 9. 18. 1 知 2003 是 一 个 素数 . 4 

要 确定 一 个 整数 ”是 否 是 素数 ， 可 以 用 定理 9. 18 或 推论 9. 18. 1， 但 前 提 是 要 知道 a-1 的 
素 因 子 分 解 . 而 正如 前 面 所 知 ， 寻 找 整数 的 素 因 子 分 解 是 一 个 极 耗 时 间 的 过 程 .。 仅 仅 当 我 们 知 
JÉ n -1 的 因子 分 解 的 一 些 前 提 信 息 时 ， 素 性 检验 才 会 变 得 实用 .事实 上 ， 有 了 这 些 信 息 ， 检 
验 才 是 有 用 的 .而 费 马 数 就 具备 这 些 前 提 条 件 . 第 11 章 将 会 基于 本 节 思 想 对 费 马 数 进行 素性 
检验 ， 
第 3 章 曾 经 讨论 过 一 个 最 近 发 现 的 算法 ， 它 能 在 呈 多 项 式 增长 的 时 间 内 (以 素数 的 位 计 
数 ) 证 明 一 个 整数 n 是 素数 .现在 可 以 利用 推论 9. 18. 1 证 明 一 个 稍 弱 的 结论 ， 它 在 知道 一 些 特 
殊 信息 的 情况 下 也 能 在 多 项 式 时 间 内 证 明 一 个 整数 是 素数 . 

定理 9.19 设 nn 是 一 个 素数 ， 则 车 在 知道 足够 多 的 信息 的 条 件 下 ， 可 经 过 0( (ogn) ) k 
位 运算 证 明 n 的 素性 . 

证 明 用 第 二 数学 归纳 法 . 归纳 假设 是 对 f(n) 的 人 和 估计， 其中/(n) 表 示 验 证 整数 n 是 素数 
所 需要 的 乘法 和 模 次 数 运算 的 个 数 . 

下面 要 证 明 : 

f(n) € 3(logn/log2) - 2. 
Ts. 4 f(2) 21. 假设 对 所 有 的 素数 g，g 二 n， 不 等 式 
f(g) &3(logn/log2) -2 

成 立 . 
用 推论 9. 18. 1 来 证 是 一 个 素数 .假设 有 整数 2°,g, ，…，g, 满足 
(i)n-122'q,4,74,, 
( d )9; JÉSUR, iz1, 2, =, t, 
(ii) 479^ 2 -1(mod n), 

(iv)x" "s zi1(modna), j=1, 2, =, t 
需要 做 c 次 乘法 来 检验 ( i ) ce 1 次 模 次 数 运算 来 检验 ( 诞 ) 和 ( iv ) HHS) KREK 
数 运算 来 检验 (这 )， 这 里 qg 是 素数 且 i=1，2，…, t 因此 有 


fln) =t Q1) + Y f() 


<2+1+ Y (3(logg/log2) - 2). 
izl 


每 个 乘法 需要 0( (Cogn) ) 次 位 运算 ， 且 每 次 模 次 数 运算 需要 0( (log,n)’) 次 位 运算 ， 因 为 乘 
法 和 模 次 数 运算 的 总 个 数 是 /(n) = 0(log,n)， 因 此 所 需要 的 位 运算 的 个 数 为 (login) 
(log,n)?) = O( (log,n)*). " 

23 — PT RH ERIT BRE R PE DAI 6 di BUE rb] y kt (Henry Pocklington) 于 
1914 年 建立 的 : 他 证 明 n 的 素性 可 由 -1 的 部 分 因子 分 解 得 到 .通常 记 n -1=FR, KPF 
表示 n -1 的 分 解 为 素数 的 部 分 ，R 表示 剩 下 的 不 分 解 成 素数 的 部 分 . 
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定理 9.20( 波 克林顿 素性 检验 法 ) dE n R—AUEXECEE n-1-FR, 其 中 (F, R) =1 

OE FIRS 则 若 在 在 一 个 整数 4 满足 (oa -1, n)=1, 那么 nn 是 一 个 素数 ， 这 里 g 是 一 
个 满足 g| 玉 的 素数 ， 且 有 a -1(modn). 

证 明 用 反 证 法 . 假设 p 是 nn 的 一 -AREFE p<. AH a^^! =1(mod n) (Jp a ÆW 
足 假设 条 件 的 整数 )， 则 如 果 p|n， MA a" =1(mod p). 于 是 有 orda jz -1， 因 此 存在 一 个 
SR LIAE nl =t- ord,a. . 

现在 假设 q 是 一 个 满足 9 | F 的 素数 且 q^ ERAF q 在 F ARATIR PR. 下 证 qt. 
ERA, Aqlt, W 

aD = aO = 1 (mod p). 
HF pla“ "1 Mpin, ikf&pl(a" 7" -1, n). XIa" -1, n) =1 了 矛盾. 因此 有 
qt. iqi |orda. 由 于 下 的 素 需 因子 分 解 中 每 个 整除 F 的 素 因 子 的 震 整 除 orda, FÆ 
F | ord,a. 又 由 于 ord,a | p - 1, 因此 lp-1， 从 而 F<=p. : 

BDTPFLRÉn-LI-FR, AMAn-1<F. Win-lHF SER, WneF, AM p> 
F >Yn， 这 与 前 面 的 假设 矛盾 .从 而 得 知 n 是 一 个 素数 . " 

下 面 的 例子 是 对 波 克林顿 素性 检验 法 的 应 用 ， 其 中 只 用 了 nn--1 的 部 分 因子 分 解 来 证 明 n 
是 一 个 素数 . 

例 9. 24 下 面 用 波 克 林 顿 素性 检验 法 来 证 明 23801 是 一 个 素数 . X1 n 223801, n - 1 的 部 
分 因子 分 解 为 n -1=23 800 =FR, 其 中 =200 =2°5 H R-119, 因此 有 >>R 取 a=3 得 到 
(在 计算 软件 的 帮助 下 ) : 

3730 = 1(mod 23 801) 
379»? = . 1 ( mod 23 801) 
37995 = 19672 ( mod 23 801 ). 
由 此 得 到 (利用 欧 几 里 得 算法 ) (32797 -1, 23801) 2 ( -2, 23801) =1 和 (3”™ -1, 23801) = 
(19671, 23801) -1. 这 就 证 明了 23 801 是 一 个 素数 ， 尽 管 没 有 用 到 n -1 223 800 的 完全 素 因 
子 分 解 ( 即 23 801 =2 .5 - 7 - 17). < 

可 以 用 波 克 林 顿 素性 检验 来 证 明 另 一 个 检验 法 ， 该 检验 法 对 具有 特殊 形式 的 整数 的 素性 检 
验 是 非常 有 用 的 ， 这 个 检验 (实际 上 早 于 波 克 林 顿 素性 检验 法 ) 是 庞 特 于 1878 年 首先 证 明 的 . 

定理 9.21( 庞 特 素性 检验 法 ) 假设 于 是 形 如 画 = 有 2"+1 的 正 整 数 ， 其 中 天 是 奇数 且 耿 为 
整数 满足 上 二 2".， 如 果 存 在 一 个 整数 a 满足 

人 z-]l(modn), 
那么 n 是 一 个 素数 . 
证 明 邻 s=2" 且 :=%X， 则 可 得 定理 9.20 HE UAR TE som t. WRA 
aD? =- 1(modn), ec 
可 以 很 容易 地 证 明 (a"-n”?-1, n) =1， 这 是 因为 由 (9.7) 得 车 有 d|(a"* -1) B d | n, 
d|(aC*7?^7 41). AT d RaP —1) + (a41) 22. 但 MaR a 
d=1. 因此 ， 波 克林顿 素性 检验 法 的 条 件 都 成 立 ， 从 而 是 一 个 素数 . 


» 
o 
地 
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$19.25 下 面 用 庞 特 检验 来 证 明 n=13 .2 «123329 是 一 个 素数 . 
首先 有 13 二 2 =256， 取 ac =3， 经 计算 得 (使 用 计算 软件 ) : 
30707 = 33M = 3/5 =  1(mod 3329). 

于 是 由 庞 特 检验 法 就 知 3329 是 一 个 素数 . . < 

庞 特 检验 被 广泛 的 用 来 检验 具有 R27 - 1 形式 的 大 整数 的 素性 ， 目 前 已 知 的 十 个 最 大 素数 
中 的 三 个 是 用 庞 特 检验 法 发 现 的 ， 其 余 的 都 是 梅森 素数 ， 很 长 一 段 时 间 以 来 ， 人们 所 知道 的 最 
大 的 素数 不 是 梅森 素数 ， 而 是 具有 k2" +1 形式 的 素数 . 读者 可 以 从 网 络 上 下 载 基 于 PC 技术 的 
相关 软件 来 运行 庞 特 检验 ， 亲 自 寻 找 具 有 R2" € 形式 的 新 素数 . 如果 你 找到 了 这 样 一 个 素数 ， 
你 可 能 会 变 得 小 有 名 气 ， 但 是 如 果 你 找到 了 一 个 新 的 梅森 素数 ， 则 你 可 能 马上 声名 前 起 . 


9. 5 节 习 题 


. 用 费 马 小 定理 的 卢 卡 斯 逆 命 题 证 明 101 是 一 个 素数 ， 取 x = 2. 
. 用 费 马 小 定理 的 卢 卡 斯 逆 命 题 证 明 211 是 一 个 素数 ， 取 x = 2. 
. 用 推论 9.18.1, Hx 23, 证 明 233 是 一 个 素数 . 

. 用 推论 9.18.1， 取 x=3，,， WEH 257 是 一 个 素数 . 

. 证 明 : 如 果 存 在 一 个 整数 * 满足 


t A U N m 


x"' = 1 (mod F.) 
”和 和 
pD V. 1(mod F,), 
-WAREZ E, =2”+1 是 一 个 素数 ， 
“6. 设 n 是 一 个 正 整 数 ， 证明: WR R-IIBXETAEREn-i-pnppeep", HXETj21,2, =, t, 存在 一 
个 整数 x 满足 
; d zx l(mod n) 


和 
ap = ](mod n), 
那么 整数 ”是 一 个 素数 . 
*7. Wn 是 一 个 正 整 数 且 满足 
n-lcz n [Le 


其 中 m 是 一 个 正 整 数 ，a, ，a,，…，a, BERRE 9 ，9 ，…，9, 是 大 于 ! 的 两 两 互 素 的 整数 ， 特 别 地 ， 
对 正 整 数 5 ，5,，…，6b,， 存 在 整数 x, ，*: ，…，x 使 得 
Dun = l(mod n) 
和 
(ud -1,1) -1 


对 j=1， 2， r 都 成 立 . 这 里 q, 的 每 个 素 因 子 都 大 于 等 于 b, J =1， 2, , n HS 
有 <(1 + Ien”. 


证 明 ” 是 一 个 素数 . 
. 用 波 克林顿 素性 检验 法 来 证 明 7057 是 一 个 素数 . (提示 ; 在 7057 -1 =7056 = FR 的 分 解 中 取 严 =24 .3? = 


oo 
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9. 


10 


* 12. 


9. 


144 fü R 249. ) M RU gung 
用 波 克 林 顿 素性 检验 法 来 证 明 9929 是 一 个 素数 . (提示: 16 9929 -1 29928 = FR Hap F -136 22^ - 
17 I R «73. ) 


. 用 庞 特 检验 法 来 证 明 449 是 一 个 素数 . 
1. 


用 庞 特 检验 法 来 证 明 3329 是 一 个 素数 . " 

证 明 ; 如 果 n-1=FR， 其 中 (F，R) =1，B 是 一 个 整数 满足 FBE RBAK BAHRAT; 对 下 的 每 
个 素 因子 4， 存在 一 个 整数 a 满足 w-:=1(mod n) Fl (a7 -1，n) =1; 又 车 存在 一 个 比 1 大 的 整数 6 
WR 7 e l(mod n) IC -1, n) =1， WA n 是 一 个 素数 . 


. 假设 ”= ji +1， 其 中 g 是 一 个 素数 且 q.s 证 明 : 如 果 存 在 一 个 整数 a 满足 a" =l (mod nn) 和 (ac ^ - 


1, n) =1， 那 么 nn 是 一 个 素数 . 


. 谢 尔 宾 斯 基数 (Sierpinski number) 是 正 奇数 ,使 得 所 有 形 如 所 "+ 1 的 数 都 是 合 数 ， 这 里 n 是 大 于 1 的 整 


数 . 证 明 78557 是 谢 尔 宾 斯 基数 . 
5 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 


Un A U N =- 


6. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 ， 


. 用 波 克 林 顿 素性 检验 法 来 证 明 10 998 989 是 一 个 素数 ， 对 m-1= FR, 85-4004, 122747 和 a=3. 

. 用 波 克林顿 素性 检验 法 来 证 明 111 649 121 是 一 个 素数 . 

. 用 庞 特 素 性 检验 法 找到 尽 可 能 多 的 形 如 3 -2^ +1 的 素数 . 

. 用 庞 特 素 性 检验 法 尽 可 能 多 的 找到 形 如 5 - 2^ +1 的 素数 . 

. 人 们 猜想 78 557 是 最 小 的 谢 尔 宾 斯 基数 (参见 习题 14). 〈 谢 尔 宾 斯 基 在 1960 年 证 明了 有 无 限 多 个 谢 尔 宾 斯 


基数 . ) 通 过 排除 4847，5359，10 223 ，19 249，21 811，22 699，24 737，27 653 28433, ，33 661, 55459 和 
67 607， 你 能 来 帮助 验证 这 个 猜想 吗 ? (如 果 是 正确 的 话 . ) 要 做 的 这 些 ， 需 要 找到 一 个 整数 使 得 "+1 是 
索 数 ， 其 中 4 是 上 面 所 列 出 的 数 中 的 一 个 (你 可 以 在 www. seventeenorbust. com 上 关注 该 猜想 的 最 新 
进展 . ) 

对 费 马 数 F, =2% +1 =65 537 的 素性 给 一 个 简洁 的 证 明 . 


程序 设计 


1. 
2. 
3. 
4. 


9. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 用 下 面 所 列 的 方法 来 编程 证 明正 整数 nn 是 一 个 素数 . 
费 马 小 定理 的 卢 卡 斯 道 命题 . 
推论 9. 18. 1. 
庞 特 素性 检验 法 . 


6 通用 指数 
假设 正 整数 ”的 素 客 因子 分 解 为 


MS t, t A 
n = pip?“ Pua: 


如 果 整 数 a 与 ” 互 素 ， 则 由 欧 拉 定 理 得 


at” = (mod p), 


其 中 p' d& n WRATH AMARA. RE S. 13 的 证 明 ， 设 


B 
v 
二 
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U = [6(pi).0(p2) ,--.6(p7)], 
即 整数 (pi) (i21, 2, =, m) 的 最 小 公 倍 数 ， 因 为 
(p?) |U 
对 ;=1，2，…， m 成 立 ， 由 定理 9.1 得 
| a" = 1 (mod p!) 
对 ;=1，2，…， 成立 . 因此， 再 由 推论 4. 8.1 得 
a” = 1(mod n). 
因此 我 们 引入 了 下 面 的 定义 . 
定义 ” 正 整 数 n 的 通用 指数 是 一 个 正 整 数 UU 使 得 
a" = | (mod n) 
对 所 有 与 nn 互 素 的 整数 &a 都 成 立 . 
例 9.26 由 于 600 的 素 因 子 分 解 为 2 3 - 5^, 所 以 600 的 一 个 通用 指数 为 U = [9(2), 
中 (3) ， 中 (了 ) ] =[4, 2, 20] =20. 4 
由 欧 拉 定 理 知 $(n) 是 一 个 通用 指数 . 正如 我 们 已 经 证 明 的 ， 整数 UV = [g$ (ps)， 
(PY) ，…， 四 (p“)] 也 是 n=plip2…p 的 一 个 通用 指数 ， 但 是 我 们 感 兴趣 的 只 是 的 最 小 通 
用 指数 . 
定义 ” 正 整 数 n 最 小 的 那个 通用 指数 称 为 n 的 最 小 通用 指数 ， 记 作 和 (n). 
下 面 基 于 n 的 素 宕 因子 分 解 式 来 确定 最 小 通用 指数 A(n) 的 公式 . 
首先 ， WR nn 有 一 个 原 根 ， 则 A(n) = 由 (m)， 因 为 奇 素数 的 索 都 有 原 根 ， 故 得 
A(P) = $0»), 
其 中 是 一 个 奇 素数 且 上 是 一 个 正 整数 ， 类 似 地 ， 有 A(2) = 由 (2) 21 B1 A(4) = 中 (4) 22, BN 
为 2 和 4 都 有 原 根 . 男 一 方面 ， 如 果 i 二 3， 则 由 定理 9.11 知 
a^^ = 1(mod 2) 
且 有 ord,5 22^, Diu AR (93, A(2') 227. 
当 n 是 一 个 素数 的 窒 时 ，A(n) 的 公式 已 经 找到 ， 下 面 对 任意 的 正 整数 nn 给 出 它 的 公式 . 
定理 9.22 假设 正 整 数 妈 的 素 昧 因子 分 解 为 
n = 2"pypg py. 
则 nn 的 最 小 通用 指数 由 下 式 给 出 : 
A(n) = [A(Q2*),06€(p1) ,7,6(p7) ]. 
特别 地 ， 存 在 一 个 整数 a 满足 ord,a ZA(n), E — AERE n ICT SE 8S Mp. 
证 明 设 整数 a 满足 (a，n) =1， 为 方便 起 见 ， 记 
(0M e [AQ*) ep) $2) ez). 
因为 W SURE A (20), pi) 2 AG?) , ép) 2A(2) , s R) =A Or) ER, E a = 
1 ( mod p) 对 n E938 BF 2f UP HLBLBS ECCE Rr. ex 
. a" = 1(mod p'), 
HP p 是 的 素 因 子 分 解 中 的 素数 的 短 . 
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因此 ， 由 推论 4.8.1 就 得 
a" = 1(mod n). 
最 后 一 个 同 余 式 表明 M 是 一 个 通用 指数 ， 还 要 证 明 M 是 最 小 的 那个 通用 指数 ， 为 了 做 到 
这 一 步 ， 需 要 找到 一 个 整数 a, 使 得 没有 比 M 更 小 的 寡 次 数 满足 a R n 同 余 于 1， 基 于 这 
个 想法 ， 设 7; 为 pi 的 一 个 原 根 . 
考虑 下 面 的 间 余 方程 组 : 


x = 5( mod 2^?) 
x = r,(mod pj!) 
x = r,( mod p?) 


x = r, (mod p7). 
由 中 国 剩余 定理 知 ， 这 个 同 余 方 程 组 存在 一 个 模 n=2"piip2…p”” 下 唯一 的 解 a; 下 面 将 要 证 明 
ord,a =M， 要 证 明 这 一 结论 ,假设 N 是 一 个 满足 下 式 的 正 整 数 : 
a" = 1(mod n). 
b, WR p 是 n 的 素 短 因子 ,就 有 
a" = 1(mod p'), 
因此 
ordya | N. 
但 是 ， 又 由 于 a 满足 上 面 m +1 个 同 余 方程 ， 故 有 
. ord,a = A(p'), 
对 素 因子 分 解 中 的 每 个 素 寡 均 成 立 因此 ， 由 定理 9. 1 得 
AC |N, 
对 半 的 因子 分 解 中 的 所 有 素数 的 寡 普 均 成 立 ， 从 而 根据 推论 4. 8. 1 BER M 2 [A(2) , (ph), 
(p), ，…， 由 (pe)] |. 
E24 a" z1(mod mn) 时 有 ”=1(mod n) RI M | N, AMA 
ord,a = M. 
这 就 表明 M =A(nz) ， 且 有 一 个 正 整数 a 满足 ord,a 2 A(n). m 
8019.27 由 于 180 的 素 因 子 分 解 为 2 3.5, HEMO. 22 就 得 
A(180) = [由 (2 ) ,和 (3 ) ,和 (5)] = 12. 
要 找到 一 个 整数 a 满足 ord a =A(12) ， 首 先 要 确定 3 和 5 的 原 根 ， 取 2 和 3 分 别 为 模 32 和 5 
的 原 根 . 则 由 中 国 剩余 定理 就 可 以 确定 下 面 方程 组 : 


a = 3( mod 4) 
a = 2( mod 9) 
a = 3(mod 5), 
其 解 为 a=83(mod 180). 由 定理 9. 22 的 证 明知 ord,,,83 = 12. < 


$9.28 in-2/-3'.5.7.13-17-19-37- 73. 则 有 
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ACn) = [A(25),b(32) ,和 (5) ,9(17) ,6(13) ,由 (17) ,由 (19) ,由 (37) ,由 (73) ] 
= [2°,2 -3,2,2 -3,2 .3,2,2 . 3,2°3,23] 


三 2* .3? 
- 144. 
因此 ， 当 是 一 个 与 25 .32 .5.7 .13.17 .19.37 - 73 HEB IE ECCE, RUIT a^ 21 ( mod 
25.37.5.7.-.13-17-19*37 - 73). < 


卡 迈 克 尔 数 的 相关 结果 ”现在 来 考虑 卡 迈克 尔 数 ， 这 在 6. 2 节 已 经 讨论 过 ， 称 一 个 合 数 
是 卡 迈 克 尔 数 是 说 对 一 切 满足 (5,，n) =1 HER% b, A b 1 (mod n) Jar. 已 证 明 
n249,4,4, 是 一 个 卡 迈 克 尔 数 ， 这 里 9,，9，,，…，9gs 是 不 同 的 素数 ， 且 对 j=1，2，…,k， 有 
(9 -1) | (n -1) 成 立 ， 下 面 证 明 它 的 逆 命 题 . 

定理 9. 23 如 果 岂 之 2 是 一 个 卡 迈 克 尔 数 ， 那 么 n=g192…9i， 其 中 g1，4s，…，4; 是 不 同 
的 素数 ， 且 对 j=1，2，…，,k， 有 (g; -1) | (n D AL. 

证 明 WE n 是 一 个 卡 迈克 尔 数 ， 则 

b"!=1(modn), 
对 满足 (5, n) =1 的 所 有 正 整 数 b 均 成 立 ， 定理 9.22 表明 存在 一 个 整数 a 使 得 ord,a = 入 (n)， 
其 中 入 (n) 是 最 小 通用 指数 ; 由 于 a"!'=1(mod n), ， 由 定理 9. 1 知 | 
AQ) | (n -1). 

则 一 定 是 奇数 ， 若 不 然 ，n 为 偶数 ，n -1 一 定 为 奇数 ， 但 和 (n) 是 偶数 (因为 >2)， 这 与 
AQ) | (n 1) FJA. 

现在 证 明 ”一 定 是 不 同 素数 的 乘积 ， 假 设 n — T XOT. p, 12. 则 

A(QD = 由 (P) = ppP-1)1AC) 2-1. 
这 就 表明 p |m -1， 但 又 有 p |nmn， 故 这 是 不 可 能 的 .因此 一 定 是 不 同 素数 的 乘积 ， 即 
n 2444. | 

Bid Alg) 26(4) 2(q 1) |A(n) 2n -1 就 得 到 了 定理 的 证 明 ， a 

可 以 很 容易 地 证 明 关于 卡 迈 克 尔 数 的 素 因 子 分 解 的 更 多 结果 . 

定理 9.24 一 个 卡 迈 克 尔 数 至 少 有 三 个 不 同 的 奇 素 因子 . 

证 明 设 ” 是 一 个 卡 迈 克 尔 数 ， 那 么 mn 不 能 只 含有 一 个 素 因 子 ， 因 为 它 是 一 个 合 数 且 是 不 
同 素数 的 乘积 ， 因 此 假设 n=pq， 其 中 p 和 4 是 奇 素数 且 满足 之 9， 则 有 

i n-12pg-1 2 (p-1)g * (q-1) 24-1 *O(modp -1), 

这 就 表明 (p -1)1(n -1)， 与 卡 迈克 尔 数 的 相关 性 质 巴 盾 ， 因 此 ， 如 果 一 个 数 n CREAR FR 


的 素 因 子 ， 那 么 它 不 可 能 是 卡 迈 克 尔 数 . . 
9. 6 152] 3i 
1. 求 下 列 整 数 的 最 小 通用 指数 A (n). 

a)100 b)144 c)222 d)884 


e)24 .33 45? «7 02 32.52.75 -11? - 13-17 19. g)101! h)201! 
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2. 求 所 有 的 正 整数 =， 使 得 A(n) 分 别 为 下 列 整数 . 
a)1 b) c)3 d4 | e)5 " £6 
3. 求 使 得 A(n) = 12 BURCK BEP n. M 
4. 对 下 面 每 个 模 ， 找 出 一 个 整数 使 它 有 最 大 可 能 的 阶 . 
a)12 b)15 c)20 d)36 e)40 1)63 
5. 证 明 : 车 m 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 A(m) 整 除 (m). 
”6. 证明: WE m 和 是 互 案 的 正 整数 ， WA Alma) =[A(m), A(n)]. 
7. (LE n EWE A (n) =a 的 最 大 的 正 整 数 ， 这 里 a 是 一 个 确定 的 正 整 数 ， 证明; WR m Æ Alm) =a 的 另 一 
个 解 ， 那 么 m 整除 n. 
8. 设 n 是 一 个 正 整数 ， 问 有 多 少 个 不 同 余 的 整数 对 模 n 有 最 大 的 阶 ? 
9. 证 明 : 如 果 a 和 mw 是 互 素 的 整数 ， 那 么 同 余 方 程 ax= kel r ABAE c o RC 
10. 证 明 : 如 果 c 是 一 个 大 于 1 的 正 整 数 ， 那 么 整数 1*， ，(m - 1) ERË m 的 一 个 完全 剩余 系 当 且 仅 
当 m 是 一 个 无 平方 因子 数 且 (c, A(m)) =1. 
* 11. a) 证 明 : 如 果 c 和 m 是 正 整数 且 m 是 奇 的 ， 那么 同 余 方 程 x*=x( mod m) AE 


II à * (€ - 1,9070) 


个 不 同 余 的 解 ， 其 中 m 的 素 因 子 分 解 为 n=piip2…pr". 
b) 证 明 当 (c -1, $(m)) 22 Rf, x^zx(mod mE r 个 解 . 
12. 用 习题 11 证 明 ， 在 用 RSA 密码 加 密 时 ， 总 是 有 至 少 9 个 明文 保持 不 变 . 
* 13. 证 明 561 是 仅 有 的 形 如 3pg 的 卡 迈 克 尔 数 ， 其 中 p 和 9g 是 素数 . 
* 14. 求 所 有 形 如 5pg 的 卡 迈 克 尔 数 ， 其 中 p 和 g 是 素数 . 
* 15. 证 明 仅 有 有 限 多 个 卡 迈 克 尔 数 具 有 n = par 的 形式 ， 其 中 p 是 一 个 固定 的 素数 ，g 和 r 也 是 素数 . 
16. EH: 对 一 个 拥有 加 密 密 钥 (e，z) 的 RSA 密码 ， 它 的 解密 次 数 d 可 以 用 。 对 模 A (n) 的 逆 来 代替 . 
设 n 是 一 个 正 整数 ， 当 (a, n) =1 H, XUI 3 EE q, (a) X q, (a) 9 (a7 )/n(mod n), X 0« 
q, (a) n. 
17. WE: 如 果 (a, n) = (b, n) 21, BEA q, (ab) 2q,(a) *q, (b) (mod n). 
18. 证 明 : (a, n)-1, A q,(a*nc) 24,(a) t A(n)cu(mod n), rh a Æ aH n dto. 


9. 6 节 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 求 小 于 .1000 的 整数 的 通用 指数 ; 
2. 求 至 少 有 4 个 不 同 素 因子 的 卡 迈 克 尔 数 ， 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 计算 以 下 习题 . 
. 求 一 个 正 整数 的 最 小 通用 指数 ， 
. 求 一 个 整数 ， 使 它 对 模 n 的 阶 恰好 为 的 最 小 通用 指数 . 
. 给 定 一 个 正 整数 必 ， 求 最 小 通用 指数 为 M 的 所 有 正 整 数 n. 
. 用 习题 9 中 的 方法 解 线性 同 余 方程 . 
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第 10 章 ” 原 根 与 整数 的 阶 的 应 用 


本 章 将 介绍 一 些 与 整数 的 阶 和 原 根 有 关 的 应 用 ， 首 先 ， 我 们 考虑 随机 数 的 生成 问题 ， 计 算 
机 利用 硬件 或 软件 生成 的 数据 可 以 构造 随机 数 ， 但 不 能 按 这 种 方式 做 出 长 随机 数 序列 ， 为 了 满 
足 在 计算 机 程序 中 对 长 随机 数 序列 的 需求 ， 人 们 提出 了 一 些 方法 来 产生 能 像 随机 数 那样 通过 统 
计 检 验 的 数 ， 这 样 的 数 称 为 伪 随 机 数 . 我 们 将 介绍 基于 模 算术 、 整 数 的 阶 和 原 根来 生成 伪 随 机 
数 的 一 些 方法 . . 

我 们 还 将 介绍 一 种 用 素数 的 原 根来 定义 的 公 钥 密码 系统 ， 即 埃 尔 伽 莫 ( 了 瑟 CGamal) 密码 系统 . 
这 种 系统 的 安全 性 建立 在 求解 模 素数 的 离散 对 数 问题 的 困难 性 之 上 ， 我 们 将 展示 如 何 利用 埃 尔 
伽 莫 加 密 对 信息 进行 加 密 和 解密 ， 以 及 如 何在 此 系统 中 对 信息 进行 签名 . 

最 后 ， 我 们 将 讨论 整数 的 次 数 和 原 根 的 概念 在 电话 线 缆 绞 接 中 的 有 关 应 用 


10.1 伪 随 机 数 


随机 选取 的 数 具有 很 多 应 用 .计算机 模拟 可 用 于 研究 如 核 物理 、 运 筹 学 和 数据 网 络 等 领域 
中 的 现象 ， 需 要 用 到 随机 数 ， 当 不 能 检验 一 个 系统 的 全 部 行为 时 ， 就 可 以 用 随机 数 构造 随机 样 
本 来 研究 该 系统 ， 随 机 数 可 用 于 测试 计算 机 算法 的 执行 情况 ， 还 可 以 在 算法 的 执行 过 程 中 ， 通 
过 运行 随机 化 的 算法 来 进行 随机 选择 ， 随 机 数 还 在 数值 分 析 中 大 量 应 用 ， 例 如 在 利用 黎 曼 和 佑 
计 积 分 值 这 一 微 积 分 问题 时 。 在 数论 中 ， 随 机 数 可 用 于 概率 素性 检验 ， 在 密码 学 中 ， 随 机 数 在 
生成 密 钥 和 执行 密码 协议 等 多 种 场合 中 都 有 应 用 . 

谈 及 随机 数 时 ， 我 们 是 指 一 个 随机 序列 ， 它 的 每 一 项 的 选取 都 是 随机 的 且 不 依赖 于 其 他 
项 ， 并 且 按 某 指定 概率 落 在 特定 的 区 间 中 . (事实 上 ， 称 某 个 特殊 的 数 (比如 47) 是 随机 的 没有 
什么 意义 ， 尽管 它 可 能 是 某 个 随机 序列 的 一 项 . )1940 年 以 前 ， 科 学 家 在 需要 随机 数 时 ， 通 党 
采用 撕 角 子 、 转 赌 盘 、 管 中 取 球 、 发 牌 或 者 从 一 个 数据 表 ( 如 和 人口 统计 报表 ) 中 选取 随机 的 数 
字 等 方式 生成 它们 ， 到 了 20 世纪 40 年 代 ， 人 们 发 明了 产生 随机 数 的 机 器 ,在 20 世纪 50 年 
代 ， 可 以 利用 计算 机 的 随机 噪声 发 生 器 来 生成 随机 数 ， 然 而 ， 由 于 计算 机 硬件 的 故障 ， 由 机 械 
过 程 产生 的 随机 数 经 常 不 是 严格 随机 的 ， 另 一 个 严重 的 问题 是 ， 利 用 物理 现象 产生 的 随机 数 不 
能 够 重复 产生 以 便 检验 计算 机 程序 的 运行 结果 . 

1946 4£, £g - 19 - 诺 伊 曼 (John Von Neumann) 首先 提出 利用 计算 机 程序 取代 机 械 方法 生 
成 随机 数 的 想法 ， 他 提出 的 方法 称 为 平方 取 中 方法 ， 其 工作 原理 如 下 : 要 生成 一 个 四 位 随机 
数 ， 首 先 任 取 一 个 四 位 数 ， 如 6139 ， 然 后 将 此 数 平方 得 到 37687321， 取 中 间 的 四 位 数 6873 作 
为 第 二 个 随机 数 ， 从 前 一 个 数 的 平方 中 取 中 间 四 位 数 ， 总 可 得 到 一 个 新 随机 数 ， 我 们 迭代 此 过 
程 就 得 到 一 个 随机 序列 . (四 位 数 的 平方 为 8 位 或 少 于 8 位 的 数 ， 对 于 那些 少 于 8 位 的 数 要 在 
其 前 面 补 0 SERES 位 . ) 

事实 上 ， 由 “平方 取 中 方法 ”产生 的 序列 并 非 随机 选取 的 ， 当 初始 的 四 位 数 选 定 后 ， 整 
个 序列 就 确定 了 ， 但 是 它 很 像 是 随机 选取 的 . 这样 生成 的 数 在 计算 机 模拟 中 很 有 用 我 们 将 这 
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类 按 某 种 规律 的 方法 产生 且 看 似 具 有 随机 性 的 序列 中 的 整数 称 为 伪 随 机 数 . 

遗憾 的 是 ,平方 取 中 方法 也 有 不 足 之 处 ， 其 中 最 不 理想 的 是 ， 对 某 些 初 始 值 ， 按 这 种 方法 
产生 的 序列 在 一 个 小 的 数 集 上 不 断 重复 ,例如 以 4100 为 初始 值 ， 所 产生 的 序列 为 4100 8100, 
6100，2100，4100，8100，6100，2100，…， 在 重复 之 前 仅 有 四 个 不 同 的 整数 


约翰 . 19 - MESES. (John von Neumann, 1903—1957) 生 于 匈牙利 的 布达佩斯 . 在 德 
国 的 几 所 大 学 执教 后 ， 他 于 1930 年 移居 美国 .1933 年 他 和 爱 因 斯 坦 同时 成 为 位 于 
新 泽 西 的 著名 的 普林斯顿 高 等 研究 院 的 首 批 成 员 ， 汉 “， ARRE 20 世纪 最 为 多 才 
多 艺 的 数学 天 才 之 一 ， 他 开创 了 博弈 论 这 一 数学 分 支 ， 并 且 利 用 这 一 理论 在 数理 经 
济 学 中 做 出 了 许多 重要 发 现 . 冯 … 诺 依 曼 为 第 一 台 计 算 机 的 制造 作出 了 基础 性 的 贡 
献 ， 还 参与 了 核武 器 的 早期 开发 . 


线性 同 余生 成 


D. H. 莱 默 在 1949 年 提出 了 产生 伪 随 机 数 的 最 常用 方法 ， 即 线性 同 余 方法 ， 它 的 原理 如 
F: AREA m, a, ca, 满足 2<a<m, 0<c<m, 0cx,«m. 则 伪 随 机 序列 由 如 下 递 
归公 式 产生 : 

Xa = ax, + c(mod m), Ozx,,-m, 
n=0, 1, 2, 3, ERP m PRISE, a 称 为 乘 子 ， HANE, xo 称 为 伪 随 机 数 生 成 器 的 
种 子 ， 下 面 的 例子 展示 了 线性 同 余 方 法 . 

例 10.1 在 线性 同 余生 成 器 中 , 取 m=12, a=3, c=4, x。=5, WH x, 93:544 
7(mod 12), ， 从 而 wx =7. 类 似 地 ,我们 得 到 x, = 1，x, =7， 等 等 ， 这 是 因为 =3 7 +4= 
1(mod 12), x,-3- 1 +4=7(mod 12) ， 等 等 因此， 生成 器 在 出 现 重 复 之 前 仅 生成 了 三 个 不 
同 的 整数 ， 我 们 得 到 的 伪 随 机 序列 是 5, 7, 1, 7, 1, 7, 1, 7,…. < 

例 10.2 在 线性 同 余生 成 器 中 , 取 贡 =9,，a=7,， c=4，x。=3， 得 到 伪 随 机 序列 3，7， 
8,6, 1, 2, 0, 4,，5，3，…( 请 读者 自行 验证 )， 这 个 序列 在 出 现 重 复 之 前 包含 九 个 不 同 
的 整数 . l 4 

注 记 “在 计算 机 模拟 中 ;， 经常 要 用 到 0 到 1 之 间 的 伪 随 机 数 . 我 们 用 线性 同 余生 成 器 得 到 
0 到 m 之 间 的 伪 随 机 数 x;，i=1，2，3，…， 将 每 个 数 除 以 m， 就 得 到 所 需 的 伪 随 机 序列 x,/m， 
i=1, 2, 3, 

下 面 的 定理 告诉 我 们 如 何 从 乘 子 、 增 量 和 种 子 直接 求 线 性 同 余 方法 生成 的 伪 随 机 序列 

定理 10.1 由 前 述 线 性 同 余 方法 生成 的 序列 的 通 项 为 

x, = a'xy + c(a^ -1)/(a - 1) ( mod m), 0 x x, — m. 

证 明 ”我 们 用 数学 归纳 法 证 明 . 对 k=1， 公 式 显 然 成 立 ， 因 为 x =ax, +c(mod m), 0x, < 

m. 假设 公式 对 第 项 成 立 ， 则 | 


x, = a'x, + c(a^ — 1)/(a -1)(modm),0 « x, « m. 
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因为 
X,,, = ax, + c(mod m) ,0 x x,,, «m, 
所 以 


x,,, = a(a'x, * c(a* - 1)/(a -1)) «c 
za" x c(a(a* -1)/(a- 1) +1) 
= ax +c(a - 1)/(a - 1) (mod m), 
MARNE k+l 项 也 成 立 . 这 说 明 公式 对 所 有 并 均 成 立 . = 
线性 同 余 伪 随机 数 生成 器 的 周期 长 度 定义 为 它 所 生成 的 伪 随 机 序列 出 现 重复 之 前 的 最 大 长 
度 ， 注 意 到 线性 同 余生 成 器 的 最 大 可 能 的 周期 长 度 是 模 m 下面 定理 说 明了 周期 长 度 何 时 能 够 
达到 最 大 值 . 
定理 10.2 线性 同 余生 成 器 产生 周期 长 度 为 m 的 伪 随 机 序列 ， 当 且 仅 当 (c,，m) 21, | m 
的 任意 素 因 子 p 有 a=1(mod p), 3E E. 4 | m A] a=1(mod 4). 
由 于 定理 10. 2 的 证 明 比较 繁琐 ,我 们 略 去 证 明 ， 读 者 可 参见 [Kn97]. 


纯 乘 性 同 余 方 法 


当 c=0 时 ， 线 性 同 余生 成 器 很 简单 ， 因而 特别 有 意思 . 此 时 ， 此 方法 称 为 纯 乘 ， ERA 
E. dim, a, x 分 别 是 模 、 乘 子 和 种 子 ， 伪 随机 序列 由 下 式 递归 定义 


X,,, = ax, ( mod m), 0 c x,,, «m. 
e, 这 样 生成 的 伪 随 机 数 可 用 乘 子 和 种 子 表示 如 下 : 
X, = a'xy( mod m), 0 cx, m. 


车 1 是 用 纯 乘 性 生成 器 生成 的 序列 的 周期 长 度 ， 则 ! 必 为 满足 下 式 的 最 小 正 整数 ， 
x, = a'x, (mod m). 
若 (x。，m) =1， 则 由 推论 4.4.1， 有 
= 1(mod m). NE 
由 此 同 余 式 可 知 ， 最 大 可 能 的 周期 长 度 为 A(m) ， 即 模 m 最 小 通用 指数 . : 
在 许多 应 用 中 ， 纯 乘 性 同 余生 成 器 的 模 m 取 梅 森 素数 M, =2”-1。， 当 模 mm 为 素数 时 ， 最 
大 周期 长 度 为 m -1， 并 且 当 a 是 模 m 的 原 根 时 ， 周 期 长 度 可 以 达到 最 大 值 . 为 了 找到 能 得 出 
好 结果 的 ,的 原 根 ， 我 们 首先 证 明 7 是 Mi 的 一 个 原 根 . 
定理 10.3 7 Æ M, =2” -1 的 一 个 原 根 . 
证 明 要 证 7 是 Hi =2” -1 的 原 根 ， 只 需 证 对 M, -1 的 每 个 素 因 子 9， 均 有 
70U5:-0^ Æ 1(mod M, ). 
由 此 可 得 ord, 7 2 M - 1. AR M, -1 的 因子 分 解 ， 注 意 到 
Mj -1=2" -2 =2(2”-1) «2 2(25 -1)(22+1) 
= 2(25 -1)(2® +2% +1)(25 +1)(2® -2% +1) 
=2.3?.7.11.31.151.331. 
若 能 证 明 对 g 22, 3, 7, 11, 31, 151, 331 
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705790^ x 1(mod Mj), 
则 可 知 7 是 M, -1 =2 147 483 647 的 原 根 . 由 
70-07 = 5 147 483 646 + 1(mod M,) 
70570? = 1 513 477 735 # 1( mod M, ) 
70-07 = 120 536 285 + 1(mod M,,) 
705-07! = 1 969212 174 + 1( mod M, ) 
705-0?! = 512 # 1( mod M, ) 
70-075! = 535 044 134 + 1( mod M, ) 
705:-059. = 1761 885 083 + 1(mod M, ) 
可 见 7 为 MW, 的 原 根 . ; 
在 实际 应 用 中 ， 我 们 并 不 取 原 根 7 作为 乘 子 ， 因 为 这 样 生成 的 最 初 几 个 伪 随 机 数 比 较 小 . 
作为 替代 ， 我 们 利用 推论 9.4. 1 来 求 更 大 的 原 根 ， 当 (k，Ms -1) =1 时 ,7* 也 是 Ms OR 
例如 ， 因 为 (5，Ms - 1) =1， 所 以 7 = 16 807 是 MM 的 原 根 ， 因 为 (13，Ms: -1) =1， 所 以 
7? 2252 246 292( mod M, ) 也 是 Ms 的 原 根 ， 它 们 均 可 用 作 生 成 器 的 乘 子 . 


平方 伪 随 机 数 生 成 器 | 
伪 随 机 数 生成 器 的 另 一 个 例子 是 平方 伪 随 机 数 生成 器 ， 给 定 正 整数 n CBE) 和 初始 项 x。 
( 即 种 子 ) ， 生 成 器 按 下 列 同 余 式 产生 伪 随 机 序列 ; | 


xaa = x; (mod n), O0zx n 
由 定义 易 见 
x; = x? (mod n), 0 x x, «n. 


5110.3 在 平方 伪 随机 数 生成 器 中 ， 取 n=209 为 模 ，xo 26 为 种 子 ， 则 生成 的 序列 为 ， 
6,36 ,42 ,92 ,104 ,157 ,196 ,169 ,137 ,168 ,9 ,81 ,82 ,36 ,42 ,… 


我 们 看 到 这 个 序列 的 周期 为 12， 并 且 第 一 项 不 在 周期 中 . < 
利用 模 次数 的 概念 ， 我 们 可 以 求 出 平方 伪 随 机 数 生成 器 所 生成 的 序列 的 周期 长 度 ， 如 下 
HEI. | 


定理 10.4 以 各 为 种 子 、n 为 模 的 平方 伪 随 机 数 生成 器 的 周期 长 度 为 ord,2， 其 中 s 是 使 
得 ord x, =2's 的 正 奇 数 ，t 为 非 负 整数 . | | | mE 
证 明 设 1 是 平方 伪 随 机 数 生成 器 的 周期 长 度 ， 先 证 ord,2 |L BOREAS IE x nuu, M 
(0 XP map (mod n), 
于 是 AM 
x2" 2 1 (mod n). 


dB BER ERREUR, 0 
ord, x, | (27 -2!), 
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即 
2/*! = 2!( mod 2's). (10. 1) 
由 2 |(2” -2) 和 2”-27=27(2 -1)， 可 见 7>+ 由 同 余 式 (10.1) 和 定理 4. 4, 
2/*7* = 2! ( mod s). 
再 利用 定理 2, 有 JJ *l- toj - t( mod ords). 因此， 周期 长 度 120 ( mod ords), Bl ord,s |1. 
现在 来 证 L| ord,2， 这 只 需 证 明 存 在 两 项 x, 和 x =x, 使 得 j=k(mod ord,2). 为 此 ， 设 j= 
k(mod ord2), H kzjzet. 由 定理 9.2， 
2/ = 2'( mod s). 
而 且 有 
2* = 2/(mod 2), 
这 是 因为 2 -2 =2 (2 -1) 且 jt 注意 到 (2，s) =1， 由 推论 4.8.1 推出 ， 
2/ = 2'(mod 2's), 
因为 ord,x, 22's, Br 
ord,x, | (2^ - 27), 
这 意味 着 
QUU 1(mod n), 
RJ xo =x (mod n). XA, x, =%， 我 们 得 到 1|ord,2， 证 毕 . = 

例 10.4 在 例 10.3 中 , 平方 伪 随 机 数 生成 器 取 模 n=209， 种 子 ze =6, $R ord6 = 
90 请 读者 自行 验证 )， 因 为 90 =2.45， 由 定理 10. 4 知 伪 随 机 序列 的 周期 长 度 为 ords2 = 12( 请 
读者 自行 验证 )， 这 与 我 们 把 该 生成 器 生成 的 项 列 出 来 时 所 观察 的 长 度 相 一 致 ， 4 

怎样 判断 一 个 伪 随 机 序列 是 否 适用 于 计算 机 模拟 或 其 他 应 用 呢 ? 一 个 方法 是 看 看 这 些 伪 随 
机 数 是 否 能 通过 统计 检验 ， 这 些 检 验 能 决定 一 个 序列 是 否 具有 一 个 真正 的 随机 序列 很 可 能 具备 
的 统计 特性 .一 组 这 样 的 测试 可 用 于 评估 伪 随 机 数 生 成 器 . 例如 ， 可 以 测试 数 或 者 数 对 出 现 的 
频率 ， 也 可 以 测试 子 序列 出 现 的 频率 或 者 各 种 长 度 的 同一 个 数 出 现 的 频率 ， 另 外 ， 自 相关 检验 
也 是 很 有 用 的 ， 它 能 检验 该 序列 是 否 与 平移 后 的 序列 相关 ， 关 于 这 些 检验 及 其 他 检验 的 讨论 可 
Z& W,[ Kn97 ] 和 [MeraVa97 ]. 

在 密码 学 应 用 中 ， 伪 随机 数 生 成 器 不 能 是 可 预测 的 ， 例 如 ， 线 性 同 余生 成 器 就 不 能 用 于 密 
码 学 ， 因 为 在 这 样 生成 的 伪 随 机 序列 中 ， 已 知 连续 的 若干 项 就 可 以 求 得 其 他 项 ， 而 只 有 密码 上 
安全 的 伪 随 机 数 生成 器 才 是 可 用 的 . 这 些 安全 的 生成 器 对 于 计算 资源 有 限 的 攻击 者 而 言 ， 生 成 
的 序列 的 项 是 不 可 预测 的 . .更 严格 的 概念 见 [MevaVa97] 和 [La90]. 

我 们 仅 简 要 介绍 了 伪 随 机 数 的 初步 知识 ， 关 于 伪 随 机 数 的 全 面 讨论 ， 读 者 可 参见 [ Kn97]. 
对 于 伪 随 机 数 与 密码 学 之 间 关 系 的 综述 ， 读 者 可 参见 拉 加 雷 斯 在 [Po90] 中 所 写 的 章节 . 


10. 1 节 习 题 


L RA 69 为 种 子 的 平方 取 中 方法 所 生成 的 二 位 数 的 伪 随 机 序列 . 
2. 求 下 列 线性 同 余 方 法 产生 的 伪 随 机 序列 的 前 十 项 . 
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14. 


X,,, = 5x, + 2(mod 19) , Xy = 6. 
这 个 生成 器 的 周期 长 度 是 多 少 ? 


. 求 下 列 线性 同 余 器 产生 的 伪 随 机 序列 的 周期 长 度 . 


xı = 4x, * 7(mod 25) , Xy = 2. 


. 证 明 : 若 在 线性 同 余生 成 器 中 到 a =0 或 1， 则 其 生成 的 结果 对 伪 随 机 序列 来 说 并 不 好 . 
. 设 线性 间 余 生成 器 为 4.,1 =ax, +c(mod m), (e, m) =1， 对 于 下 列 各 模 m， 利 用 定理 10.2 求 使 得 线性 同 余 


生成 器 周期 长 度 为 m 的 下 整数 a. 
a)m =1000 b)m =30030 c)m 2105 - 1 d)m- P 


, 证 明 任何 一 个 线性 同 余 生成 器 都 可 以 约 化 为 一 个 增 量 “= 1、 种 子 为 0 的 线性 同 余生 成 器 ， 即 证 明 如 下 事实 : 


种 子 为 x, 的 线性 同 余生 成 器 x, ,1 = ax, e c( mod m) 所 生成 的 项 ， 可 以 表 为 x, 三 by, cx, (mod m), $}, b= 
(a -1)x, * c(mod m), y, =0， y, ay, * 1 ( mod m). 


. 对 下 列 乘 子 c， 求 由 纯 乘 性 伪 随 机 数 生 成 器 x, mex, (mod 2" - 1) 的 周期 长 度 . 


a)2 b)3 c)4 d)5 e)13 f)17 


. 对 于 纯 乘 性 伪 随 机 数 生成 器 x, ,1 =ax, (mod 2), ，e>3， 证 明 其 最 大 可 能 的 周期 长 度 为 2 …， 且 在 ac x3 


(mod 8) 时 达到 最 大 值 . 


. 对 于 模 为 77、 种 子 为 8 的 平方 伪 随 机 数 生成 器 ， 求 其 生成 的 伪 随 机 序列 . 

.对 于 模 为 1001、 种 子 为 5 的 平方 伪 随 机 数 生成 器 ， 求 其 生成 的 伪 随 机 序列 . 

. 利用 定理 10.4， 求 习题 9 中 伪 随 机 序列 的 周期 长 度 . 

. 利用 定理 10.4， 求 习题 10 中 伪 随 机 序列 的 周期 长 度 . 

. 证 明 : 对 于 模 为 77 的 平方 伪 随 机 数 生 成 器 ， 不 管 种 子 如 何 选取 ， 它 所 生成 的 伪 随 机 序列 最 大 可 能 的 周期 


长 度 为 4. 
对 于 模 为 989 的 平方 伪 随 机 数 生成 器 ， 不 管 种子 如 何 选 取 ， "T 列 的 最 大 的 周期 长 度 是 多 少 ? 
生成 伪 随 机 数 的 另 一 种 方法 是 斐 波 那 架 生成 器 ， 设 首 是 正 整数 ， 选 定 的 初始 整数 xo 和 hEm, 序列 中 


其 余 的 数 由 递归 公式 生成 : 


xi = X, + x, (mod m), O St, Em. 


. 求 模 为 m=31， 初 值 为 *。.=1 和 wi =24 的 斐 波 那 契 生 成 器 生成 的 前 八 个 伪 随 机 数 ， 
. 对 纯 乘 性 伪 随 机 数 生 成 器 zx,,,= ax,(mod 101) ， 选 取 较 好 的 乘 子 w (提示 : 求 101 的 一 个 不 太 小 的 原 根 ). 
. 对 纯 乘 性 伪 随 机 数 生成 器 x, max, (mod 2”-1)， 选 取 较 好 的 乘 子 a。 (提示 : R2” -1 的 一 个 原 根 ， 并 


取 其 适当 的 罕 ). 

. 对 于 线性 同 余 伪 随机 数 生 成 器 x, ,1 三 ax, *c(mod 1003), Zi x, 21, x, 2402, x, -361, RART a 和 增 
& c. 

, 对 于 纯 乘 性 伪 随 机 数 生成 器 x, ,1 = ax, (mod 1000) , 0x x,,, « 1000, #313 和 315 是 生成 的 连续 两 项 ， 求 
RF o. 

.离散 指数 生成 器 以 % 为 种 子 ， 按 递归 关系 s, =g" (mod p) , 0 x, p, n=0, 1, 2，…， 生 成 伪 随 机 


、 序 列 ， 其 中 p 为 奇 素数 ，g 为 模 p 的 原 根 . 


| 24. 


a) M pz17, g=3, x -2 时 ， 求 离散 指数 生成 器 生成 的 伪 随 机 序列 ， 

b) 当 p=47，g=5，x =3 时 ， 求 离散 指数 生成 器 生成 的 伪 随机 序列 ， 

6) 若 已 知 素数 p 和 原 根 g， 给 定 离散 指数 生成 器 产生 的 伪 随 机 序列 中 某 一 项 ， 能 否 容易 地 求 出 它 的 前 
一 项 ? 

也 可 以 用 参数 为 坟 和 4 的 宕 生成 器 来 生成 伪 随 机 数 ， 普 是 正 整数 ，4 是 与 由 ( 严 ) 互 素 的 正 整 数 ， 此 生成 器 
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LÀ x, 为 种 子 ， 按 递归 定义 X11 7x, ( mod m), 0 c x, m 生成 伪 随 机 数 x, X5, X34, Ue 
a)fimz15, dz3, x -2 时 ， 求 寡 生 成 器 生成 的 伪 随 机 序列 ， 
b) m=23, d=3, a, =3 时 ， 求 等 生成 器 生成 的 伪 随 机 序列 ， 


10. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

.分析 以 不 同 的 初始 值 按 平方 取 中 方法 产生 的 五 位 数 伪 随机 序列 的 特点 . 

.对 于 任 选 的 参数 ， 求 线性 同 余生 成 器 产生 的 伪 随 机 序列 的 周期 长 度 . 

. 对 a=65 539，c =0，m =2”， 求 线性 同 余生 成 器 的 周期 长 度 . 

- 对 a=69 069, c=1，m =2”， 求 线性 同 余生 成 器 的 周期 长 度 . 

- 求 使 得 以 模 为 2867 的 平方 伪 随 机 数 生成 器 周期 最 长 的 种 子 . 

- 证 明 模 为 9992 503 、 种 子 为 564 的 平方 伪 随 机 数 生成 器 的 周期 长 度 是 924. 

. 二 次 同 余 伪 随机 数 生 成 器 形 如 3,,1 7 aX. bx, 4 c( mod m), Osr, <m, Ha, b, c 是 整数 .对 不 同 的 二 
次 同 余生 成 器 求 周期 长 度 ， 你 能 给 出 周期 长 度 等 于 m 的 充分 条 件 吗 ? 

8. 对 于 不 同 的 模 m， 求 习题 15 的 导言 中 所 述 的 斐 波 那 契 生 成 器 的 周期 长 度 . 你 认为 这 是 一 个 好 的 的 随机 数 生 
成 器 吗 ? 

9. 有 很 多 对 伪 随 机 数 生成 器 的 随机 性 进行 衡量 的 经 验方 法 . [Kn97] 给 出 了 十 种 检验 方法 . 查看 这 些 方法 ， 并 
用 其 中 的 一 些 方法 检验 不 同 的 伪 随 机 数 生 成 器 . 

程序 设计 

用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 实现 下 列 伪 随机 数 生 成 器 , 

. 平方 取 中 生成 器 

. 纯 乘 性 生成 器 

. 平方 生成 器 

. 斐 波 那 契 生成 器 (参见 习题 15 的 导言 ) 

.离散 指数 生成 器 (参见 习题 20) 

. FEREC JE 21) 


10.2 埃 尔 伽 莫 密码 系统 


在 第 8 章 中 ， 我 们 介绍 了 RSA 公 钥 密码 系统 ，RSA 密码 系统 的 安全 人 性 建立 在 分 解 整数 的 
困难 性 之 上 ， 本 节 将 介绍 另 一 种 公 钥 密码 系统 ， 即 埃 尔 伽 莫 密码 系统 ， 它 是 了， 埃 尔 伽 莫 在 
1985 年 发 明 的 ， 其 安全 性 依赖 于 求 模 大 素数 的 离散 对 数 的 困难 性 ，( 回忆 ， 若 p 是 素数 ,r+ 是 p 
的 原 根 ， 则 整数 a 的 离散 对 数 是 使 得 天 = a(mod p) 成 立 的 阶 x ) | 

在 埃 尔 伽 莫 密码 系统 中 ， 每 一 个 用 户 选 取 素数 p，p HRR, UREK a, 0<a<p - LL 
此 次 数 "就 是 私 钥 ， 即 用 户 必须 保密 的 信息 ， 相 应 的 公 钥 是 (p，r，8) ， 其 中 整数 5 满足 

, b — r'(mod p) ,O & a x p - 1. 

TE Fi bo - rh, RAN I s EE SUR Ir UL R R BER R. m 
例 10.5 JERRKMREBRAKAHMMA, PEATTIEICOEDCM I ROC p, ERU p = 


Ho € Ro n 一 


N OQ € Ro noL 
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2539，( 这 里 所 选 的 四 位 数 的 素数 只 是 为 了 说 明 此 密码 系统 的 工作 原理 ;而 在 实际 应 用 中 ， 应 
该 选取 具有 上 百 位 数字 的 素数 . ) 接 下 来 ， 需 要 素数 p 的 一 个 原 根 ， 这 里 取 p =2539 的 原 根 7 -2 
(请 读者 自行 验证 )， 然 后 ， 选 取 整 数 a, 0<a<2538， 这 里 取 a=14 为 私 钥 ， 相 应 的 公 铀 为 
(p, r, b) =(2539，2，1150) ， 因 为 b 22'* 21150( mod 2539). 
dO AR AGRAR ERE A L2, IDEO HH SIZEMORE, ARRATEK 
度 的 分 组 (每 组 有 偶数 位 数字 ) ， 正 如 我 们 在 8.4 节 中 用 RSA 密码 系统 加 密 消息 之 前 所 做 的 一 样 
(这 只 是 将 由 字母 组 成 的 消息 转换 为 整数 的 众多 方法 之 一 . ) 为 了 加 密 将 要 送 至 拥有 公 铀 (P，"，2) 的 
用 户 的 消息 ， 先 选取 随机 的 整数 ，1<k<p -2， 对 每 一 个 明文 分 组 P,， 计算 y 和 6 如 下 : 
y=r (modp), 0O<yprp-1 
且 ; 
8 = P - b (mod p), 0 S8 <p-l1. 
与 明文 分 组 P 对 应 的 密 文 是 有 序 对 ECP) = (y，5)， 明 文 消息 了 乘 以 "得 到 6 就 隐藏 起 米 了 . 
隐藏 了 的 消息 连同 y 一 起 发 出 ， 只 有 知道 私 铀 a 的 用 户 ,才能 计算 * Ay, FRAME A 
以 恢复 原始 消息 . - J l 
利用 埃 尔 伽 莫 密码 系统 加 密 消息 时 ， 与 明文 分 组 对 应 的 密 文 的 长 度 是 原始 明文 分 组 的 两 
倍 ， 我 们 称 这 种 加 密 方法 的 消息 扩张 因子 是 2. 加 密 过 程 中 的 随机 数 从 几 个 方面 提高 了 安全 
性 ， 本 节 的 最 后 我 们 将 解释 这 一 点 . 
对 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 加 密 过 的 消息 进行 解密 ， 需 要 知道 私 铀 a。 对 于 密 文 对 Cy，5) 而 言 ， 
解密 的 第 一 步 是 计算 7， 这 只 需 计算 y" (nod P)， 于 是 ， 计 算 下 式 可 以 解密 对 C= (y, ô): 
| D(C) = y'& JEEP 
为 看 清 这 样 做 为 什么 恢复 了 明文 消息 ， 只 需 注意 到 
| D(C) = y'( mod p) 
= r” Pb (mod p) 
= (r*) "Pb ( mod p) 
三 b Pb (mod p) 
= b*b*P(mod p) 
= P( mod p). 
例 10. 6 JER T IRIKIA 03 A BE D E E A L E. 
例 10.6 根据 例 10. 5 PRERA, RIRKA 03 RR RUE A LS : 
PUBLIC KEY CRYPTOGRAPHY. 
在 例 8.16 中 ， 我 们 用 RSA 密码 系统 也 加 密 了 这 一 消息 ， 我 们 已 将 字母 转换 为 等 价 的 数值 ， 并 
日 每 四 位 数字 分 成 一 组 ， 由 于 最 大 可 能 的 分 组 为 2525， 所 以 这 里 采用 同样 的 分 组 如 下 : 
d 1520 0111 0802 1004 e 
2402 1724 . 1519 1406 
1700 1507 2423, -> 
其 中 ， 空 字母 X 翻译 为 23 以 填 满 最 后 一 组 .， I^ < 
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为 加 密 这 些 分 组 ， 选 取 随 机 数 E, Ts<A4<2537( 这 里 我 们 对 每 个 分 组 采用 相同 的 上 ;而 实际 
应 用 中 ， 对 每 个 分 组 选取 不 同 的 以 保证 更 高 的 安全 性 )， 取 = 1443 ， 要 将 每 个 明文 分 组 P 
加 密 ， 需 要 用 到 关系 E(P) = (7，5) ， 其 中 y, 6 满足 

y 2 2? = 2141( mod 2539) 


且 
8 = P - 1150"* ( mod 2539) , 0 < 6 < 2538. 
例如 ， 第 一 个 明文 分 组 的 密 文 为 (2141，216)， 因为 有 
y=2” = 2141( mod 2539) 
Š , 


8 = 1520 - 1150" = 216( mod 2539). 
我 们 加 密 了 每 一 分 组 后 ， 得 到 下 列 密 文 消息 : 
(2141,0216) (2141,1312) (2141,1771) (2141 ,1185) 
(2141,2132)  (2141,1177) (2141,1938) (2141 ,2231) 
(2141,1177) (2141,1938) (2141,1694). 
为 解密 密 文 分 组 ,我们 计算 
D(C) = y"8(mod 2539). 
例如 ， 为 解密 第 二 个 密 文 分 组 (2141， 1312) ， 我 们 计算 
D( (2141,1312) ) = 2141"* - 1312 
= 1430 - 1312 
= 2452 . 1312 
: = 111( mod 2539). 
这 里 我 们 用 到 2452 是 1430 的 模 2539 yit. 这 个 逆 元 可 以 通过 推广 的 欧 几 里 得 算法 求 得 ， 读者 
可 自行 验证 ，( 我 们 还 用 到 2141" 51430 ( mod 2539) 这 一 事实 . ) 

前 面 已 经 提 到 ， 埃 尔 伽 莫 密码 系统 的 安全 性 基于 从 公 钥 (p，， 0) 求 私 钥 a 的 困难 性 ， 这 是 
离散 对 数 问题 的 一 个 例子 . 而 离散 对 数 问题 是 一 个 计算 困难 问题 ,在 9.4 TUAGSUR. 破译 埃 尔 
伽 莫 加 密 方 法 ， 就 是 在 不 知道 私 钥 a 的 条 件 下 ， HAS. r, 0) 和 加 密 的 消息 (y，5) 恢 复 消息 
P. 尽管 可 能 存在 不 通过 求解 离散 对 数 问 题 来 破译 的 方法 ， 但 是 这 被 普遍 认为 是 计算 困难 的 问题 . 


利用 埃 尔 伽 莫 系 统 签名 消息 
下 面 讨论 1985 4p T. 埃 尔 伽 莫 发 明 的 对 消息 进行 签名 的 过 程 ， 它 用 到 了 埃 尔 伽 莫 密码 系 
统 ， 假 设 用 户 的 公 钥 是 (p，r，2) ， 私 钥 是 a， 其 中 2=”(modp)， 为 了 签名 消息 P， 具 有 私 钥 


a 的 用 户 这 样 做 : HA, ARER k, WE, p -1) =1. 然后 ,计算 y Hs, Hop 
y 9 r'(mod p), Ozxyzxp-l1 


H 
s = (P - ay) k(mod p - 1), Ozxsszpc-2. 
于 是 对 消息 尸 的 签名 是 (7y，s*) 对， 注意 ， 这 一 签名 依赖 于 随机 整数 的 值 ， 并 且 只 有 知道 私 铀 
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a 才能 进行 计算 | 
为 验证 这 是 一 个 有 效 的 签名 方案 ， 注 意 到 我 们 已 知 公 钥 (p，r,，5)， 于 是 可 以 验证 消息 是 
来 自 可 能 的 发 送 者 的 .为 此 ,我 们 计算 | 
| V, = yb'(modp), O0s«V,«p-1 
和 
V, = r'(mod p), OzV,zp-l 
签名 的 有 效 性 要 求 Vi =V. EXE, FERAI, W 
V, = y'b' (modp) 
三 y U79*5* ( mod p) 
Cy)" (mod p) 
= r b” (mod p) 
= r^ pr" b! (mod p) 
= r” b” b’ (mod p) 


L| 


= r"(mod p) 
= V,. 

埃 尔 伽 莫 签名 方案 中 ， 签 名 不 同 的 消息 应 采用 不 同 的 整数 上 ， 若 用 同一 一 个 整数 上 签名 不 
E 则 利用 这 些 签名 消息 求 得 私 钥 a 是 可 能 的 ( 兄 习 题 8)， 我们 关心 的 另 一 个 问题 是 ， 
某 人 是 否 可 以 通过 选取 并 利用 公 钥 (p，Y， 5) 计 算 y=r(mod p) 来 伪造 消息 P HEZ. WE 
成 签名 ， 还 要 计算 ;= (P-ay)k(mod p -1). 但 求 a 并 不 容易 ， 因 为 要 从 5 计算 a 是 求 离散 对 
数 ， 即 求 5 关 于 r+ 模 p 的 离散 对 数 ， 在 不 知道 a 的 情况 下 ， 可 以 随机 选取 s, 但 成 功 的 概率 仅 
有 1/p， 而 且 当 上]p 充分 大 时 接近 于 O. | 

下 面 的 例 10. 7 展示 了 如 何 利用 埃 尔 伽 莫 签 名 方案 签名 消息 . 

例 10.7 HEARRE, r, b) = (25392 1150) ， 对 应 的 私 钥 是 a =14， 为 
签名 消息 P=111， 首先 随机 选取 满足 1<k<2538 且 (k, 2538) =1 的 整数 上 =457， 注意 到 
457 =2227( mod 2538) ， 于 是 对 明文 消息 111 的 签名 可 以 通过 如 下 计算 得 到 : 

y = 2" = 1079(mod 2539), 
= (111 - 14 . 1079) - 2227 = 1139 (mod 2538). 
任何 具有 签名 (1079 ， 111 的 人 都 可 以 验证 此 签名 是 有 效 的 ， 因 为 计算 得 到 
11501079"? = 1158( mod 2539) 
和 
201 = 1158( mod 2539). 

Ye A dns m ze DA gc, 8TA VE RE FH BRI cR E76 XE (DSA). DSA 在 1994 
年 被 列 为 美国 政府 官方 标准 ， 即 联邦 信息 处 理 标 准 (FIPS )186 ， 也 就 是 所 谓 的 数字 签名 标准 : 
要 知道 如 何 修改 埃 尔 伽 莫 签 名 方案 得 到 DSA， 参 见 [St95] 和 [ MevaVa97]. 


10.2 节 习 题 
L 利用 埃 尔 伽 莫 密码 系统 加 密 消 息 HAPPY BIRTHDAY， 其 中 公 钥 为 (p, r, b) = (2551, 6, 33). 说 明 如 何 利 
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JH a = 13 解密 所 得 密 文 . l 
2. 利用 埃 尔 伽 莫 密码 系统 加 密 消息 DO NOT PASS CO, PAHA (p, r, b) = (2591，7，591)， 展 示 如 何 利 
- FIRAS a =99 解密 所 得 密 文 . 

3. 已 知 利用 公 铀 为 (p,，r, b) = (2713，5，193 ) 的 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 加 密 的 消息 为 (2161, 660), (2161, 

1284), (2161, 1467) ， 利 用 私 钥 e = 17 解密 此 消息 . 

4. 已 知 利用 公 钥 为 (p，r，2) = (2677, 2, 1410) 的 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 加 密 的 消息 为 ;: (1061, 2185), (1061, 

733), (1061, 1096), ， 利 用 私 钥 a = 133 解密 此 消息 . 

5. BAAP, r, b) = (2657，3，801) ， 私 钥 c -211 和 用 来 构造 签名 的 整数 上 =101， 利 用 埃 尔 合 葛 答 名 方 

案 对 明文 消息 P=823 签名 ， 并 验证 签名 的 有 效 性 . 

6. 已 知 公 钥 (p，r，1) = (2543, 5, 1615), Ala = 99 和 用 来 构造 签名 的 整数 b=257， 利 用 埃 尔 伯 黄 签名 方 

案 对 明文 消息 P=2525 签名 ， 并 验证 签名 的 有 效 性 
7. 证 明 ， 若 用 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 加 密 两 个 不 同 的 明文 P, 和 P, 时 使 用 了 同一 个 随机 数 k; 则 知道 明文 P 就 能 

推出 明文 P,. 

8. 证 明 ， 在 埃 尔 伽 莫 签名 方案 中 ， 若 用 同一 个 随机 数 丰 签名 两 个 不 同 的 消息 ， 产 生 的 签名 分 别 为 (y ，。) 和 

(n, S), MRE s ses (mod p- 1), ， 就 能 从 这 些 签名 求 得 并 且 证 明 ， 一 旦 知道 就 能 轻易 获取 私 钥 a. 
10. 2 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 

用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

1. 为 你 班 上 每 一 个 成 员 构 造 埃 尔 伽 英 密 码 系统 的 公 、 私 钥 对 ， 并 将 所 有 公 钥 放 在 一 个 目录 中 . 
2 对 你 班 上 每 一 个 成 员 ， 利 用 目录 中 公布 的 公 钥 ， 采 用 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 加 密 一 个 消息 . 

3. 对 于 你 班 上 的 其 他 成 员 发 送 给 你 的 埃 尔 伽 莫 加 密 消 息 ， 利 用 你 自己 的 私 钥 进行 解密 ， 
程序 设计 

用 Maple、 Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

1. 利用 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 加 密 消息 
2. 解密 由 埃 尔 伽 莫 体 制 加 密 的 消息 . 
3. 利用 埃 尔 伽 莫 密 码 系统 签名 消息 . 


10.3 ”电话 线 缆 绞 接 中 的 一 个 应 用 


前 述 理论 的 一 个 有 趣 应 用 是 电话 线 缆 的 绞 接 ， 我们 的 讨论 基于 [ 0r88] 所 阐述 的 内 容 ， 这 
与 劳 瑟 (Lawther) 的 原创 性 文章 [La35] 中 的 内 容 有 关 ， 后 者 是 对 西南 贝尔 电话 公司 工作 的 报告 

为 介绍 相关 应 用 ， 首 先 引入 下 面 的 定义 . 

定义 设 m 是 正 整 数 ,，a 是 与 mh 互 素 的 整数 ,a 模 区 的 +1 -指数 是 使 得 下 式 成 立 的 最 小 
nx 2 ax: 

a” 三 + l( mod m). - 

我 们 对 确定 一 个 整数 模 m 的 +1 -指数 的 最 大 可 能 值 感 兴趣 ， 这 一 值 记 为 A,(m)， 下 面 两 
个 定理 将 最 大 +1 -指数 A。(m) 与 最 小 通用 指数 和 (m) 联 系 起 来 . 

首先 ， 我们 考虑 有 原 根 的 正 整 数 . 
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定理 10.5 设 m 是 大 于 2 的 正 整 数 ， 有 原 根 ， 则 它 的 最 大 +1 - 指数 Ao( 亚 ) 是 $(m)72- 
A(m)/2. D f 
证 明 由 于 m 有 原 根 ， 所 以 A(m) =m). HEXET.6, Mm>20, pm) ERA, Br 
DL à (m) /2 是 整数 ， 欧 拉 定理 说 明 ， 对 使 得 (a，m) =1 的 所 有 整数 a。， 均 有 
a9? = (q907)?.2 1( mod m). 
由 9.3 节 的 习题 13 可知， 当 m 有 原 根 时 ， x!z1(mod m) 有 了 唯一 解 x 三 +1(mod m). 因此， 
q* ?=+1(mod m). 
这 表明 
A,Cm) < $m) /2. 
MWE, rH m 的 一 个 原 根 ， HUE m 的 +1 -指数 为 e， 则 
r 三 + 1(mod m), 
于 是 , r"el(mod m). 因为 ord,r = 中 (m)， 由 定理 9.1 有 由 (mm) |2e, BHl(6(m)/2) |e. 从 而 ， 
最 大 +1 -指数 A,(m) 至少 是 $9(m) 人 /2. 而 已 经 知道 A(m) <g(m)/2， 因 此 , Ao(m) 2 6(m)7 
2=A(m)/2. | u 
现在 我 们 来 求 没有 原 根 的 整数 的 最 大 +1- 指数 . 
定理 10.6 设 由 是 没有 原 根 的 正 整数 ， 则 最 大 + 上 1 - 指数 AL (m) 等 于 最 小 通用 指数 
A(m). . 
证 明 首先 ， 我 们 证 明 ， 若 存在 次 数 为 A(m) 且 +1 -指数 为 。 的 正 整数 a, 使 得 
a^^? g — 1(mod m), 
则 e=A(m)， 因此， 一 旦 找到 这 样 的 整数 "， 我 们 就 能 证 明 Ao Cm) =A(m). 
假设 正 整 数 a 的 阶 为 A(m) 且 +1 指数 为 e， 还 满足 
a^? g — 1 (mod m). 
HH a= xl(mod m), HA a* 21(mod m)， 由 定理 9.1, A(m) | 2e。 由 于 ACn) |2e Hes 
ACm), RE e=A(m)/2, 或 者 e =A(m)， 为 证 eA(m)/2， 注 意 到 a= +1(mod m), 但 是 
2192 4 1(mod mm) ， 这 是 因为 由 假设 ordo e A Cm), Bia ^ -1(mod m)， 因 此 ， 我 们 可 
以 推出 ， 若 ord,a = 和 A(m)， a 有 +1- 指 数 e, Ha = -1(mod m), Jj e-A(Cm). 
下 面 找 出 具备 所 需 性 质 的 整数 a. im 的 素数 宕 分 解 为 m=2"pip2…p:， 分 情况 考虑 . 
首先 考虑 m 至 少 有 两 个 奇 素 因 子 的 情形 ， 设 在 所 有 整除 m 的 素数 和 p? H, p) 是 使 得 整除 
ó(p/) B] 2 ADR RRDA. Wer E GER. 2,…， s) 的 原 根 ， 设 整数 a 满足 下 列 一 次 
HRA: 
a = 3 (mod 2^) , 
a = r,(mod p?) BUR ii x j 
a= r; (mod pj). 
中 国 剩余 定理 保证 了 这 样 的 a 是 存在 的 .注意 到 
orda = [A(2*) ,6(p2) (7/2, oP) ], 
由 p! 的 选取 可 知 ， 此 最 小 公 倍数 为 和 (m)， 由 于 aeri (mod pi), SEDI aP? er e 1 (mod 
p). XAA $(p)/2 | ACm)/2, RAČ 
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a^? = 1(mod Pj), 
从 而 
ax02 s . 1(mod m). 
Vidt, a 模 亚 的 + 上 1 -指数 为 A(m). 
接 下 来 考虑 的 情形 针对 形 如 m =2%p' 的 整数 ， 其 中 p, HARA, 22, 5,21, Emi 
有 原 根 . 当 # =2 或 3 时， 我 们 有 
ACn) = [2,6(p1)] = (pi). 
E a 是 下 列 一 次 同 余 方程 的 联 立 解 
a = l(mod 4) 
a = r(mod p“), 
HP rH py 的 一 个 原 根 .我 们 知道 ord,a =A(m)， 这 是 因为 
a^? = 1(mod 4), 
所 以 
a^ 0? +- 1( mod m). 
FC, a 的 +1 -指数 为 A(m). 
当 如 4 时 , 设 4 是 下 列 一 次 同 余 方 程 组 的 解 
a = 3( mod 2^) 
a = r(mod p; ); 
中 国 剩余 定理 说 明 这 样 的 e 是 存在 的 ， 可 以 证 明 ordna zA(m). 因为 41A(2*)， 所 以 
4 1A(m). 于 是 ， 
qim = 31077. = (33)107^ = 1(mod 8). 
所 以 ， 
a^? a — |( mod m), 
从 而 a 的 +1 -指数 为 A(m). 
HUn, Mm-2", 231, HIERO. 12 All ord,5 =A(m)， 但 
51007 = (5?) = 1( mog 8). 
所 以 可 见 
5*0)? Æ 1( mod m); 
由 此 得 出 5 的 +1 -指数 为 A(m). 
上 上 面 的 论述 处 理 了 m 没有 原 根 的 所 有 情况 ， 所 以 证 明 完 
此 = 
现在 ， 我 们 构建 一 种 绞 接 电话 线 缆 的 系统 ， 电话 线 缆 由 
外 包 绝 缘 物 质 的 铜 线 的 同心 层 制 成 ， 如 图 10. 1 所 示 ， 并 
分 成 特定 长 度 的 节 段 生产 . 
电话 线路 由 若干 段 线 缆 绞 接 而 成 ， 当 两 根 铜 线 在 多 个 节 
. 段 的 同一 层 上 相 邻 时 ， 经 常会 出 现 干扰 和 串 音 的 问题 . 因 
此 ， 在 某 一 节 段 同一 层 上 相 邻 的 铜 线 ， 在 相 邻 节 段 上 不 应 同 图 10.1 电话 线 缆 某 一 层 的 截面 图 
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层 相 邻 ， 为 实用 起 见 ， 绞 接 系统 应 操作 简单 .我 们 用 下 面 的 规则 描述 绞 接 系统 : 某 一 节 段 同心 
层 上 的 线 绞 接 到 下 一 节 段 同心 层 上 的 线 时 ， 总 在 每 个 连接 处 有 相同 的 绞 接 方向 ， 在 有 m 根 线 的 层 
中 ， 我 们 将 位 置 为 j，1<j<m 的 线 与 下 一 节 段 中 位 置 为 5(j) 的 线 相连 ,其 中 5( 门 是 1+ G-0Ds 
的 模 m 最 小 正 剩余 .这 里 ，s 称 为 绞 接 系统 的 距 ， 我 们 看 到 ， 当 上 一 节 段 的 线 与 下 一 节 段 的 线 
绞 接 时 ， 前 一 节 段 相 邻 的 两 根 线 在 下 一 节 段 中 正好 相差 s 模 m， 为 了 使 得 相 邻 两 节 段 中 线 的 绞 
接 是 一 一 对 应 的 ， 必 须要 求 距 s 与 线 的 数目 m 互 素 . ri 若 同 一 节 段 上 在 位 置 /与 在 位 置 
k 的 线 均 绞 接 到 下 一 节 段 的 同一 位 置 ， 则 SC) Sk), 
1+(7j-1)s=1 sos 

于 是 六 =ks(mod m). 因为 (m，s) =1， 由 推论 4.4.1 n[ I, j k( mod m), 而 这 是 不 可 能 的 ， 

例 10.8 将 九 根 线 用 距 2 绞 接 .有 如 下 对 应 关系 : 


11 2 一 3 3—5 
4 一 7 5—9 6 一 2 
7 一 4 8 一 0 9—8, 
如 图 10.2 所 示 . 4 


图 10.2. 将 九 根 线 用 距 2 绞 接 


下 面 的 结论 说 明了 电话 线 缆 中 第 1 节 段 的 线 与 第 nn 节 段 的 线 之 间 的 对 应 关系 . 
定理 10.7 设 5,()) 表 示 第 1 节 段 位 置 为 j 的 线 经 过 绞 接 后 在 第 几 节 段 的 位 置 ， 则 
S,(j) =1 + (j - 1)s" (mod m). 
WEB] 对 n=2， 由 绞 接 系统 的 规则 有 
S,(j) 59 14 (j - 1)s( mod m) i 
所 以 命题 对 n=2 成 立 ， 现 在 假定 
S.G) =1+(j- 1)s"' (mod m). 
则 在 下 一 节 段 中 ， 位 置 为 5,()) 的 线 绞 接 到 如 下 位 置 的 线 : 
S.a G) = 1+ (,G) - 0s 
1«(G-15s)s 
三 1+(j-1)s (mod m). 
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这 说 明 命 题 成 立 . l i " 

:在 绞 接 系统 中 ， 我 们 希望 某 一 节 段 上 相 邻 的 线 在 下 一 节 段 上 分 得 尽 可 能 远 ， 定 理 10.7 45 
ERN, Aan KRE, 位 于 j 与 ij+1 两 个 相 邻 位 置 的 线 ， 分 别 绞 接 到 位 置 5,(j) =1+ 
G7 Dr mod s) RES GL A A Coa v) BERE, 这 些 线 在 第 n PBR 4 BL BUS 

S "(7) e$ 41) lcs. ns 
或 等 价 地 ， 
(1+ (j -1)s*) 50 +j) =+1(modm), 
上 式 成 立 当 且 仅 当 | 
s" =+ J(mod m). 

我 们 现在 来 应 用 本 节 开 始 所 述 的 理论 ， 要 使 第 1 节 段 中 相 邻 的 线 在 以 后 的 绞 接 过 程 中 分 得 
尽 可 能 远 ， 则 应 选取 距 s 为 最 大 +1 -指数 AQ(m). 

例 10.9 对 100 根 线 ， 应 选取 距 ;使 得 其 +1 -指数 为 Mo(100) =A(100) =20. 经 过 适当 


计算 ， 可取 ;=3 XE. | < 
10. 3 节 习 题 
l. 求 下 列 正 整数 的 最 大 +1 - 指数 . 
a)17 b)22 c)24 d)36 e)99 f)100 
2. 求 模 为 下 列 正 整 数 的 具有 最 大 +1 - 指数 的 正 整数 . 
a)13 b)14 c)15 d)25 e)36 1)60 
3. 对 具有 下 列 数目 的 线 的 电话 线 缆 ， 设 计 一 个 绞 接 方案 . 
a)50 根 线 b)76 根 线 c)125 根 线 


4. 证 明 在 某 一 同心 层 具 有 m 根 线 的 任何 电话 线 绕 绞 接 系 统 中 ， 在 某 节 段 上 相 邻 的 两 根 线 ， 至 多 在 连续 
[ (m -1)/2] 个 节 段 上 分 开 ， 证明， 在 m 为 素数 时 ， 用 本 节 中 所 讲 的 系统 能 达到 这 个 上 限 . 


10. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 , 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 ， 
1. 对 于 不 超过 1000 的 正 整 数 ， 求 它们 的 最 大 +1 -指数 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
给 定 正 整 数 m, 求 其 最 大 +1 - 指数 . 
2. 用 本 节 所 述 的 方法 ,设计 一 种 电话 线 缆 绞 接 方案 . 
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整数 a 何 时 是 模 素数 p 完全 平方 数 呢 ?伟大 的 数论 学 家 欧 拉 、 勒 让 德 和 高 斯 对 于 这 一 问题 
及 其 相关 问题 的 研究 ， 导 致 了 现代 数论 很 多 方面 的 发 展 ， 本 章 将 讨论 在 研究 这 样 的 问题 的 过 程 
中 所 得 的 新 、 老 结论 ， 首 先 ， 我们 定义 二 次 剩余 的 概念 ， 即 为 模 p 平方 数 的 整数 4a， 并 建立 二 
次 剩余 的 基本 性 质 ， 我 们 引入 用 于 判定 一 个 整数 是 否 为 的 二 次 剩余 的 勒 让 德 符号 ， 并 讨论 此 
符号 的 基本 性 质 ， 我 们 还 将 叙述 并 证 明 由 欧 拉 和 高 斯 发 现 的 两 个 重要 的 准则 ， 它 们 可 以 用 来 判 
定 a 是 否 为 p 的 二 次 剩余 ， 特 别 地 ， 我 们 用 这 些 准 则 来 判定 -1 和 2 是 否 为 p 的 二 次 剩余 . 

我 们 还 将 证 明 ， 模 pg 完全 平方 数 恰 有 四 个 不 同 余 的 模 pg 平方 根 ， 其 中 p 和 9 是 素数 模 
平方 根 在 密码 学 中 被 大 量 使 用 ， 例 如 用 在 公平 地 选择 随机 比特 的 协议 (“电子 抛 币 ”) 中 . 我们 
将 (在 本 章 的 最 后 一 节 中 ) 说 明 ， 在 交互 式 协议 中 如 何 用 模 平 方 根来 证 明 一 个 人 掌握 秘密 信息 
而 不 泄露 此 信息 . 

假设 p 和 是 两 个 不 间 的 奇 素数 .我们 要 问 p 是 否 为 模 9 平方 数 ，4 是 否 为 模 p 平方 数 . 
这 两 个 问题 有 什么 关系 吗 ? 在 本 章 中 ， 我 们 将 通过 著名 的 二 次 互 反 律 来 说 明 这 两 个 问题 是 紧密 
相关 的 ， 欧 拉 和 勤 让 德 发 现 了 二 次 互 反 律 ， 但 最 终 由 高 斯 在 18 世纪 末 给 出 证 明 ， 我 们 将 给 出 
二 次 互 反 律 诸多 证 明 中 最 容易 理解 的 一 个 .二 次 互 反 律 在 理论 和 实践 上 都 有 着 重要 意义 ， 我 们 将 
给 出 它 在 计算 和 证 明 一 些 有 用 结论 中 的 应 用 ， 例 如 证 明 判定 费 马 数 是 否 为 素数 的 佩 潘 (Pepin ) 检 
验 法 ， 

用 来 判定 一 个 整数 是 否 为 模 p 二 次 剩余 的 勒 让 德 符号 ， 可 以 推广 为 雅 可 比 符号 ， 我 们 将 推 
导 雅 可 比 符号 的 基本 性 质 ， 并 证 明 它 们 也 满足 一 个 互 反 律 ， 这 是 二 次 互 反 律 的 推论 ， 我 们 将 说 
明 如 何 用 雅 可 比 符号 来 简化 勒 让 德 符号 的 计算 ,利用 雅 可 比 符号 ， 我 们 引信 一 种 特殊 类 型 的 伪 
素数 一 一 欧 拉 伪 素 数 ， 它 通过 满足 欧 拉 关于 二 次 剩余 的 准则 来 伪装 成 素数 . 运用 这 一 概念 ， 我 
们 提出 一 种 概率 素性 检验 法 . 


11.1 次 剩余 与 二 次 非 剩余 


E T E T pL cR 
首先 从 定义 开始 . | l | 

定义 AmE, atk. X(a,m)-1, LE &2 2 =a(mod m) 有 和 解 ， 则 称 a 
A om BS—ÓÁARE. E RE^ ma(mod m) Xf, Rt aj m I —ÓÁ ERIS. 

例 11.1 为 决定 哪些 整数 是 11 的 二 次 剩余 ， 我 们 计算 整数 1，2，3，…，10 的 平方 ， 得 
到 1=102=1(mod 11), 2? &9' &4(mod 11), 3'28'z9(mod 11), 4^ «7^ 25(mod 11), 5 = 
6 23(mod 11). 因此 ，11 的 二 次 剩余 是 1，3, 4，5，9， 二 次 非 剩 余 是 2, 6, 7, 8, 10. « 

注意 ， 正 整数 m 的 二 次 剩余 恰 为 9.4 PP m 的 次 剩余 在 k=2 的 情形 ， 设 p 是 奇 素数 ， 
则 在 整数 1，2，…, p -1 中, p 的 二 次 晋 余 与 二 次 非 剩余 个 数 相同 ， 我 们 利用 下 面 的 引 理 来 证 
明 这 一 事实 . . 
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引 理 11.1. i p E XGK, a 是 不 被 p 整除 的 整数 ， 则 同 余 方 程 
x^ = a(mod p) 
或 者 无 解 ， 或 者 有 两 个 不 同 余 的 解 . 

证 明 # x^ —a(mod p) A, 不 妨 设 为 x =%。， 则 易 见 -x 是 不 同 余 的 解 ， 因 为 
(-xo) =x=a(mod p), FE -x 也 是 解 . SE EI XS TEES, x, -xo(modp)， 倘 若 x 
-xo(mod p), WA 2x, 三 0(mod p)， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 p 是 奇数 ， 且 由 6 二 a(mod p) lp / a 
Uf 48 p X xy. 

”为 证 不 存在 多 于 两 个 不 同 余 的 解 ， 设 x。 和 x, 都 是 x m a(mod p) 的 解 ， 则 有 x, = *i = 
a(mod p), ， 于 是 ze -和 =(xo+xi)(x 一 Xi) 三 0(mod p). AHE, p | (xo+xi) 或 p | (xy x), 
FÆ, xi 三 -xo(mod p) 或 +1=xo(mod p). AE, Æx =al(mod p) 有 和 解 ， 则 只 能 是 两 个 不 同 余 . 

的 解 . | a 

由 此 我 们 得 出 以 下 定理 . 

定理 11.1 若 品 是 奇 素数 ， 则 在 整数 1，2…，Pp -1 中 ,的 二 次 剩余 恰 有 (p 一 1)/2 个 ， 
二 次 非 剩 余 恰 有 (p -1)/2 ^. 

”证明 为 在 整数 1，2，…，P -1 PRH p 的 所 有 二 次 剩余 ,我们 计算 这 些 整 数 平方 的 模 p 
最 小 正 剩 余 ， 因 为 要 考虑 p -1 个 平方 ， 且 同 余 方 程 **=a( mod p) 或 者 没有 解 ， 或 者 有 两 个 解 ， 
-所 以 在 1,，2,…, p -1 中, p 的 二 次 剩余 惟有 (p -1)/2 ^, 剩 下 的 (p -1)-(p-1)/2= 
(p -1)/2 个 不 超过 p -1 的 正 整 数 是 p 的 二 次 非 剩余 . 

第 9 章 研究 过 的 原 根 和 指数 ， 提 供 了 证 明 与 二 次 剩余 有 关 的 结论 的 另外 一 种 方法 . 

定理 11.2 设 p 是 素数 , r 是 p 的 原 根 ，a 是 不 被 p 整除 的 整数 ， 若 inda 是 偶数 ， 则 a 是 
Pp 的 二 次 剩余 ， 若 ind,a 是 奇数 ， 则 a 是 的 二 次 非 剩余 . 

WEB] 设 ind,a 是 偶数 ， 则 (r™”?)?=a(mod p)， 这 说 明 a 是 p 的 二 次 剩余 ， 现 在 设 a 是 p 
的 二 次 剩余 ， 则 存在 整数 x 使 得 x” m a( mod p), PÆ ind,x* = ind,a， 由 定理 9.16 W (ii), 
2 * ind,xind,a( mod g(p))， 因 此 ind,a 是 偶数 . 从 而 a 是 p 的 二 次 剩余 当 且 仅 当 ind,a 是 偶 
XC BUE, a 是 p 的 二 次 非 剩余 当 且 仅 当 ind,a 是 奇数 . a 

由 定理 11.2 可 知 ， 奇 素数 p 的 每 个 原 根 都 是 p 的 二 次 非 剩 余 . 

我 们 通过 给 出 定理 11. 1 的 另 一 个 证 明 ， 来 说 明 如 何 利用 原 根 、 指 数 与 二 次 剩余 的 关系 证 
明 有 关 二 次 剩余 的 结论 . 

证 明 设 p 是 奇 素数 是 有 原 根 r+， 由 定理 11.2， 在 整数 1，2,，3，…,p -1 中 , p 的 二 次 
剩余 是 那些 以 7 为 底 的 阶 为 偶数 的 整数 ， 于 是 ， 此 集合 中 p 的 二 次 剩余 是 的 最 小 正 剩余 ， 其 

中 是 满足 1<k<p -1 的 偶数 ， 这样 的 整数 恰 有 (p -1)/2 个 ， 所 以 结论 成 立 . a 
下 面 的 定义 给 出 了 与 二 次 剩余 有 关 的 特殊 记号 ， 

定义 设 p 是 奇 素数 ， 整数 a 不 被 p 整除 ， 勒 让 德 符号 (所 定义 为: 

(+) sil 1, 若 a 是 p 的 二 次 剩余 ; 

p -1, 若 & 是 疡 的 二 次 非 剩 余 . 
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这 是 以 引入 此 符号 的 法 国 数学 家 安 德 里 安 - 马里 耶 ' 勒 让 德 的 名 字 命 名 的 . 


安 德 里 安 - 马里 耶 . 勒 让 德 (Adrien- Marie Legendre, 1752—1833) 出 生 于 一 个 富有 的 
家 庭 ， 从 1775 年 到 1780 年 ， 他 在 巴黎 军事 学 院 担 任教 授 ， 在 1795 年 ， 他 被 聘任 为 
巴黎 高 等 师范 学 院 的 教授 ， 他 于 1785 年 出 版 的 学 术 论 文集 《Recherches d’ Analyse 
Indetermine6》， 包 含 了 对 二 次 互 反 律 的 讨论 ， 对 狄 利克 雷 的 等 差 数 列 定理 的 叙述 ， 
以 及 将 正 整 数 表 为 三 平方 和 的 讨论 。 他 证 明了 费 马 大 定理 n=5 的 情形 ， 勒 让 德 撰 写 
了 一 本 几何 学 的 教科 书 《Fléments de géométrie》， 它 被 使 用 了 一 百 多 年 ， 是 其 他 教科 
书 的 范例 ， 勤 让 德 在 数理 天 文学 和 大 地 测量 学 中 做 出 了 葛 基 性 的 发 现 ， 他 还 第 一 个 讨论 了 最 小 二 乘法 . 


8i 11.2 E—^4^ BETA H TELERS (F Eas, 2, =, 10 的 值 : 


而 -全 = (的 = G Hi e 
t5) * (5) « G5) * G * (8) e 


我 们 现在 给 出 判定 一 个 整数 是 否 为 某 个 素数 的 二 次 剩余 的 准则 ， 这 个 准则 在 证 明 勒 让 德 符 
号 的 性 质 时 很 有 用 . . 
定理 11.3( 欧 拉 判 别 法 ) 设 p pK, a 是 不 被 忆 整 除 的 正 整数 ， 则 


24 = a^ ( mod p). 


证 明 首先 , 假设 (也) =1 FE, ARIE =al mod p) 有 解 ， 设 为 *= AARI 
小 定理 ， 可 见 


a??? = (a5) 9 = xb = 1(mod p). 


因此 ， #5) =f; 则 (二 za 7^" ( mod p). 


现在 考虑 (3) = -1 的 情形 ， 此 时 ， 同 人 方程 必 =a(mod p) 无 解 ， 由 定理 4 10， 对 每 个 


WEG, p)=1 0i, FERAJ (518 ij ae(mod p). XAH x^ S a( mod p) E, nn isej.. 因 
此 ， 我 们 可 以 将 整数 1，2，…， p -1 分 成 (p -1)/2 对 ,每 一 对 的 乘积 为 a。 将 这 些 式 子 相 
乘 ， 得 
(p — 1) ! = a^" ( mod p). 
威尔逊 定理 ，(P -1)1= -1(modp)， 于 是 可 见 
- 1 = a^" (mod p). 


在 此 情形 下 ， 我 们 有 za 77^ ( mod p). a" 


3 


例 11.3 dp-23, a-5. 因为 5*= -1(mod 23), FARKRANA, (25) = -1,5 
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为 23 的 二 次 非 剩 余 . < 
现在 ,我 们 来 证 明 勒 让 德 符号 的 一 些 性 质 . 
定理 11.4 设 忆 是 奇 素数 ，a 和 bb 是 不 被 p 整除 的 整数 ， 则 


(i)#a=b(mod p), Nj E = (>): 


AEren 
cii ( 乞 】 a | 
( i ) 的 证 了 明 Zi azeb(mod p), Wj x =a(mod p) 41824 EL [24 a^ 9 b( mod p) Hf. A, 


(i )RSuEB] 由 欧 拉 判 别 法 可 知 
(7) = aU "^ (mod p), (+) = bP (mod p), 


(2) = (ab) "7^ (mod p). 
因此 ， 
(=) (>) = gD = (ab) = (2) ( mod p). 


由 于 勒 让 德 符号 的 取 值 只 能 是 +1， 所 以 


( 道 ) 的 证 明 因为 (如 ) = *1， 再 由 (这 )， 有 

Ios ps pes s 
定理 11. 4 的 ( 让) EATUR EH de. -PRAHAN KAR MU RE BUCH  — Uc RI 

余 的 乘积 是 此 素数 的 二 次 剩余 ， 但 是 一 个 素数 的 二 次 剩余 与 二 次 非 剩余 的 乘积 是 此 素数 的 二 次 

PAR. | 

可 以 像 证 明定 理 11.2 一 样 ， 利 用 原 根 和 指数 的 概念 给 出 定理 11. 3 和 定理 L1. 4 的 相对 简 

单 的 证 明 . 〈 见 本 节 习 题 30 和 31. ) 


何 时 -1 为 素数 bp 的 二 次 剩余 


-1 是 哪些 不 超过 20 的 奇 素数 的 二 次 剩余 ? 由 2 = -1(mod5)，5 = -1(mod 13) , 4^ = 
-1l(mod17), uf, -1 是 5，13，17 的 二 次 剩余 . 又 易 见 (请 读者 自行 验证 )， 当 p=3, 7, 
11, 19 HF, RHE x = -1(mod p) 无 解 . 由 此 得 出 如 下 猜想 : -1 是 奇 素数 bp 的 二 次 剩余 当 


二 次 剩余 297 


且 仅 当 p=1(Cmod 4). 
利用 由 欧 拉 判 别 法 ， 我 们 可 以 证 明 这 一 猜想 . 
定理 11.5 设 p 是 奇 素数 ， 则 , 
(2i -| 1,3 p 二 1(mod 4); 
p —- 1,35 p =- I1 (mod 4). 
证 明 由 欧 拉 判别 法 知 i 


eco 


di p=1(mod 4), 则 对 某 个 整数 有 p=4k+1， 所 以 
qus ru 2(-1)*z21 


即 有 (二 ) =1， 若 p=3(mod 4) ， 则 对 某 个 整数 有 p=4k+3， 所 以 
GEDA 2 (-1)*" dd 


ma (=>) sic á 


高 斯 引 理 


下 述 高 斯 的 优美 结果 ， 给 出 了 用 于 判定 与 素数 p 互 素 的 整数 4 是 否 为 p 的 二 VOBIS — 
个 准则 . 
引 理 11.2( 高 斯 引 理 ) 设 p EE, a 是 整数 ， 且 (a, p)=1. 车， 是 整数 a, ds 


3a, =, ((p-1)/2)a 的 最 小 正 剩余 中 大 于 p/2 的 个 数 ， 则 Ta c. 


证 明 ZEE a, 2a, 3a, =, ((p -1)/2)a.. Eu, m, cc, u, 是 它们 的 最 小 正 剩余 
中 大 于 p/2 MIRE, vn, n, =, n 是 小 于 p/2 的 那些 ， 因 为 对 满足 的 1<j< (p -1)/2 的 全 部 j 
dia, p) =1， 所 以 这 些 最 小 正 剩余 只 能 在 集合 1，2，…，p -1 中 取得 " 

FAERINEH, p-u, p-ih, 1, pom n, s cns 0, ORE ATARE R 1， 

，(p -1)72 的 集合 ， 为 看 到 这 一 点 ， 只 需 证 明 这 些 整数 两 两 模 了 不同 余 ， 这 是 因为 这 些 
a D. 并 且 都 不 超过 (P -1)/2. 

ER, EEDA u 模 p 不同 余 ， 任 意 两 个 v 模 p IS IER s 若 这 两 组 数 中 存在 一 对 数 模 p R 同 
余 ， 即 有 两 个 不 超过 (p -1)72 的 整数 m,n， 使 得 ma=nal mod p). 由 于 pHa, 这 能 推出 mo 
n( mod p) ,而 这 是 不 可 能 的 . 

m, — pu, 不 可 能 同 余 于 一 个 v， 否 则 我 们 有 整数 m,n 使 得 ma=p - na(mod p), 
从 而 ma= -na(mod p). HF pta, XH m= -n(mod p). 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 m,n 
都 是 1， 2，…，(p -1)72 中 的 数 . Zr 

BBETEEAHE YR. pou. pou. cts pou, vs ms cs v RESET, 2 
(p -1)/2， 我 们 得 到 : " | | 


(p -u) (p - ui ca), = (H) Ono p), 


-— 
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这 推出 
(- 1) 本 (=>) ! (mod p). | (11.1) 
AAM, B u, uy, =, uy, 0, n, =, ,是 整数 a，24，…，((p -1)/2)a 的 最 小 正 简 
余 ， 我 们 还 知道 
UU UV vv, =a * 2a: ((p - 1)72)a. : 
= a7 ((p - 1)/2) !(mod p). (11.2) 
因此 ， 由 (11.1) 和 (11.2) 可 见 
C7 1)'a7 ((p - 1)/2)! = ((p = 1)/2) (mod p). 
由 于 (p,，((p -1)/2)!) =1， 这 一 同 余 式 蕴涵 
(-1)’a3 = 1(mod p). 
两 边 同时 乘 以 ( -1)*， 得 | 
a = ( - 1)'( mod p). 


欧 拉 判别 法 表明 aT ( ) (mod p) ， 所 以 


"n 

| (=) = C D'Gnod p), 

这 就 证 明了 高 斯 引 理 . 
例 11.4 设 a=5, p=11， 为 利用 高 斯 引 理 求 ( 言 ) ,计算 1.5, 2.5,3.5,4.5,5. 


5 的 最 小 正 剩余 ， 分 别 为 5，10，4,9，3. 因为 只 有 两 个 大 于 11/2， 所 以 由 高 斯 引 理 知 (说 ) 5 
( -1) =1. A 
2 何 时 为 素数 p 的 二 次 剩余 


哪些 不 超过 50 的 奇 素数 p 以 2 为 二 次 剩余 ? 因为 3 =2(mod 7), 6 =2(mod 17) , 5! z2 
(mod 23), 8'z2(mod 31), 17^ 22(mod 41), 7 =2(mod47)， 所 以 2 d& 7, 17, 23, 31, 41, 
47 的 二 次 剩余 . 而 p=3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 43 时 ， ERDE a^ 2 ( mod p) X: fft ORE 
A BITRE). 那么 ， 对 于 一 般 的 素数 p， 以 2 是 为 二 次 剩余 的 素数 p 有 没有 什么 规律 呢 ? 考 察 
上 面 的 素数 ,我 们 发 现 2 是 否 为 素数 p 的 二 次 剩余 似乎 是 由 p 模 8 的 同 余 式 来 决定 的 ， 我 们 猜 
想 ，2 是 奇 素数 p 的 二 次 剩余 ， 当 且 仅 当 p= +1(mod 8). 利用 高 斯 引 理 可 以 证 明 这 一 猜想 . 
定理 11.6 若 p 是 奇 素数 ， 则 l 


2\ - ~ 1) -D8 
in p l 
RI, FHARR p= +1(mod 8), 2 是 二 次 剩余 ， 对 所 有 素数 p= +3(mod 8), 2 是 二 次 非 剩余 . 


证 明 由 高 斯 引 理 ， 若 s 是 整数 
132,2 42,372, ((p 21)72) .2 
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的 景 小 正 剩余 中 大 于 p/2 IG (T) e CoD". 因为 这 些 整数 均 小 于 p， 所 以 为 了 求 这 些 


整数 的 大 于 p/2 的 最 小 正 剩余 的 个 数 ， 我 们 只 的 个 数 . | 
er ME 在 j<p/4 时 小 于 p/2. ， 集 合 中 有 [p/4] 个 整数 小 于 
p/2. 因此， 共有。 = (p -1)/2 -[p/4] 个 整数 大 于 p/2. ok p 斯 引 理 可 见 


a = (21, 
为 证 明定 理 ， 只 需 证 明 对 每 一 个 奇 整数 p， 有 


EE [p/4] E S E niat 2). (11.3) 
注意 ，(11.3) 对 正 整 数 成 立 当 且 仅 当 它 对 p+8 um" 这 是 因为 
(Q8) -1. [+8)M4] = (H +4) - Ctr +2) 
ED. [p/4] ( mod 2) 
和 
(pri) -l SEIL ap. 


所 以 我 们 推出 ， 若 (11.3) 对 p= +1 和 +3 成 立 ， 则 它 对 每 个 奇 整数 p 成 立 ， 我 们 将 验证 (11.3) 对 
这 四 个 p 的 值 成 立 的 工作 留 给 读者 . 


因此 ， noc e (Z) =( gj A, 
通过 计算 (p* — 1)/8 (mod 2) WAR, 可见 在 p= £ 1 (mod 8) 时 有 (二 =1, 在 p= 


#3(mod 8) (Z) = -1 i " 
例 11.5 由 定理 11.6 可 见 


(Bl 
(£) = (3) = 60) = G3) = ( 

现在 我 们 给 出 一 个 计算 勒 让 德 符号 的 例子 
例 11.6 计算 (I7). 由 于 317=9(mod 11) ， 利 用 定理 11.4 中 的 ( i ) 可 得 


) = ($) =? : 


Ga 


is (S). 由 于 89= -2(mod 13) ， 我 们 有 
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(5) = (3) z (ss 
又 因为 13=1(mod 4), 由 定理 LL 5 知 (五 ) -1. 而 13= -3(mod8), 由 定理 11.6 mJ 
(5) -i ma. (8) - -1 ; 
在 下 一 节 中 ， 我 们 将 叙述 并 证 明 初等 数论 中 最 引人入胜 ， 最 富有 挑战 性 且 意 义 重大 的 结 


论 ， 即 二 次 互 反 律 ， 这 一 定理 将 (如) 与 ( 卫 ) 的 信 联 系 起 来 ,其 中 p Mg 是 奇 素数 ， 从 本 章 可 


以 看 出 ， Rol ORDINATEUR 从 计算 的 角度 来 看 ， 它 可 以 帮助 
我 们 计算 勒 让 德 符号 . 


模 平 方 根 


假设 n=pq， 其 中 p 和 g 是 不 同 的 奇 素数 ， 且 假设 同 余 方程 巡 = au(mod n) 有 解 x =x。， 其 
中 0<a<n 且 (ao，n) =1， 我 们 要 证 明 上 述 同 余 方 程 恰 有 四 个 模 n KARKR. HAZ, RN 
要 证 明 a 有 四 个 不 同 余 的 模 nn 平方 根 ， 为 此 , WE x, mx (mod p), 0— x, <p, HI x =x, (mod 
9) ,0 二 x, <4. WARTE x m a (mod p) 恰 有 两 个 不 同 余 的 模 p 解 ， 即 x=x, (mod p) fü x= 
PX4(mod p). 类 似 地 ， 同 余 方 程 x,=a(mod q) 恰 有 两 个 不 同 余 的 模 g 解 ， 即 %=x,(mod q) A 
X=g — x, (mod q). l 

由 中 国 剩余 定理 ， 同 佘 方程 和 =o(mod n) 恰 有 四 个 互 不 同 余 的 解 ; 这 四 个 不 同 余 的 解 是 
下 列 四 个 联 立 同 余 方 程 组 的 唯一 模 pg 解 : 


(i )x=x (mod p) Cl)x=x (mod p) 
xz x,(modg), xzq-x,(mod q), 
Cil) x 9p - x, ( mod p) (IV) x2 p - x, ( mod p) 
x= x, ( mod q), x=q -x%,(mod q). 


分 别 用 x 和 y RRM KR. ARGH) MC) RSA -yM TEM 
我 们 还 注意 到 ， 当 p=g=3(mod 4)if, [84x76 x =a(mod p) 5j x? =a(mod q) 的 解 分 别 


y ve = (mod p) Ier e ^ (mod q). HARABE, a9 = (2) =1(mod p), 


Hau Fa =1(mod q) (由 于 我 们 假设 同 余 方 程 **==a( mod pg) 有 解 ， 所 以 < 是 p 和 7 的 
二 次 剩余 )， 因 此 ， 


(gts 三 "C MS ga 0707 a ise 


a = a(mod p), 
且 


= a (9^? va = a(mod q). 


利用 中 国 剩余 定理 和 刚才 构造 的 显 式 解 ， 我 们 容易 求 出 同 余 方程 巡 = a (mod n) 的 四 个 不 
- 同 余 的 解 . 下 面 的 例子 说 明了 这 一 方法 . 


(a 9^ ) 2 ES PILLE 


二 次 剩余 301 


例 11.7 假设 我 们 事先 知道 rdi 
= 860( mod 11 021) 
Aff. 由 于 11021-2103 - 107, Wb UR HANK: 我 们 来 解 同 余 方 程 
x? = 860 = 36(mod 103) 


和 
x? = 860 = 4( mod 107). 
这 两 个 同 余 方程 的 解 分 别 是 
x = + 3609*0^ = +36% = + 6(mod 103) - 
和 


x a4 DA 4” = + 2(mod 107). 
利用 中 国 剩余 定理 我 们 得 到 ， 在 由 同 余 方程 组 x= +6(mod 103), x= +2(mod 107) 四 个 可 能 
的 符号 所 描述 的 四 个 同 余 方 程 组 的 解 是 x= £212, x 109(mod 11 021). < 


电子 抛 币 


二 次 剩余 一 个 有 趣 且 有 用 的 应 用 就 是 由 布 卢 姆 ( Blum) [ Bl182] 发 明 的 电子 “ 抛 币 "， 此 方法 
充分 利用 了 寻找 素数 所 需 时 间 TEPI RREA TEIN 的 长 度 差 ， 这 也 是 第 8 章 
所 讨论 的 RSA 密码 的 基础 . 

现在 ， 我 们 介绍 电子 扳 币 的 一 一 个 方法 . 人 deo 
取 了 两 个 不 同 的 大 素数 p 和 9g， 它 们 满足 p=g=3(mod 4)， 艾 丽 斯 将 整数 mn= pq Aia S dn. 
鲍 勃 随机 选取 一 个 小 于 了 工 正 整数 *， 并 将 满足 安 拓 a(mod n) 的 整数 a 发 送 给 艾 丽 斯 ， 其 中 
0-a-n. 艾 丽 斯 求 出 巡 =a(mod n) 的 四 个 解 ， 即 *，y，m -xz 和 -7Y， 然 后 将 这 四 个 解 中 的 
一 个 发 送 给 鲍 勃 ， 注 意 到 x y 2x, 0 (mod p) Hx & y&0(mod q) , SEITE (x +y, n) =g 和 
(x*(n-y), n) 2p. 于 是 ， 若 鲍 勃 收 到 7 S ny, 则 他 能 用 欧 几 里 德 算法 迅速 求 出 的 一 
素 因 子 ， 另 一 方面 ， 若 鲍 勃 收 到 的 是 x 或 m-x*， 则 他 无 法 在 合理 的 时 间 内 分 解 m 

于 是 ， 若 鲍 勃 能 分 解 上 则 他 就 赢得 了 抛 币 的 胜利 ， 否 则 艾 丽 斯 胜利 . 由 上 面 的 分 析 我 们 知 
道 ， 鲍 勃 收 到 能 使 他 快速 分 解 4 的 x* ma (mod n) 的 解 的 概率 ， 与 他 收 到 不 能 帮助 分 解 n 的 解 
的 概率 是 相同 的 ， 因 此 ， 这 个 抛 币 方案 是 公平 的 . 


11. 1 节 习 题 
1. 求 下 面 每 个 整数 的 所 有 二 次 剩余 . 

a)3 b)5 c)13 d)19 
2. 求 下 面 每 个 整数 的 所 有 二 次 剩余 . 

a)7 b)8 c)15 d)18 


W 


. 对 j=1, 2, 3, 4, 求 勒 让 德 符号 (L ILI 


ES 


. 对 j=1, 2, 3, 4, 5, 6, oti ERA S (Z) 的 值 
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9. 


10. 


* 15. 
- 证 明 : Pop 是 素数 且 p27, Wl p 总 有 两 个 差 为 3 的 二 次 剩余 . 
. 证 明 : Tia 是 素数 bp 的 二 KAR, W xà =a( mod p) 的 解 是 


19. 
20. 


- 计算 惑 让 德 符号 ( 1) anti 


a) 利 用 欧 拉 判别 法 ， b) 利 用 高 斯 引 理 . 


， 设 a。 和 4 是 不 被 素数 p 整除 的 整数 ,证明 a, 5 和 ab 这 三 个 整数 中 ， 或 者 有 一 个 是 p 的 二 次 剩余 ， 或 者 三 


个 都 是 p 的 二 次 剩余 . 


. 证 明 : 车 p 是 奇 素数 ， 则 


„Æ p = 18 3(mod 8); 
i] LiT U 


. 证 明 : DECRE n REDRA 


20 +1 2:541 2tg+l 2t& 41 2t, 


n = Pi p, "UPS Pra UPS, 


n pi P» D, 
人 
证 明 : 车 p 是 素数 且 p=3(mod 4); 则 [(p-1)/2]!=( -1)'(mod p), XF t Æp 的 非 二 次 的 剩余 中 小 于 
p/2 的 正 整 数 的 个 数 . 
证 明 : 若 正 整 数 6 不 被 索 数 p 整除 ， 则 


b 2b 3b)... [Uy . 
idea Los * ( p ) d 
. 设 p 是 素数 ，a 是 p 的 二 次 剩余 ， 证明， 车 p=1(mod 4), N -a wE p 的 二 次 剩余 ， 而 车 p=3(mod 4), 
则 -a 是 p 的 二 次 非 剩余 . 


且 9 是 不 整除 nn 的 素数 ， 则 


. 考虑 二 次 同 余 方程 ax? + bx +c=0(mod p)， 其 中 p ERK, a, b, < 是 整数 ， 并 且 p/ a. 
“a) 设 p=2， 确 定 哪些 二 次 同 余 方程 (mod 2) 有 和 解 . 


上 了 ) 设 p 是 奇 素数 ，d = 5? -4ac， 证 明 ， 同 余 方 程 ax. + bx +c=0(mod p) 等 价 于 同 余 方程 六 =d(mod p), X 
中 y=2ax + 6b， 从 而 推出 ， 若 d=0(mod p) ， 则 同 余 方程 仅 有 一 个 解 ; 若 d 是 p 的 二 次 剩余 ， 则 同 余 方程 有 
两 个 不 同 余 的 解 ; 车 d 是 p 的 二 次 非 剩 余 ， 则 同 余 方程 无 解 . 


. 求 下 列 同 余 方 程 的 所 有 解 . 


a)x x e 1 20(mod 7) 
b)z^ 5x * 150( mod 7) 
c)x^ 3x 4 1 50(mod 7) 


“证明; p 是 素数 且 p>, Wp 总 有 两 个 连续 的 二 次 剩余 ， (提示 : 先 证 明 2，5，10 中 至 少 有 一 个 是 p 的 


二 次 剩余 . ) 
证 明 : 若 p ERRE p7, Wp 总 有 两 个 差 为 2 的 二 次 剩余 . 


a)x= +a (modp),， 若 p= 4n *3; 
b)x= xa"''mü x2^*!'a "*'( mod p), Zi p-8n45. 


WP. Ep 是 素数 且 p =8n ed, r ÆR p HRR, M= +2(mod p) 的 解 由 下 式 给 出 : 


E xzxr(r^ * r')(mod p), 
其 中 ， 第 一 个 同 余 式 中 的 符号 + 与 第 二 个 同 余 式 括号 内 的 符号 寺 对 应 : 
RRD a =1 (mod 15) f BERE f 
求 同 余 方程 ^ 58 (mod 77) 的 所 有 解 . 
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21. READE x 2207 ( mod 1001) 的 所 有 解 . 

22. 设 p ERRA, e 是 正 整数 ，a 是 与 p 互 素 的 整数 ， 证 明 间 余 方 程 v =al(mod p) REIR, 或 者 有 两 个 不 
同 余 的 解 . i 

*23. 设 p 是 奇 素数 ，e EERS, a 是 与 p 互 素 的 整数 . 证明 同 余 方 程 , 巡 =a(mod P”…) 有 解 当 且 仅 当 同 余 方 
程 *”*=a( mod p') 有 解 ， 利 用 习题 22 推出 ,若是 p 的 二 次 非 剩 余 ， 则 同 余 方程 x sea (mod p' EH, fa 
为 忆 的 二 次 剩余 ， 则 有 两 个 不 同 余 的 解 . 


24. Wt ”是 奇数 . 利用 惑 让 德 符号 | 7) ， in [cs 求 出 同 余 方 程 巡 = a (mod n) 的 模 n 不 同 余 的 解 的 个 


数 ， 其 中 ，n 的 素 星 分 解 式 为 n=prp2…p". (提示 : 利用 习题 23. ) 
25. 求 下 列 同 余 方程 不 同 余 的 解 的 个 数 . 
a) x! 231( mod 75) b)x? 216( mod 105) 
c) x? =46( mod 231) d)x! 21156 ( mod 325375115 ) 
* 26. 证 明 同 余 方程 ”=a(mod 2) 或 者 无 解 ， 或 者 有 四 个 不 同 余 的 解 ， 其 中 e ERK, e23. (提示 : 利用 
( £x)! & (27! xx)! (mod 2*).) 
27. 证 明 有 无 穷 多 形 如 Ak +1 的 素数 . (提示 : 假设 所 有 这 样 的 素数 为 pl， Ps s Pe 令 N=4(pips*…p,) +1, 
利用 定理 11.5 证 明 NU ER p, Pos ros p, 外 的 形 如 4k+1 的 素 因 子 . ) 
* 28. 证 明 具 有 下 列 形式 的 素数 有 无 穷 多 . 
a)8k +3 b)8k +5 c)8k +7 
(提示 : 对 每 一 部 分 假设 仅 有 有 限 个 特定 形式 的 素数 po Po s Pao Xa), ZR N S (psp). +2, 
对 (b) ， 考 察 N=(pips…p,) ”+4， 对 (ce) ， 考 察 N=(4pip,…p,)*~2， 利 用 定理 11.5 及 定理 11.6 EIN 
ARR pis ，p,，…，p。 外 的 所 需 形 式 的 素 因 子 . ) 
29. 设 p 和 4 是 奇 素数 ， 且 p=qg=3(mod4)，a 是 mn=pd 的 二 次 剩余 .证明 a 的 四 个 不 同 余 的 模 pa 平方 根 中 恰 
有 一 个 是 n 的 二 次 剩余 . l 
30. 利用 原 根 与 指数 证 明定 理 11.3. 
31. 利用 原 根 与 指数 证 明定 理 11. 4. 
32. 设 p 是 奇 素数 . 证 明 p 的 二 次 非 镜 余 中 有 (p - 0/2 -6(p -1) 个 不 是 p 的 原 根 . 
*33. 设 p 和 g=2p+1 REFRA, EART g 的 二 次 非 剩余 2p 外 , q BU p -1 个 原 根 也 是 9 的 二 次 非 剩 余 . 
*34. 证 明 : 若 p 和 g=4p+1 都 是 奇 素数 ,a 为 g 的 二 次 非 剩 余 ， 且 满足 ord,az4， 则 a 是 gq 的 原 根 . 
* 35. 证 明 素 数 p 为 费 马 素 数 当 且 仅 当 P 的 二 次 非 剩 余 均 为 P 的 原 根 . 
*36. 证 明 费 马 数 F, =2”+1 HRAT p VAER kel. (提示 : 证 明 ord,2 =2"”， 然后 利用 定理 11. 6 证 明 
20702 =1(mod p), Hth 2° | (p- 72.) 
*37. a) E: 若 素数 p 形 如 45+3， 且 9=2p+1 是 素数 ， 则 4 整除 梅森 数 Mi -2^ -1. (提示 : 考虑 勒 让 德 符号 


b) 由 (a) 证 明 23 | Mi, 47 | M4, 503 | MA... 
x38. 证 明 : 若 是正 整数 ，2n 1 是 素数 ， 且 若 n=0 或 3(mod 4), 则 2n +1 整除 梅森 数 玫 =2" -1, B n= 


1 或 2(mod 4), M 2n +1 Æ M, +2=2"+1. (38: 考虑 勒 让 德 符号 (二 ; ) 并 利用 定理 n 5.) 


39. 证 明 : 若 p 是 奇 素数 ， 则 梅森 数 M, 的 每 个 素 因子 9 必 形 如 4 =8k+1， 其 中 是 正 整数 ，( 提 示 : 利用 习题 
38.) 
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40. 
* 4]. 


* 42. 


43. 
* 44. 
* 45. 
* 46. 
* 47. 

48. 
* 49. 


50. 


* 51. 


* 52. 


说 明 如 何 用 习题 39 和 定理 7. 12 来 证 明 M, ERK. 
证 明 : 车 p 是 奇 素数 ， 则 


$9) 


(提示 首先 证 明 (52) = (全 二] ,其中 j 是 j 的 模 p 省 .) 

设 是 奇 素数 ， 在 小 于 p 的 连续 下 整数 对 的 集合 中 ， 令 (RR) (RN), ，( NR) ，( NN) 分 别 代 表 二 次 剩余 的 
对 的 个 数 、 二 次 剩余 后 接 二 次 非 利 余 的 对 的 个 数 、 二 次 非 剩余 后 接 二 次 剩余 的 对 的 个 数 、 二 次 非 剩余 的 对 
的 个 数 

a) 证 明 


(RR) + (RN) = d -2-(-1)*?^) 
(NR) + (NN) = (Pp -2+(-1) "02) 
(RR) + (NR) = 二 (p -1) 2] 


(RN) + (NN) = io -1). 


b) 利 用 习题 41 证 明 


> (Un 2) = (RR) + (NN) - (RN) - (NR) = - I. 


j- 


c) Bi (a) F(b), R(RR), (RN), (NR), (NN). 

利用 定理 9. 16 证 明定 理 11. 1. 

设 和 9 第 奇 素数 ， 证明: 车 g=4p+1; 则 2 是 9 的 原 根 . 

设 p 和 9g 是 奇 素数 . 证 明 : 若 p 形 如 4#+1,， 且 9=2p+1, 则 2 是 9 的 原 根 : 

设 P 和 9 是 奇 素数 ， 证明: 若 p 形 如 44-1, 且 g=2p+1, 则 -2 是 9 的 原 根 . 

设 p 和 9g 是 奇 素数 . 证明: 车 g=2p +1， 则 -4 为 g 的 原 根 . 

求 同 余 方程 x” =482( mod 2773) 的 解 ( 注 意 ，2773 247 . 59). 

在 此 习题 中 ,我 们 给 出 一 种 将 拉 宾 密码 系统 加 密 过 的 消息 解密 的 方法 ， 回 忆 一 下 ， 在 拉 宾 密码 中 ， 密 文 分 

组 C 与 相应 的 明文 分 组 P 的 关系 为 C=P(P+26) (mod n)， 其 中 由 =pg，p 和 g 是 两 个 不 同 的 奇 素数 ,6b 是 

小 于 的 正 整数 . 

a)UEB] C cam (P «2b)' (mod n), 其 中 ; ae (25)! (mod n), 2 Æ 2 BIS n ili. 

b) 利 用 课文 中 求解 同 余 方 程 ^ e a( mod n) 的 方法 以 及 (a) 的 结论 ， 说 明 如 何 根据 密 文 分 组 C 求 出 相应 明文 
分 组 尸 的 方法 ， 解释 为 什么 会 有 四 种 可 能 的 明文 消息 . (这 种 歧义 是 拉 宾 密码 的 缺陷 . ) 

c) XH RI b =3 nz47- 59 =2773 的 拉 宾 密码 系统 加 密 过 的 密 文 1819 0459 0803 进行 解密 . 

设 p 是 奇 素数 ，C 是 明文 P 取 次 数 为 e、 模 为 p 的 模 取 需 所 得 的 密 文 ， 即 C= P pami 其 中 0<C<n， 

(e, p-1) 21. 证 明 C 是 p 的 二 次 剩余 当 且 仅 当 PP 是 p 的 二 次 剩余 . 

a) 证 明 在 电子 扑克 游戏 (参见 8.6 节 ) 中 ， 第 二 个 选手 只 要 注意 到 哪些 牌 的 数字 是 模 p HOKAR, RER 
得 优势 . (提示 : 利用 习题 50. ) 

b) 证 明 : 车 牌 的 数字 乘 以 一 个 二 次 非 剩 余 变 为 二 次 非 剩 余 ， 则 (a) 中 第 二 个 选手 的 优势 就 会 丧失 . 

设 在 一 个 散 列 分 配 文件 方案 中 ， 用 于 解决 冲突 的 探测 序列 是 名 (K) S A(K) + aj bf (mod m), B RACK) 

是 一 个 散 列 函 数 ，m 是 正 整 数 ，a 和 5b 是 整数 ， 且 (5; m) =1， 证 明 只 有 一 半 的 文件 地 址 能 被 探测 到 ， 这 
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被 称 为 二 次 搜寻 . 

车 x,，y,，x+y 均 为 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 称 x，y 构成 模 p 的 二 次 剩余 链 . 
53. 求 模 11 的 二 次 剩余 链 x. y, x y. 
54. 存在 模 7 的 二 次 剩余 链 吗 ? 


11. 1 节 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 


1521 . 222 344 6 818 811 
L 求 下 列 勒 让 德 符号 i 
求 下 列 勒 让 德 符 号 的 值 : [ron (5 a ol (or coit] 


2. 证 明 对 素数 p =30 059 924 764 123 有 (二 | = -1， 其 中 g 为 满足 2 二 g 二 181 的 素数 . 


3. 设 n 是 正 整数 ， 称 整数 x; ，x,，…， x, 的 集合 为 二 次 剩余 链 ， 若 这 些 数 的 连续 子 集 的 和 均 为 二 次 剩余 证明 
1, 4, 45, 94, 261, 310, 344, 387, 393, 394, 456 构成 模 631 的 二 次 剩余 链 . (注意 : 共 需 检验 66 个 值 . ) 

4. 求 出 每 个 小 于 1000 的 素数 的 最 小 二 次 非 剩 余 . 

5， 随 机 选取 100 个 大 于 100 000 小 于 1000 000 的 素数 ， 和 100 个 大 于 .100 000 000 小 于 1 000 000 000 的 素数 ， 
求 出 它们 的 最 小 二 次 非 剩余 ， 根 据 所 得 数据 ， 你 能 提出 什么 猜想 吗 ? 

6， 利 用 数值 结果 ， 确 定 对 哪些 奇 素数 p, p 的 满足 1<as(p -1)/2 的 二 "me a EE (p e1)/2&asp-1 
的 多 . 

7. 设 p 是 满足 p=3(mod 4) 的 素数 .已 经 证 明了 若是 p 的 连续 二 次 剩余 的 最 大 数目 ，N 为 p 的 连续 二 KEM 
余 的 最 大 数目 ， 则 R=N </p， 验 证 这 一 结论 对 小 于 1000 的 此 类 型 的 所 有 素数 都 成 立 . 

8. Wb p 是 满足 p=1(mod 4) 的 素数 ， 人们 猜想 , 若 W 是 疡 的 连续 二 次 非 剩 余 的 最 大 数目 ， 则 当 充分 大 时 有 
N</p， 找 出 此 猜想 成 立 的 证 据 ， 对 哪些 较 小 的 素数 此 不 等 式 不 成 立 ? 

9. 求 出 4609 126 的 四 个 模 14 438 821 2 4003 - 3607 平方 根 . 

10. 求 出 11 535 的 模 142 661 平方 根 、 哪 个 是 142 661 的 二 次 剩余 ? 

程序 设计 

用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

1. 利用 欧 拉 判 别 法 计算 勒 让 德 符号 ， 

2. 利用 高 斯 引 理 计算 勒 让 德 符号 . 

3. 给 定 一 个 正 整 数 n， 它 是 两 个 模 4 同 余 于 3 的 不 同 素数 的 乘积 ， 求 ^ 的 最 小 正 剩余 的 四 个 平方 根 ， 其 中 % 
是 与 n 互 素 的 整数 . 

*4. 利用 本 节 描 述 的 方法 进行 电子 掷 币 . 
«x 5, 将 由 拉 宾 密码 系统 加 密 过 的 消息 解密 (参见 习题 49). 


11.2 二 次 互 反 律 


M 8 4 是 不 同 的 奇 素数 . 再 假设 已 经 知道 q 是 否 为 p 的 二 次 剩余 ， 我 们 能 知道 p 是 否 为 

次 剩余 吗 ? 18 世纪 中 叶 ， 欧 拉 就 得 到 了 此 问题 的 答案 .他 通过 大 量 的 例证 得 到 了 问题 的 

但 是 并 没有 证 明 他 的 答案 是 正确 的 .后 来 ， 勒 让 德 在 1785 年 用 现代 而 优美 的 形式 将 欧 
拉 的 答案 重 述 为 一 个 定理 ， 即 二 次 互 反 律 ， 此 定理 告诉 我 们 ， 只 要 知道 *” =p(mod 4) 是 否 有 
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解 ， 就 能 判定 x^ — q( mod p) ETAR. 
定理 11.7 (二 次 互 反 律 ) 设 p 和 g 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 


(E) «cur 

勒 让 德 发 表 了 几 个 对 这 一 定理 的 证 明 ， 但 他 的 每 个 证 明 都 存在 严重 的 缺陷 ， 高 斯 给 出 了 第 一 
个 正确 的 证 明 ， 他 称 自己 在 18 岁 时 重新 发 现 了 这 一 结果 .高 斯 花费 了 许多 的 精力 来 找 这 一 定理 
的 证 明 ， 他 曾 写 到 “一 整 年 来 ， 这 个 定理 折磨 着 我 ， 使 我 做 出 最 大 的 努力 ， 直 到 最 后 得 到 证 明 .” 

自从 高 斯 在 1796 年 得 到 第 一 个 证 明 后 ， 他 继续 寻求 证 明 此 定理 的 不 同方 法 ， 他 至 少 给 出 
了 二 次 互 反 律 的 六 个 证 明 ， 他 寻求 更 多 证 明 的 目的 是 找到 一 种 可 以 推广 到 更 高 次 寡 的 方法 ， 特 
别 地 ， 他 对 素数 的 三 次 或 四 次 剩余 很 感 兴趣 ; 也 就 是 说 ， 他 的 兴趣 在 于 ， 在 给 定 素数 p 和 不 被 
p 整除 的 整数 a 时 ， 决 定 同 余 方程 — a( mod p) fl x^ S a( mod p) 何 时 有 人 解 .. 随 着 第 六 个 证 明 的 
发 现 ， 高 斯 终于 到 达 了 他 的 目的 ， 因 为 这 一 证 明 可 以 推广 到 高 次 寡 的 情形 . (有 关 高 斯 的 证 明 
和 对 高 次 震 的 推广 的 更 多 信息 ， 参 见 [ FTR091] 、[ Go98] 和 [Le00]. ) 

寻求 新 的 证 明 方法 并 没有 终止 于 高 斯 ， 柯 西 、 戴 德 金 、 狄 利克 雷 、 克 罗 内 克 和 埃 森 斯 坦 等 
著名 数学 家 都 给 出 了 二 次 互 反 律 的 原创 性 证 明 ， 在 1921 年 有 人 数 出 二 次 互 反 律 已 有 56 个 不 同 
的 证 明 ; 在 1963 4E, M - 格 斯 滕 哈 勃 ( Gerstenhaber) [ Ge63] 的 一 篇 文章 给 出 了 二 次 互 反 律 的 第 
152 个 证 明 . 在 2000 Æ, BX: - 菜 默 梅 尔 (Franz Lemmermeyer) [ Le00 ] 编纂 了 二 次 互 反 律 的 
192 个 证 明 的 一 个 列表 ， 注 明了 每 个 证 明 的 年 份 、 证 明 者 和 证 明 方法 .， 莱 默 梅 尔 在 网 络 上 保存 
着 此 列表 的 最 新 版 本 ，2004 年 早 些 时 候 列 表 上 已 有 207 个 证 明 . 根据 他 的 列表 ， 格 斯 滕 哈 懿 
的 证 明 是 第 153 个 ，2000 年 之 后 有 8 个 证 明 . 一 个 有 趣 的 问题 是 ， 人 们 会 不 会 以 每 年 一 个 的 速 
度 给 出 新 的 证 明 ? (38 207 个 证 明 的 梗概 可 参见 习题 17. ) 

尽管 二 次 互 反 律 的 很 多 证 明 是 类 似 的 ， 但 它们 所 包含 的 方法 出 人 意料 的 多 . 这些 方 法 所 蕴 
涵 的 思想 可 能 会 很 有 意义 ， 例 如 ， 高 斯 的 第 一 个 证 明 很 复杂 ， 运 用 了 数学 归纳 法 ， 这 一 证 明 在 
多 于 175 年 的 时 间 内 很 少 引 起 人 们 的 兴趣 ， 直 到 20 世纪 70 年 代 它 的 思想 被 用 于 代数 学 的 一 个 
高 等 领域 kK- 理论 中 的 计算 . 

我 们 之 前 所 陈述 和 证 明 的 二 次 互 反 律 不 同 于 欧 拉 当初 猜想 的 结论 ， 下 面 版 本 的 结论 等 价 于 
定理 11.7 所 述 的 版 本 ， 欧 拉 基 于 计算 很 多 特例 的 结果 得 出 了 这 一 版 本 的 结论 . 

定理 11.8 p 是 奇 素数 ，a 是 不 被 p 整除 的 整数 . 若 g 是 素数 ， 且 p= +g(mod4c)， 则 


一 版 本 的 二 次 互 反 律 说 明 ， 勒 让 德 符号 (7) 的 取 值 只 1 依赖 于 p 的 模 4o 剩余 类 ， 且 对 补 
4a 除 所 得 余数 为 + 或 4a -7 的 所 有 素数 p 取 值 都 相同 . | 
二 次 互 反 律 的 这 一 形式 与 定理 11.7 的 等 价 性 的 证 明 ， 留 作 习 题 10 和 11， 请 读者 在 习题 
12 中 用 高 斯 引 理 直 接 证 明 这 一 形式 的 二 次 互 反 律 . 
在 证 明 二 次 互 反 律 之 前 ,我们 先 讨论 它 的 一 些 推论 ， 以 及 如 何 用 它 来 计算 勒 让 德 符号 ， 首 先 
注意 到 ， 当 Ps=1(mod 4) 时 2 了 是 偶数 ， 当 p=3( mod 4) 时 2 是 奇数 ， 可 见 车 p=1(mod 4) s 
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qi (mod 4) MP 4 是 偶数 ， 若 p=4=3(mod 4) P. 4 了 是 奇数 ， 于 是 ， 


pu. 1,2; p & 1(mod 4) zx q = 1(mod 4); 
(ad Me S eu : E 


因为 (去 ) s (2) 的 取 值 只 能 是 =1， 所 以 


es 


| 
- F E PLC 
这 意味 着 ， 若 和 4 是 奇 素数 ， 则 (2)= (f ) o RIE p RI o 都 模 4 同 余 于 3， 才 有 { 到) = 
is 
17 


例 11.8 ip-13Hq-17. 因为 p=g=1(mod4)， Bokant (i) = (12). 由 定 


JE p 三 1(mod 4) 3 q = 1(mod 4); 


sias mE) = ($). suma mais (£) = (55) =1 综合 这 些 等 式 


13 
m. (2) =1 | D 
例 11.9 Wp-7Hq-19. 因为 p=g=3(mod 4), 由 二 次 互 反 律 知 (证 ) = - (7). 
由 定理 11.4 的 ( i) 知 (再 ) = (3). sauer sit, dise mod 4) 和 7=3(mod 4), 
s(i)-(f) 而 由 定理 11.4 的 ( 让) 和 定理 11.6 um (于 ) = (3) - -1， 因此 ， 
P =1. NN 


我 们 可 以 利用 二 次 互 反 律 、 定 理 11.4 和 定理 11. 6 来 计算 勒 让 德 符号 ， 不 幸 的 是 ， 这 样 计 
算 勒 让 德 符号 时 必须 进行 素 因 子 分 解 . 


fi 11. 10 计算 (nds) (注意 ，1009 是 素数 )， 有 分 解 式 713 -23 ， 31， 所 以 由 定理 11.4 


1009 
C), € 
lols ("oos ) oelle] 
我 们 用 二 次 互 反 律 来 计算 等 式 右 端的 两 个 勒 让 德 符号 . 由 于 1009=1(mod 4), ， 可 见 
l 23 | _ (1009 31 、_ 1009 
fio] i bx 23 ) is] En ar 31 ) 
利用 定理 11.4 89i), dH 


(党 )- BEP) - (0) 
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再 根据 定理 11.4 的 (让 ) 和 (证 ) ， 有 
全 人 
二 次 互 反 律 、 定 理 11.4 的 ( i ) 和 定理 11.6 告诉 我 们 ， 


i E) G3) 


Af. (T005) = - 


类 似 地 ， 利 用 二 次 互 反 律 、 定 理 11.4 的 ( i ) 和 定理 11.6， 可 求 得 
0) G * (9) - GG - 8) - (2) - (3) 
(3) 0) 8) n 
xm， [gis] - 


713 


因此 ， 人 


) =(-D(-D 21. 4 


二 次 互 反 律 的 一 个 证 明 


下 面 引 入 二 次 互 反 律 的 一 个 证 明 ， 它 最 初 由 马克 斯 * 艾 森 斯 坦 (Max Eisenstein) 给 出 ， 此 
证 明 简化 了 高 斯 所 给 的 第 三 个 证 明 .， 下 述 艾 森 斯 坦 的 引 理 使 得 这 一 简化 成 为 可 能 , 它 将 二 KE 
反 律 的 证 明 转 化 为 对 三 角形 中 格 点 的 计数 . 
引 理 11. 3 设 是 奇 素数 ，a 是 不 被 尸 整除 的 奇数 ， 则 
| = (e1y m 
其 中 ， 
: (p-1)/2 
T(a,p) = » [ja/p]. | 
WEB) EE a, 2a, - Eom 的 最 小 正 剩 余 ; Bu, w, c0, u, 是 那些 大 于 
p/2 WEAR, vi, vo, n, ov, 是 那些 小 于 p/2 的 剩余 ， 由 带 余 除法 知 
je = plja/p] + 余数， 
Erb, RAE u 3X v, 中 的 一 个 .将 (p - 10/2 个 这 样 的 等 式 相 加 ， 得 


(p-1)72 (p-1)72 t 
2 ja = à plja/p] + Z. + » ) (11. 4) 
ERRIABHMUENIERP RHENUS "TR p-u, Ut, poU, Vis UV, tn. V, 
按 某 一 次 序 恰好 就 是 整数 1, …，(p ~1)/2， 因 此 ,将 这 些 整数 加 起 来 得 到 
o- ny 


30-304  doxucio is (11. 5) 
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费迪南德 . Xd Xd. 马克 斯 3SLRHEIB (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 
1823—1852) 一 生 饱 受 疾患 之 苦 ， 在 返回 德国 之 前 ， 他 及 家 人 曾 移 居 英 格 兰 、 爱 尔 兰 


和 威尔士 ， 在 爱尔兰 ， 艾 森 斯 坦 拜 见 了 威廉 . 罗 文 .哈密 顿 (William Rowan Hamil- 


ton) HE. 哈密 顿 给 了 他 一 份 关 于 五 次 方程 无 根 式 解 的 论文 ， 这 激 起 了 他 对 数学 的 
兴趣 .1843 年 ， 也 就 是 他 20 岁 时 ， 父 森 斯 坦 回 到 德国 进入 柏林 大 学 学 习 . 
进入 大 学 之 后 不 久 ， 艾 森 斯 坦 就 得 出 一 些 新 的 结论 ， 数 学 界 为 之 震惊 .1844 ^F, 


区 森 斯 坦 在 哥 廷 根 会 见 高 斯 ， 他 们 一 起 探讨 了 三 次 互 反 律 . 高 斯 对 父 森 斯 坦 印 象 极为 深刻 ， 曾 试 图 为 
他 取得 经 济 资助 .高 斯 曾 致 信 探 险 家 、 科 学 家 亚历山大 冯 … 洪 堡 ( Alexander von Humboldt), fj 3t 
森 斯 坦 “是 上 天 赐予 的 每 个 世纪 仅 有 的 几 个 天 才 之 一 . ” 艾 森 斯 坦 是 一 位 非常 多 产 的 数学 家 ，1844 年 ， 
他 在 《Crelle’ s Journal) W% 27 卷发 表 论文 16 篇 之 多 .在 大 学 的 第 三 个 学 期 ， 他 被 布雷 斯 劳 大 学 授予 
名 誉 博士 学 位 ， 艾 森 斯 坦 被 柏林 大 学 聘 为 无 薪 讲 师 ; 但 在 1847 年 之 后 ， 艾 森 斯 坦 的 健康 状况 急剧 恶化 ， 
不 得 不 常年 卧床 ， 然而， 他 的 数学 创造 依然 不 减 ， 在 西西 里 休养 了 一 年 后 ， 艾 森 斯 坦 的 病情 并 未 好 转 ， 
他 返回 德国 ， 并 于 29 岁 卒 于 肺结核 .数学 家 们 认为 他 的 英 年 早 逝 是 极 大 的 损失 . 


(11.4) 减 去 (11.5) ， 得 到 


或 等 价 地 有 


(p-1)72 (p-1)72 (p-1)/2 s 


moe 24s 2, plap] -ps +29 w, 
j= j= j= j= 


(p-1)72 s 
(a-1) Y, j - pT(a,p) -ps +2 Ý u, 
j=1 j=1 


(p-1)/2 


这 是 因为 7(a, p) = Y, [ja/p] .将 上 面 的 等 式 模 2， 由 于 p 和 a 是 奇数 ， 所 以 得 


于 是 ， 


ji 


0 2 T(a,p) - s( mod 2). 


T(a,p) = s(mod 2). 


为 完成 证 明 ， 我 们 注意 到 ， 由 高 斯 引 理 有 


($) = 


因而 ,由 ( -1)=(-1)” ”可知 


a 


尽管 引 理 11.3 最 初 是 用 于 证 明 二 次 互 反 律 的 一 个 工具 ， 它 也 可 以 用 来 计算 蔓 让 德 符号 
例 11.11 为 用 引 理 11. 3 计算 (让)】， 我们 计算 和 


Yu 


[7/11] + [14/11] + [21/11] + [28/11] + [35/11] 


=0+1+1+2+3 =7. 
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xit, ARE (T), RIEA 


Y ug) = [11/7] +[22/7] + [33/7] =1 +3 +4 =8, 
j=1 : 


所 以 ， (F) =( -07=1 ue -* oa 

在 证 明 二 次 互 反 律 之 前 ,我 们 先 用 一 个 例子 展示 证 明 的 方法 . 

设 p=7， q-11. 我 们 考虑 满足 1<x(7-1)/2=3 和 1<y<(11 -1)/2 =5 的 整数 对 
(x,y) ， 共 有 15 个 .我 们 注意 到 其 中 的 任何 一 对 都 不 满足 11x =7y， 因 为 由 11x =7y 可 知 
11 17y， 于 是 或 者 11 |7， 这 是 不 正确 的 ,或 者 11 |y 由 1<y<5 知 这 也 是 不 可 能 的 . 

根据 11x 与 7y 的 相对 大 小 ， 我 们 将 这 15 对 整数 分 成 两 组 ， 如 图 11. 1 所 示 . 


y-llx/7 


图 11. 1 通过 计数 格 点 确定 (二) (E) 


满足 1<x<3、1<y<5 和 11x>77 的 整数 对 (x，y)， 恰 为 满足 1<x<3 和 1<y<11x/7 
的 那些 整数 对 ， 对 使 得 1<x<3 的 固定 整数 x，y 只 有 [11x/7] 个 允许 值 ， 从 而 ,满足 1<x<3、 
1<y<5 和 11x > 77 的 整数 对 的 总 个 数 为 


3 


Y yz] = [11/7] + [2277] + [337] 2143 +4 = 8; 


ETEA Dus); 2) 95:5 (5 1 05:2) 0035 3987 O05 

满足 1<xs<3、1<y<5 11x <7y 的 整数 对 (*，y) ， 恰 为 满足 1 和 ys<5 和 1<x<7y/11 
的 整数 对 ， 对 使 得 1<y<5 的 固定 整数 y，x 只 有 [7y/11] 个 允许 值 ， 从 而 , 满足 1<%x<3, 1< 
ys5 fü Ma — 7y 的 整数 对 的 总 个 数 为 : 


Y Uni] = (7/11] + [14/11] + [21/11] + 28/11] + [35/11] 


=0+1+1+2+3 =7; 
它们 是 (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 5). 
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ee m RE wn «Xuan 2847. 
因此 ， i 
Cp p q- poir 
TE ED 

asta i.a (B) = (o 和 ( 卫 ) = c-nÀ0, ax(L)(2)-«co 7. 

这 样 就 得 到 了 二 次 互 反 律 在 了 =7 和 9 = 11 时 的 特殊 情形 

现在 ， 我 们 运用 上 述 例子 中 的 思想 来 证 明 二 次 互 反 律 

证 明 考虑 满足 1<x<(P-1)/2 和 1<y<(P-1)72 WER C, y), RAR 
个 ， 根 据 px 与 ay 的 相对 大 小 ， 我 们 将 这 些 整数 对 分 成 两 组 ， 如 图 11. 2 所 示 . 


(0, (g-1)/2) ((p-12/2, (gq-1)12) 


(q-D2 
> [wy 全 个 格 点 
Jl 

(p-D2 


È [g 僻 个 格 点 
j=l 


(0,0) 155 
图 11.2 通过 计数 格 点 确定 { 二 ) (2) 


首先 ， 注 意 到 对 所 有 这 些 整数 对 都 有 apy AAEH gx =py， 则 9 | py， 由 此 推出 4|P 
或 g|y， 由 p 和 9g ERARA glp, 由 1<y<(g9-1)/2 知 g4y. 

为 计算 满足 1<x<(p-1) 及 、1<y<(g -1)/2 和 qz > 上 的 整数 对 ， 我 们 注意 到 这 些 整数 
对 恰好 是 满足 1<x<(p-1)/2 和 1<y<gx/p 的 整数 对 ， 对 满足 1<x<(P-1)72 的 固定 整数 
x， 有 [gx/p] 个 y 满 足 1<y<gqx/p， 因 此 ， Es S E 

(p -1)/2 

的 整数 对 的 总 数 为 2 [gi/p]. 

现在 考虑 满足 1<x< (p -1)/2、 1<y<(g-1)/2 fll qx « py 的 整数 对 (x，7Y). 这 些 整数 
对 恰好 是 满足 1<ys<s(g-1) 和 和 1<x<py/d 的 整数 对 . 因此， 对 满足 1 和 7 和 (94-1)72 的 固 
定 整数 y, 怡 有 [py/g] 个 x 满足 1<x<py/qg， 这 说 明 满 足 1<x<(p-1)/2、1<y<(g-1)/2 


(q-1)72 


fll qx < py 的 整数 对 的 总 数 为 2 [pj/4]. 
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将 上 述 两 类 整数 对 的 总 数 加 起 来 ， 并 注意 到 一 共有 2 了 + 4 了 对， 可 见 
(p-1)72 (g-1)/2 


> ls p aae E 


或 用 引 理 11. 3 的 记号 ， 有 
T(q,p) * T(p,q) = ^I M iss 


2 
因此 ， | 
(5 1) en «Ton Bs 1)» (- 1) re s pe 
由 引 理 11.2 可 知 ( - 1) "0? = (L) -10 = (2). 因此 ， 
p q 
ERES | esed roe 
这 就 推出 了 二 次 互 反 律 . 


二 次 互 反 律 有 许多 应 用 ， 其 中 一 个 就 是 用 来 证 明 下 面 的 费 马 数 素性 检验 法 . 
定理 11.9( 佩 潘 检 验 法 ) LKF, -2" «1 是 素数 当 且 仅 当 
3/0707 = — 1(mod F,). 
证 明 首先 证 明 ， 若 定理 中 的 同 余 式 成 立 ， 则 F, 是 素数 ， 假 设 
3 (070? = — 1( mod F, ). 
两 边 平 方 ， 得 


37a! = — 1 (mod Fa). 
由 此 同 余 式 可 见 ， 若 p 是 整除 F, 的 素数 ， 则 
3". m - 1(mod p), 


从 而 
ord,3 | (F, - 1) = 2". 
因此 ，ord,3 475 2 AARE Wi gi 377 77^ -1(mod FF,) 有 
ord,3 /27^ = (F, - 1)72. : 
从 而 只 可 能 有 ord,3 22" =F, -1. Bi ord3 =F, -1&p-1 Hp | F,, 所 以 p=F,,， 即 是 
素数 . 
反 过 来 ， 若 FQ-2U +1 是 雪 数 ，m 之 1， 则 由 二 次 互 反 律 知 


CE = a ga ii 


这 是 因为 F,=1(mod 4) H. F, 22(mod 3). 
现在 ， 由 欧 拉 判 别 法 可 知 i 


(>) = 3787? mod Fp). MET E 


m 
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根据 关于 (S) 的 式 (11.6) 和 (11.7) ， 我 们 推出 


307^ = 1 ( mod F, ). 

证 毕 . 8 a ; u 

8/1112 ibm-2. Mp F,-2/^ «1-17, H 

37702 2 3* =- 1 ( mod 17). 

由 佩 潘 检验 法 ，F, =2”+1 =17 是 素数 . 

设 m=5， 则 =2”+1=2”+1=4294967297.， 注意 到 

3(5-02 = 3?! = 3214649368 = 10 324 303 关 - 1(mod 4 294 967 297). 

由 佩 潘 检 验 法 可 见 F, 不 是 素数 . | | 4 


11.2 152] 81 
1. 计算 下 列 勒 让 德 符号 . 


o($) "() olm) (m) (m) — 05) 
2. 利用 二 次 互 反 律 证 明 ， 若 p 是 奇 素数 ， 则 
31. 1,2 p = + 1 (mod 12) ; 
(7) z aec 12). 
3. 证 明 : Ep 是 奇 素数 ， 则 
(=) «T 1,25 p = 1(mod 6); 
p - 1,2; p — - 1(mod 6). 
4. 找 出 一 个 描述 以 5 为 二 次 剩余 的 所 有 素数 p HARR. 
5. 找 出 一 个 描述 以 7 为 二 次 剩余 的 所 有 素数 p HARR. 
6， 证 明 有 无 穷 多 形 如 5k+4 的 素数 . (提示 : n HERR, 令 Q=5(n!1)”-1. EA AKF n 的 形 如 5k+4 


的 素 因子 ， 为 此 ， 利 用 二 次 互 反 律 证 明 ， 若 素数 整除 0, I (I) =D) 


7. 利用 佩 潘 检验 法 证 明 下 列 费 马 数 为 素数 . 
a)F, =5 b)F, 2257 c) F, 265 537 
x 8. 利用 佩 潘 检验 法 证 明 3 是 每 个 费 马 素数 的 原 根 . 
«9. 在 此 习题 中 ， 我 们 给 出 二 次 互 反 律 的 另 一 个 证 明 . 设 P 和 4 是 不 同 的 奇 素数 ， 肥 是 以 0-(0, 0), A=(p/ 
2, 0), B=(g/2, 0) 和 C=(p/2，g/2) 为 顶点 的 和 矩形， 如 下 图 所 示 . 
B(g/2,0 C Cg/2,912) 


o (0,00 ^. —A(Gn,0 


a) 证 明和 矩形 R 中 格 点 (以 整数 为 坐标 的 点 ) 的 数目 为 8 * E, 


10. 


11. 
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b) EREE OM C 的 对 角 线 上 无 格 点 . "T 
G-D2. 

c) 证 明 以 0，A，C 为 顶点 的 三 角形 中 格 点 的 数目 为 à Dv. 
(9-072 


da) EA O, B, C 为 顶点 的 三 角形 中 格 点 的 数目 为 à, U^]. 
e) fl Ca), (b), Ce) 和 (d) 推出 


(p-1)72 (2-1)72 


Y, Us/pl + 2 Up/4] EL. 


j=1 


利用 此 等 式 和 引 理 11. 2 推出 二 次 互 反 律 . 
习题 10 和 习题 11 要 证 明 二 次 互 反 律 的 欧 拉 形式 (定理 11.8) 与 定理 11.7 所 给 的 形式 是 等 价 的 . 

证 明 二 次 互 反 律 的 欧 拉 形式 〈 即 定理 11.8) 蕴涵 定理 11.7 所 给 二 次 互 反 律 的 形式 ，( 提 示 : 分 别 考虑 p= 
q( mod 4) 和 p 去 g(mod 4) 的 情形 . ) 

证 明定 理 11.7 所 给 二 次 互 反 律 的 形式 蕴涵 二 次 互 反 律 的 欧 拉 形式 ， 即 定理 11. 8，( 提示: 先 考虑 o =2 和 
a 是 奇 素数 的 情形 ， 再 考虑 a 为 合 数 的 情形 . ) 


“利用 高 斯 引 再 证 明 二 次 互 反 律 的 欧 拉 形式 ， 即 定理 11. 8，( 提示: 证 明 为 求 ( -4 ] ， 我 们 只 需求 出 请 足 菜 


个 不 等 式 (2: -1) (p/2a) &«k&t(p/a), t=1，2,，…，2w -1， 的 整数 的 个 数 ， 其 中 ， 若 a 是 偶数 则 u= 
a/2， 若 a 是 奇数 则 w= (a -1)/2， 然后， 取 p =4am «r, 0<r<4a, 证 明 求 满足 上 述 某 个 不 等 式 的 6 的 个 
数 ， 与 求 满足 某 个 不 等 式 (24 - 1) r2a& btr/a (121, 2, =, 2u-1) 的 整数 的 个 数 一 致 证 明 这 个 
数目 只 依赖 于 r， 然 后 ， 用 4a -7+ 代替 +r， 重复 最 后 一 步 . ) 

习题 13 要 求 读者 完成 最 初 由 艾 森 斯 坦 给 出 的 二 次 互 反 律 的 证 明 的 细节 ， 此 证 明 要 求 读者 对 复数 较为 熟悉 . 


„EC =l, Kpn BERR, WKAR Hn 次 单位 根 ， 若 是 使 得 "=1 成 立 的 最 小 正 整数 ， 则 称 : n 


次 本 原单 位 根 ， 回 忆 e" =1. 

a) 证 明 : 若 整 数 满 足 0<hk<n~1， 则 e*"”* 是 单位 根 ， 它 是 本 原 的 当 且 仅 当 (k, n) =1. 

b) 证 明 : 若 Z 是 n 次 单位 根 且 me l(mod n), J£" = BER, 若 ¢ 是 n 次 本 原单 位 根 且 2" i, M m= 
Il( mod n). | 

c)5E X. f(z) =e" -e7 -2isin(2mz). WH, f(z 1) 2f(z), f( -z) = -f(z),， 且 Az) 的 所 有 实 零点 是 
n/2， 其 中 是 整数 . : 


WS. En BERR, Wa -ys TTG D) XB cem 
OEH: 车 是 奇 正 数 ，/(z) 如 (6) 定 义 ， 则 


Ko) n) (n-D2 e k 
f - ID yox) 
MEN: 车 p 是 奇 素数 且 a 是 不 被 bp 整除 的 整数 ， 则 


(p-1)/2 (p-1)/2 
MAEA 
8) 利 用 (<) 和 (证明 二 次 互 反 律 ， 首 先 考虑 


A 


(提示 : 利用 (e) 得 到 /( 各 ) (二 的 公式 . ) 


15. 


* 17. 
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. 设 p 是 奇 素数 ， 满足 (二 = -1， 其 中 对 满足 =2" WENER kA mH nk" d. EHn EKAA 


[24 p^77^ 2 -1(mod n). (提示 : 利用 9.5 节 庞 特定 理 证 明 必要 性 ， 利 用 欧 拉 判 别 法 和 二 次 互 反 律 证 明 
充分 性 . ) 
整数 p=1+8.3.5.7.11.13.17.19.23=892371481 是 素数 (读者 可 用 计算 软件 验证 )， 证 明 对 所 


有 满足 4<23 的 素数 9， 均 有 (TL) =1， 推 出 p 没有 小 于 29 的 二 次 非 剩余 和 原 根 (这 一 事实 是 下 一 
题 结论 的 一 个 特例 . ) 


. 在 此 习题 中 我 们 将 证 明 ， 给 定 任意 整数 M， 存 在 无 穷 多 素数 使 得 <m<P-MH， 其 中 心 是 最 小 的 模 忆 


原 根 . 
a)ikq 722, 4,23, 4,75, c, q, 是 所 有 不 超过 M 的 素数 .由 狄 利克 雷 关 于 等 差 数列 中 素数 的 定理 ， 存 在 


素数 p =1+8gq,q,…9,r， 其 中 7 为 正 整 数 . wa (=>) =1, (4) 21, E=] =1, i=2, 3, 0, n. 


b) 证 明 满足 -M<t+ 有 如 <M 的 所 有 整数 :+ 有 如， 其 中 :为 任意 给 定 的 正 整 数 ， 都 是 模 p 二 次 剩余 ， 从 而 不 是 
Bip 原 根 、 并 证 明 这 蕴涵 了 想 要 的 结论 . 
人 们 以 惊人 的 速度 发 现 二 次 互 反 律 的 新 证 明 ， 在 此 习题 中 ， AIL e CK) [KO RANEM 


又 ， 根 据 菜 默 梅 尔 的 计数 ， 这 是 二 次 互 反 律 的 第 207 个 证 明 .为 证 明 做 准备 ， üt RR 1a PE- 1 和 (a, 


pa) =1 的 整数 a 的 集合 ，$ 是 满足 1<a< 如 


a 的 集合 ， 了 是 整数 9 ， 1, q:2, NIIS 


2 一 的 集合 . 最 后 ， 令 4= [Iw 


"aeR 


m Tj SIMTfEHR-S-T. 


b) 利用 (a) 和 欧 拉 判别 法 证 明 Am (- 70 (+) (mod p). 


P 


TALM PH pAg, 证明 4=( -D7 (2) (mod 4). 


d) 利 用 (b) 和 (e) 证 明 ，( (| -( -o* (7) 当 且 仅 当 4= £1 ( mod pg). 


e) 证 明 4=1 或 -1(mod pq) 当 且 仅 当 p=g=1(mod 4). 
(4: 首先 ， ee E E 证 明 4= + [[o(mod pg) , P U= 


aeU 


{faeR|e= s 1(mod pg) |. 
然后 ， 分 别 考 虑 同 余 方程 a=1(mod pg) H a = -1(mod pq) 的 解 . ) 


0i DR COR 057 (4) -C- 57 (9) sigo pem nod 4. 由 此 同 余 式 导出 二 次 互 
Rf. | 


11. 2 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


1. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
利用 佩 潘 检验 法 ， 证 明 费 马 数 『。，F, 和 F 是 合 数 ， 你 能 进一步 做 下 去 吗 ? 
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程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 利用 二 次 互 反 律 计算 勒 让 德 符号 . 
2. 给 定 正 整数 ,利用 侯 潘 检验 法 判定 第 n 个 费 马 数 已 是 否 为 素数 . 


11.3 雅 可 比 符号 


在 本 节 中 ， 我们 将 定义 雅 可 比 符号 , 它 是 以 引入 这 一 概念 的 德国 数学 家 卡尔 . 雅 可 比 
( Carl Jacobi) 的 名 字 命 名 的 .， 雅 可 比 符号 推广 了 前 面 两 节 所 研究 的 勒 让 德 符号 .， 雅 可 比 符号 在 
勒 让 德 符号 的 计算 和 一 类 伪 素 数 的 定义 中 很 有 用 . 

定义 设 n 是 正 奇 数 ， 其 素 惫 分 解 式 为 n=pip2…p"，a 是 与 nn 互 素 的 整数 ， 雅 可 比 符号 


(全 ) 定 义 如 下 ; 


其 中 等 式 右边 的 符号 是 勒 让 德 符 号 . 
例 11.13 由 雅 可 比 符号 的 定义 可 见 


(5) 74955) - (8) (8) 91706 ni 


as) = (723) * CE) 2) - 63) 全) 
| 
"GG G-cevoo om s 
Hn ERAN, TERDILEES SWHIEIEREG S6 Bn 是 合 数 时 ， 雅 可 比 符号 (上) 的 取 
值 并 不 能 确定 同 余 方程 **=a(mod n) 是否 有 解 ， 我 们 知道 的 是 ， 若 同 余 方 程 *=a( mod n) 


m, 则 (如) =1， 事 实 上 ， 注 意 到 若是 ”的 素 因子 且 忆 = ae(mod n) 有 解 ， 则 好 =a(mod p) 


有 解 ， 从 而 (也) =1， 因 此 ，( 二 ) = n (2) ASEELLLELLL ITE pr. 


2 
15 
(-1)(-1) 21. {BẸ x! z2( mod 15 ) 无 解 ， 这 是 因为 x 二 2( mod 3) fll à? z2(mod 5) 均 无 解 . 


现在 ,我 们 来 证 明 雅 可 比 符号 有 类 似 勒 让 德 符号 的 某 些 性 质 . 
定理 11.10 3n EE X, adeb n EU IEAK. Rl 


(Ci)X asb(modn), Hj (=)= 人 


ab(2) - (2) G- 


WABE (<) =1 时， s ma (mod n) 可 能 无 解 , 设 a=2, n=15. má (5) = (之 ) (2)= 
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卡尔 . 古 斯 塔 夫 . 雅 各 布 . 雅 可 比 ( Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804—1851) 出 生 于 一 
个 富裕 的 银行 家 家 庭 。 雅 可 比 从 小 就 受到 了 良好 的 家 庭 教育 ， 他 在 柏林 大 学 学 习 期 : 
间 ， 通 过 阅读 欧 拉 的 著作 掌握 了 数学 知识 ， 于 1825 年 获得 博士 学 位 ，1826 Æ, ti 
在 哥 尼 格 斯 堡 大 学 担任 讲师 ;1831 年 被 聘 为 教授 ， 除 了 研究 数论 外 ， 雅 可 比 在 分 
析 、 几 何 和 力学 上 也 做 出 了 重要 贡献 .他 也 对 数学 史 很 感 兴趣 ， 还 促成 了 欧 拉 文集 
的 出 版 ， 而 在 此 之 前 ， 这 项 出 版 工作 持续 了 125 年 都 没有 完成 . 


Gib (=) =- 


(iv) (4) sspe ma. 


WEBB ”在 定理 的 证 明 过 程 中 ,我 们 利用 素 宪 分解 式 n m pip Pa 
( i ) 的 证 明 ”我 们 知道 , 车 p 是 n 的 素 因 子 , 则 a=b(modp)， 于 是 ， 由 定理 11.4( i), 


8(45)-(7). 由 此 可 见 
a a Q^ e a Y^ ba" [ba boy b 

E SE d Pss e 

( ii ) 的 证 明 Bgm 11. 4C) 9n, (7 ii dt 

sq cM 


sb E 


( 道 ) 的 证 明 由 定理 11.5 可 知 ， 若 是 素数 ， w (=>) -(-1)9 7^, pi, 


-1 -1|1^,-1)|^ 一 1 
Es EE 
=(- 1) P122 p251)/24 ttn P192, 
H n 的 素 寡 分 解 式 ， 有 
n= (1*(p-1))'(1*(p,- 1))*-- (14 (p, -1))'*. 
因为 p; - 1 是 偶数 ， 所 以 E | 
(1 + (p, - 1))* z]1-4t(p, - 1) (mod 4), 
H l . 
(1 * &(p, - 10) (1 +t (p; - 1)) =1 + (p; — 1) +t (p; - 1) (mod 4). 
因此 ， 
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n=l +ti(pl -1) +é(p, -1) + *t,(p, - 1)(mod 4), 
于 是 
(n -1)/2 =t (p, -1)/2 * t,(p, - 1)72 十 … 十 t, (p, 一 1)/2(mod 2). 


将 这 个 关于 (n - 1)72 的 同 余 式 和 (ZE 的 表达 式 结合 起 来 ， 就 证 明了 (Z) =- 0777. 


(iv ) 的 证 明 若是 素数 ， m(-)-c-nv-. FE, 
2 2\"/2)° 2pm A t (02-1) /8 £5 (p2 -1) /8 t, (p2 -1)/8 
Le 局 e) = (= 1) "Dt TEYS 
在 ( 征 ) 的 证 明 中 ， 我 们 注意 到 
m= (1 (pi - 1))^ (1 + (p; - 1)? (1 + (p - 1))'". 
因为 p? -120(mod 8), i21, 2, =, m, FV 
(1 (pi -1)) 9 1 & t(p; - 1) (mod 64), 


H 
(1 t&(pi -1)) (18 t(p; -1)) 81 t(p; - 1) *t(p; - 1) (mod 64). 
于 是 ， 
n'e1s5(p -1) +t(p -1) + *t,(p -1)(mod 64), - 
这 说 明 


(n? - 1)/8 =t (pi - 1)/8 & (pj - 1)/8 +: & t, (p, — 1)/8(mod 8). 
将 这 个 关于 (nm -1)/8 的 同 余 式 与 { 人 ) 的 表达 式 结合 起 来 ,就 有 (之) =( -1) 7. 


现在 我 们 来 证 明 ， 雅 可 比 符号 与 勒 让 德 符 号 满足 相同 的 互 反 律 . 
定理 11.11 (和 雅 可 比 符号 的 互 反 律 ) 设 屎 和 普 是 互 素 的 正 奇 数 ， 则 


n m BH 
dio pese 
证 明 im A n DXX m-p!pypsj1n-2q!üg)qu. [DU 


E 


e -mor-mme. 


H 

iL SI) SHOE. 
因此 ， 

(op TC IIT 
由 二 次 互 反 律 知 


从 而 ， 
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r s id z.3 ei n 
(=) (=) E (- EPD = C- BR ED, (11.8) 
m 17 


注意 到 


-1、' jq,- -lj ý ;-1 
nl 05-) «3202 )2502-] 
正如 我 们 在 定理 11. 10 的 (证 ) 中 所 证 ， 
Xs) tieu». 


了 


:) 三 2 (mod 2). 


Del 
因此 ， 


X x«(5 e (L) nd) (11.9) 


因此 ， 由 等 式 (11.8) 和 (11.9) ， 我 们 得 出 
m B-L act 
国人 的 -os 
计算 雅 可 比 符号 的 一 个 算法 “现在 我 们 给 出 计算 雅 可 比 符 号 的 一 个 有 效 算法 . Vra b 是 
互 素 的 正 整 数 ，a 二 b. 令 Re =a，R =b. 利用 带 余 除 法 ， 并 提出 余数 中 2 的 最 高 次 寡 ， 得 
; R, = Riqi *2"R,, 
其 中 s 是 非 负 整数 ，R, 是 小 于 R 的 正 奇数 . 反复 使 用 带 余 除法 ， 并 提出 所 得 余数 中 .2 的 最 高 
UE, $8 
R, = Rq, + 2?^R, 
R, = R,q, + 2?R, 


R, = R,59,5 十 2**R. 
R, = Rg 8277 1, 
Et, s 是 非 负 整 数 ，R, DFR BWER, j=2, 3, =, mn -1 注意， 得 到 最 后 一 个 等 式 
所 做 除法 的 次 数 ， 不 超过 用 欧 几 里 得 算法 求 ac b 的 最 大 公 因 子 所 做 除法 的 次 数 . 
我 们 用 下 面 的 例子 说 明 这 一 等 式 序 列 . 
例 11.14 设 a=401, b-111, Bj 
401 = 111.3 «2? -17- 
111 = 17.6 «2^ -9 
17 29.1«2'- 4 
TUNE DIUI EE E, — 它 给 出 了 计算 雅 可 


比 符号 的 算法 . 
定理 11. 12 rp TTE. a7» b, Hj 
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2 
a Ra-17! RI- pu Lo Encaci Rn-1-1 
Z POTA z 


T 


其 中 ， AER, 和 s, 如 前 所 述 ， j=1, 25 rar n - 1. 
证 明 由 第 一 个 等 式 和 定理 11. 10 8961). Cli). Gv), 有 


ü R, 2^R, ^ ,R, net (UR 
Gl eet) cb T) 
利用 定理 11. 11， 即 雅 可 比 符号 的 互 反 律 ， 有 


R, Au R, 
人 


所 以 


(4) M DTE ^r (R). 
类 似 地 ， 由 接 下 来 的 除法 ， 对 j 72, 3, =, n -1 有 
(s) = o pte un. 


了 


综合 所 有 等 式 就 得 到 想 要 的 ( 全 ) 的 表达 式 . = 
下 面 的 例子 显示 了 定理 11. 12 的 用 途 . 


例 11.15 我 们 利用 例 11. 14 中 的 除法 和 定理 11. 12 来 计算 (得) ， 得 到 
401) — SERA QESAQ Ea uma naga | 
(ui)-Cn s < 


下 面 推论 给 出 了 利用 定理 11. 12 所 给 计算 雅 可 比 符号 的 算法 的 复杂 性 . 
推论 11.12.1 设 a 和 户 是 互 素 的 正 整数 ，a > ， 则 可 用 0((log,6)’) 次 位 运算 计算 雅 可 


vest) 
证 明 利用 定理 11.12 »5 (7). mR O(log, b) 次 除法 ， 为 此 ， 注意 到 除法 的 次 数 不 


超过 用 欧 几 里 得 算法 求 (a，5) 所 需 除 法 的 次 数 ， 因 此 ， 由 拉 梅 定理 知 ， 需 要 OO log b KRR. 
而 每 一 次 除法 需要 0( (log,5)”) 次 位 运算 ， 一 旦 做 完 除法 ， 每 对 整数 R A s 需 用 O log, b) Ki 
运算 求 得 . 

因此 ， 需 要 O ((log,b)* ) 次 位 运算 来 从 a 和 4 中 求 出 所 有 整数 RR 和 ,j=1,2，…， 
n -1， 最 后 ,为 计算 定理 11. 12 中 (名 ) 表 达 式 中 -1 的 次 数 ， 我 们 要 用 到 R 的 二 进 制 表达 式 
中 最 后 三 位 和 5; 的 二 进 制 表示 中 的 最 后 一 位 ， 其 中 7 = 1，2，…，m -1， 因 此， 我 们 又 用 了 
0(log,6) 次 二 进 制 位 运算 来 求 得 (F) ， 因 为 0( (log.8)?) + O(logxb) = OCClog,b)*) ， 所 以 推 
论 成 立 . . " " 
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若 更 为 细致 地 分 析 除法 所 需 的 位 运算 的 次 数 ， 则 我 们 可 以 改进 上 述 推论 ， 特 别 地 ， 可 以 证 
明 计 算 (^ BUR O ogb ) 次 位 运算 ， 留 作 习 是 


11. 3 节 习题 
1 计算 下 列 每 个 雅 可 比 符号 的 值 
o(a) e(a) — (m) — (m) — (259) o (a) 


2. 对 哪些 与 15 互 素 的 正 整数 mn "有 (总 ) 等 于 1 
3. 对 哪些 与 30 互 素 的 正 整数 n vn (22 ) 等 于 1 
Binom, APRIRE obo B XERAR (3) c1. aM e HH 


4 证明: 若是 模 伪 平方 数 , 则 { 全] -(—) = -1 


求 出 全 体 模 21 伪 平 方 数 . 
求 出 全 体 模 35 伪 平 方 数 . 
求 出 全 体 模 143 伪 平 方 数 
设 ec 和 ,是 互 素 的 整数 ， 且 是 正 奇 数 ，a = ( - 1)'2'9， 其 中 9 是 奇数 ， 证 明 


Can 
cu Eu E 
10. 设 "是 无 平方 因子 的 正 奇数 . 
DER Y (T) =0， 其 中 求 和 对 一 个 模 简 化 剩余 系 中 所 有 的 进行 ，( 提 示 : 利用 习题 9 ) ， 


1709.54 LV OA 


b) 由 (a) 证明， 简化 剩余 系 中 使 得 { —-) =1 的 整数 的 个 数 ， 等 于 使 得 ( 万) = - 1 的 整数 的 个 数 
*11. 设 a 和 5=r 是 互 素 的 正 奇数 ， 使 得 


a = mli + Er 


To = Tig + E:N c 


Faal 7 Th-1g。-i + Enlre 
其 中 ，gq; 是 非 负 偶数 ，e; = tl, n ERRET <r i=l, 2, |, n, Hr, zd. 这 些 等 式 是 反复 利用 
1.5 节 习题 18 中 改进 了 的 带 余 除 法 得 到 的 - 


a) 证 明 雅 可 比 符号 ( —- ] 由 下 式 给 出 ， 


(和 SCD 等) 


b) 证明 雅 可 比 符号 (名 ) AFRA: 
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(I er, 


其 中 , 7 是 满足 1<i<n Mr =r =3(mod 4) 的 整数 i 的 个 数 . 
*12. EH: 车 a 和 56 是 奇数 ， 且 (a, b) =1， 则 对 雅 可 比 符号 有 如 下 互 反 律 成 立 : 


a b -(-D8 Y, #a<0Hb<0; 
bise) e DENN A 
在 习题 13 ~19 中 ,我 们 讨论 克 罗 内 克 符 号 ( 它 以 利 奥 波 德 . 克 罗 内 克 (Leopold Kronecker) 8 £X 44), 
其 定义 如 下 ， 设 正 整 数 不是 完全 平方 数 ， 且 ac=0 或 1(mod4). 定义 
( i ) -[ 1, zr a 三 1(mod 8); 
-1, X az5(mod 8). 


(3) -muets (2), osea. 


(=) = IT (2) cen = 工 且 mn = OELLE ZE ES 


13. 计算 下 列 克 罗 内 克 符 号 : 


o (1z) » (35) o (20) 


对 习题 14 ~19， 设 正 整数 不 是 完全 平方 数 ， 且 a=0 或 1(mod 4). 


n 


利 奥 波 德 ， 克 罗 内 克 (Leopold Kronecker, 1823—1891) 出生 于 普鲁士 利 格 尼 菊 的 
一 个 事业 兴旺 的 犹太 家 庭 . 他 的 父亲 是 一 位 有 成 就 的 实业 家 ， 他 的 母亲 也 来 自 
于 富裕 的 家 庭 。 他 小 时 候 由 很 多 家 庭 教师 教授 知识 ， 后 来 ,他 进入 利 格 尼 芯 文 
法 中 学 ， 由 数论 学 家 库 默 尔 (Kummer) 教 授 数 学 . 库 默 尔 很 快 便 发 现 了 克 罗 内 克 、 
的 数学 天 赋 ， 并 鼓励 他 从 事 于 数学 研究 .1841 年 ， 克 罗 内 克 进 入 柏林 大 学 学 习 
数学 、 天 文学 、 气 象 学 、 化 学 和 哲学 . 1845 年 ， 克 罗 内 克 写 出 了 关于 代数 数论 
的 博士 论文 ， 他 的 导师 是 狄 利克 雷 . nA 

克 罗 内 克 本 可 以 就 此 开始 前 途 光明 的 学 术 生涯 ， 但 是 他 却 返 回 利 格 尼 茨 帮助 他 的 -个 叔叔 打 理 
银行 业务 ，1848 年 ， 克 罗 内 克 与 这 位 叔叔 的 女儿 结婚 .在 利 格 尼 茨 ， 克 罗 内 克 仍 然 赁 借 自 己 的 兴趣 
研究 数学 .1855 年 ， 在 完成 对 家 族 事业 的 义务 后 ， 克 罗 内 克 返 回 了 柏林 . 他 急切 盼望 进入 大 学 开始 
数学 生涯 . 虽然 他 没有 大 学 的 职位 ， 不 能 教 课 , 但 是 他 仍然 非常 积极 的 做 研究 ， 发 表 了 很 多 关于 数论 、 
椭圆 函数 、 代 数 以 及 它们 的 联系 等 方面 的 文章 . 1860 年 ， 克 罗 内 克 被 选 人 柏林 科学 院 ， 从 而 可 以 在 柏林 
大 学 授课 .他 抓 住 这 个 机 会 教授 数论 和 其 他 数学 专题 的 课程 ， 克 罗 内 克 的 课程 需要 学 生 付 出 很 多 的 精力 
但 很 有 挑战 性 .不 幸 的 是 ,他 在 普通 学 生 中 并 不 受 欢迎 ,， 有 很 多 学 生 在 学 期 末 会 退 掉 他 的 课 . 

克 罗 内 克 笃 信 构 造 性 数学 ， 认 为 数学 应 该 只 考虑 有 限 的 数字 和 有 限 次 的 运算 . 他 对 非 构 造 的 
存在 性 证 明 持 怀疑 态度 ， 反 对 非 构造 地 定义 的 对 象 ， 例 如 无 理 数 . 他 也 不 承认 超越 数 的 存在 ， 他 因 
下 面 的话 而 出 名 : “上帝 创 造 了 整数 ， 其 他 都 是 人 的 作品 . ” 克 罗 内 克 对 构造 性 数学 的 坚信 并 没有 
得 到 多 数 同事 的 认同 ， 尽 管 他 并 不 是 唯一 持 有 这 种 观点 的 知名 数学 家 . 许多 数学 家 发 现 克 罗 内 克 
难以 相处 ， 尤 其 是 他 容易 因数 学 上 的 不 同意 见 与 人 争吵 克 罗 内 克 很 在 意 自己 的 矮小 身材 ， 即 使 
别人 和 善 地 提 及 他 的 身高 时 他 也 会 大 发 牌 气 . 
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14. 证 明 : 车 24a, W|- ) = (31): 其 中 右边 的 符号 是 雅 可 比 符号 


x) od) 


* 16. 证 明 : Bao SAISIR, Bad M( T) = (H), mio RARE acu + 是 奇 


«| 


15. 证 明 ， in, n, 是 正 整 数 且 (ai ， n,, nj) =1, T 


36, W 
Aper ene 
* 17. WEH: A ny 和 ns 是 与 c 互 素 的 正 整数 ， Hn 2n,(mod la]), wa (=) = bc) 


* 18. 证 明 : 若 *x0， 则 存在 正 整数 "， 使 得 { -< ] = -1 


AE 0: 
x 19. WH: #a#0, n (4 ) -| 1, Zia220; 


a 
a| -1 -1, #a<0. 


20. 证 明 : 车 整数 4。 和 整数 b 互 素 ， 且 a。<<b， 则 可 通过 0( (log,6)”) 次 位 运算 求 得 雅 可 比 符号 (名) 


11. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 


1 Rode s (1555157 . 


, 9343 54371 320 001 
2 计算 下 列 雅 可 比 符号 : les 518 791 | d Er ELM : fn 111 111 111 111 ) 
程序 设计 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 利用 定理 11. 12 计算 雅 可 比 符号 . 
2. 利用 习题 8 和 11 计算 雅 可 比 符号 . 
3. 计算 克 罗 内 克 符 号 (其 定义 见习 题 13 的 导言 ). 


11.4 欧 拉 伪 素 数 
假设 p 是 奇 素数 ，5 是 不 被 p 整除 的 整数 ， 由 欧 拉 判别 法 知 
p-1)/2 b 
bi ^ = (= ) Qnod p). 


因此 ， 若 要 对 正 整数 ”进行 素性 检验 ， 可 以 取 整 数 5, b 满足 (8,n) =1， 并 判定 下 式 是 否 
成 立 : 


po? = (+) (mod n), 


其 中 ， 同 余 式 右边 的 符号 是 雅 可 比 符号 ， 若 这 一 同 余 式 不 成 立 ， 则 是 合 数 . 
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例 11.16 设 n=341, b -2. 经 计算 得 2” =1(mod 341). 由 于 341= -3(mod 8) , 利用 
定理 11. 10 iy) A (z4) = -1 Bib, 27 s (5. (mod 341)， 这 说 明 341 不 是 素数 4 


因此 ， 我 们 可 以 基于 欧 拉 判别 法 定义 一 类 伪 素 数 . 
定义 ”一 个 满足 同 余 式 


po? = (+) (mod n) 


的 奇 正 合 数 n， 称 为 以 b 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ,其 中 5 是正 整 数 . 
了 
例 11.17 设 n=1105, bz2. 经 计算 得 2 有 =1(mod 1105). H 1105 2 1 (mod 8) 可 见 


2 552 _ Y : i 
(nos) ^^. 于 是 ,2 = (ios ) (mod 1105). 因为 1105 是 合 数 ， 所 以 它 是 一 个 以 2 为 基 的 


欧 拉 伪 素数 . l a 
下 面 的 定理 说 明 ， 每 一 个 以 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 都 是 以 ! 为 基 的 伪 素 数 . | 
定理 11.13 若是 以 6b 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 则 nn 是 以 85 为 基 的 伪 素 数 . 
证 了 明 若是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 则 
pu E (4) ( mod n). 
因此 ， 将 此 同 余 式 两 边 平 方 ， 得 
poo? m ( 5.) mod n). 


由 (之) = «1 sp i7 mi(mod n)， 这 表明 是 以 5 为 基 的 伪 素 数 。 n 

并 非 每 个 伪 素 数 都 是 欧 拉 伪 素 数 ， 例 如 ， 整 数 341 不 是 以 2 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 但 我 们 已 
经 证 明 它 是 一 个 以 2 为 基 的 伪 素 数 ， 
我 们 知道 ， 每 个 欧 拉 伪 素数 都 是 伪 素 数 ， 下 面 ， 我们 要 证 明 每 个 强 伪 素数 都 是 欧 拉 人 
素数 . | 

定理 11.14 in DI b EDU SRL DS CC, W m cA. b 为 基 的 欧 拉 伪 素数 . 

证 明 n RA b XS3EDUSRDU XC TÆ, in-1-22: 其 中 t 是 奇数 ， 则 或 者 8'= 
l(mod n) 或 者 b= ~1(mod n)， 其 中 0<r<s~1. itn lx A MeXn- II» | 

首先 考虑 5'=1(mod n) 的 情形 ， 设 p 是 n 的 素 因 子 ， 因 为 =1(mod n)， 所 以 ord,b | t. 
由 于 + 是 奇数 ， 所 以 ord,b 也 是 奇数 ， 从 而 ord,b | (p -1)/2， 这 是 因为 ord,b EMA o(p) =p -1 
的 奇 因子 ， 于 是 ， 有 

b 070^? = 1(mod p). 

因此 ， BERAAT (+) =1 | 
为 计算 雅 可 比 符号 (T), EEANN n HARAT p 9A (2) = 1 因此， 
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i 


因为 六 =1(mod n), L bO- = (i)? =1(mod n)， 从 而 ， 有 
po? (4) = 1 (mod n). 


我 们 得 出 结论 : n 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 . 
接 下 来 考虑 
bj" =-1(modn) 
的 情形 ， 其 中 r+ 满 足 0<r<s -1 若 p 是 nn 的 素 因 子 ， 则 
b" 2 - 1(mod p). 
将 此 同 余 式 两 边 平 方 ， 得 
& bU" = 1(mod p), 
这 表明 ord, b |2'*'1, 但 ord, b {zt By, 
ord,b = FAR 
其 中 是 奇数 ， 因 为 ord,5 | (p-1) B2 | ordb, BrDIL2 | (p- 1). 于 是 , pP=2”d+1l1， 其 
中 a 是 整数 ， 因 为 
p C057? = -1(modp), 
我 们 有 


(>) = po^? Š bipb/2) (Cp-1)/ordpb) 
P 


z(- 13461 =(= 1) 702e mod p). 
因为 c 是 奇数 ， 所 以 (-1) 2-1 于是， 


E s(-1)09^" = (1, | (11.10) 


这 里 4 = (p -1)/2"*'， 因 为 n 的 每 个 素 因子 p; WEM p, 22 d, +1, HA 
n = [Ir 


- IL o7 +1)“ 
i-i 


m 


IIX 2754) 


i-i 


=1 +2" X a;d;( mod 2??? ). 
i=l 
因此 ， 


DU 三 (n — 1)72 = 2' V aidi(mod 27) 
i-1 
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此 同 余 式 表明 | 
QU Y a;d,(mod 2) , 
HR 


5B 
A 


ge^ = amm e (L1) s (21) À (od n). (11.11) 
另 一 方面 ， 由 (11. 10) 
(2) -H GJ" 2 feo oo - fpe os eoe 


izl 


因此 ， 将 前 面 的 等 式 与 (11. 11) 结合 起 来 ， 可 兄 
poo? = (>) (mod n). 


所 以 , n 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 . a 
- BRETA b 为 基 的 强 伪 素 数 也 是 有 相同 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 但 是 每 个 以 1 为 基 的 欧 拉 伪 素 
数 并 不 都 是 以 5 为 基 的 强 伪 素数 ， 如 下 例 所 示 . 

例 11.18 .前面 已 经 证 明了 1105 是 以 2 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 但 1105 不 是 以 2 为 基 的 强 伪 
素数 ， 这 是 因为 

2095-07 = 35? = 1(mod 1105), 
而 
2015-D2* 2 376 = 78] Æ + 1(mod 1105). < 

虽然 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 并 不 一 定 是 有 相同 基 的 强 伪 素数 ,但 是 满足 一 定 条 件 时 ,以 6 
为 基 的 欧 拉 伪 素数 可 以 是 有 相同 基 的 强 伪 素 数 ， 下 面 的 两 个 定理 就 是 这 种 类 型 的 结论 . 

定理 11.15 X nz3(mod4), nn 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 则 nn 是 以 6 为 基 的 强 伪 素 数 . 

证 明 HERA n-3(mod4)"Aln-1-22-:, 其 中 t= (n -1)/2 是 奇数 ， 因 为 是 以 5 
为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 所 以 


b =b? = (>) (moa n). 


由 于 (之) = xl, RË b =1(mod n) 或 者 b= -1(mod n). 
TÆ, VA b 为 基 的 强 伪 素 数 的 定义 中 的 某 个 同 余 式 必 成 立 ， 因 此 ,nn 是 以 5 为 基 的 强 伪 素 


数 . 四 
定理 11. 16 车 nn 是 以 6 为 基 的 欧 拉 仿 素数 且 (七) = -1， 则 nn 是 以 5 为 基 的 强 伪 素数 
证 明 记 n-1=2’%,， 其 中 :是 奇数 ,，s 是 正 整 数 ” 由 于 nn 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 所 

以 有 A 

p = p? = (+) (mod n). 
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b^" =- 1(mod n). 
这 是 以 为 基 的 强 伪 素数 的 定义 中 的 同 余 式 . :因为 于 是 合 数 ， 所 以 它 是 以 OSAE NUR D 


利用 欧 拉 伪 素性 的 概念 ， 我 们 来 建立 一 种 概率 素性 检验 法 ， 这 个 检验 法 是 由 索 洛 过 
( Solovay ) 和 斯 特 拉 森 (Strassen ) [ SoSt77 ] 首 先 提 出 的 . 

在 给 出 这 个 检验 法 之 前 ， 先 证 明 几 个 有 用 的 引 理 . 

引 理 11.4 车 nn 是 正 奇 数 且 不 是 完全 平方 数 ， 则 至 少 存在 一 个 整数 b， WALD 


(5,n) cie (5) = -1， 其 中 (全 ] 是 雅 可 比 符号 . 


.证 明 若是 素数 ， 定 理 11.1 保证 了 这 样 的 整数 的 存 在 ， 若 ”是 合 数 但 不 是 完全 平方 
数 ， 可 记 m=rs， 其 中 (r,， 及 =1 且 7=p', p 是 奇 素数 且 。 是 正 奇数 . 

现在 ， 设 + 是 素数 p 的 二 次 非 剩余 ， 由 定理 11. 1 存在 这 样 的 + 利用 中 国 剩余 定理 可 以 求 
得 整数 6， 满 足 1 二 bn，(5，n) =1 和 以 下 两 个 同 余 式 : 


b = t(mod r) 
b = T (mod s). 
则 有 
b b bt Pu 
区 
et m»s(2)-()Ipsemcee c : 


8|38 11.5. 设 nn 是 奇 合 数 ， 则 至 少 存 在 一 个 整数 b， 它 满足 1<b<n、(b, n) =1 和 
aA b 
pDA g (二 ) (mod n). 
证 明 (EEUU PUB AE n B5 n HORE ECRIC 03508. PXXURG VI 
TR (3) (moa iy (11.12) 
将 此 同 余 式 两 边 平方 ， 若 (5，n) = 1 则 得 
bU = (=) = (+1)’ = 1(mod n). 
Kie, n 必 为 卡 迈 克 尔 数 . 从 而 ， 由 定理 9.24 知 n=gig,…g,， 其 中 qa, o es g, 是 不 同 的 
奇 素数 . 
下 面 我 们 证 明 ， 
5 C777 = 1(mod n) 
"—P»"-"" n)=1 的 整数 4b 均 成 立 ， 假 设 b 是 满足 
be 707 z - 1(mod n) 


的 整数 .利用 中 国 剩余 定理 可 以 求 得 整数 a, 满足 1<a<n 和 (a, n) -1, H 
.4&= b(mod q,) 


a = 1 (mod 0293…9,)， P 
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因此 ， 我 们 看 到 
ao = bD = 1(mod q,), (11. 13) 
但 是 
a")? = 1(mod q,4,4,). (11. 14) 
由 同 余 式 (11.13) 和 (11.14) 可 见 
at s -l(mod n), 
这 与 同 余 式 (11. 12) 矛 盾 . 因此 ， 对 满足 1<b<n M, n) =1 的 所 有 整数 5， 必 有 
577? = 1(mod n). 
因而 由 欧 拉 伪 素数 的 定义 可 知 
| n-1)/2 b 
dU? = (>) = 1(mod n), 
对 满足 1<5<n 和 (8，m) =1 的 所 有 整数 b 均 成 立 ， 然 而 引 理 11.4 表明 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ， 
刚 开 始 的 假设 是 错误 的 .至少 存在 一 个 整数 5b 满足 1<b5<=n 和 (5, n) =1， 且 有 
pU 其 (>) (mod n). " 
现在 给 出 并 证 明 一 个 定理 ， 它 是 本 节 中 概率 素性 检验 法 的 基础 . 
定理 11.17 设 普 是 奇 合 数 . 则 小 于 了 且 与 球 互 素 的 正 整数 中 ， 使 得 屎 是 以 其 为 基 的 欧 拉 


伪 素 数 的 整数 不 超过 b (n)72 ^. 
WEB] ”由 引 理 11.5 知 ， 存 在 整数 5 满足 1=b 二 n Ab, n)=1, H 


pU a (5) (moa n). (11.15) 
现在 ， Sa, 45, t, 0, 表示 那些 小 于 nn 且 满 足 1<a<n， (a;, n) =1 和 
ge = (2) ( mod n) (11. 16) 


的 正 整 数 ， 其 中 j=1, 2,，…，m. 
Ih 5. cy Ta 是 整数 ba, , ba, ，…， ba, 的 模 ”最 小 正 剩余 ， 注 意 到 ， 对 7 =1，2，…，mm， 
整数 互 不 相同 ， 且 (7,，n) =1， 而 且 ， 


pna 去 (2) (mod n); | (11. 17) 
因为 ， 若 有 | 
RA = (+) (mod n), 
则 
ba, i 
(ba) 7^ = (52) (nod n), 
这 能 推出 


sema [am 


* 
* 
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又 因为 (11. 16) 成 立 ， 就 有 
bU? au (3) ( mod n), 


但 是 这 与 (11. 15) JB. 

因为 aj, Jsl, 2, =s; m; 满足 同 余 式 (11. 16), 而 (11.17) 表 明 n, j=l, 2; 5, am, 不 
满足 ， 所 以 这 两 个 整数 集 没 有 公共 元 素 ， 因此， 合 起 来 看 这 两 个 集合 ， 一 共有 2m ADF n H 
与 m 互 素 的 互 不 相同 的 正 整数 因为 小 于 二 且 与 交互 素 的 正 整数 的 个 数 为 on), WARE 
2msó(n), M mg(n)/2， 这 就 证 明了 定理 . a 

由 定理 11.17 可 见 ， 若 n 是 奇 合 数 ， 整 数 5 是 从 整数 1，2,…，n -1 中 随机 选取 的 ， 则 n 
是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 的 概率 小 于 1/2， 这 样 就 有 了 下 面 的 概率 素性 检验 法 . 

定理 11. 18( 索 洛 书 -斯 特 拉 森 概率 素性 检验 法 ) 设 咱 是正 整 数 ， 从 整数 1，2，，…， 
n-l*MJ. EXC EAE E b, bu, oe, Du FREER b, j=1, 2o, 天 中 的 每 一 个 ， 判 定 
是 否 有 


ine (eco 


著 这 样 的 同 余 式 都 不 成 立 ， 则 nn 是 合 数 .车 见 是 素数 ， 则 所 有 的 同 余 式 都 成 立 ， 若 nn 是 合 数 ， 
则 所 有 天 个 同 余 式 都 成 立 的 概率 小 于 1/2*， 因 此 ， 当 上 足够 大 且 n 通过 这 个 检验 时 ， 整 数 世 
“几乎 一 定 是 素数 ”. | | 机 
因为 每 个 以 5 为 基 的 强 伪 素数 也 是 有 相同 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 所 以 通过 索 洛 韦 -斯 特 拉 森 概 
率 素性 检验 的 合 数 比 通过 拉 宾 概率 素性 检验 的 合 数 多 ， 尽 管 它们 都 需要 0(k(log, n) 2 


运算 . | 
11.4 节 习题 


. 证 明 561 是 以 2 为 基 的 欧 拉 伪 素数 | 
. WEB] 15 841 是 以 2 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 是 以 2 为 基 的 强 伪 素 数 ， 且 是 卡 迈克 尔 数 ， 
. 证 明 : 车 n 是 以 a 和 46 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 则 nn 是 以 ab 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 
. 证 明 : 车 n 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 则 nn 也 是 以 n -6 为 基 的 哆 拉 伪 素数 . 
. 证 明 : 若 n=5(mod 8) 且 n 是 以 2 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 则 nn 是 以 2 为 基 的 强 伪 素数 . 
WEB]: 车 n=5(mod 12) 且 是 以 3 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 则 nn 是 以 .3 为 基 的 强 伪 素 数 . 
E 车 nn 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 试 给 出 一 个 条 件 ， 使 得 nn 也 是 以 5 为 基 的 强 伪 素数 . 
x 设 正 合 数 n BREDEN n - pi pr Pa > Hp p; =1+2”g,， j=1, 2, 1, m, k kb x x, Hnz21«4 
2'q. WEB]: 著 n 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ， 则 恰 有 
& [IC - 02.5 - 0 


个 不 同 的 5, 其 中 1<5<n 且 
? 2 k =k; 
aofia fonti ci e t 
1 REWE. 
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9. 设 1 和 "<561， 有 多 少 个 总 使 得 561 是 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 ? 
10. i 1551729, AZDA b 使 得 1729 是 以 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 ? 


11. 4 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 求 所 有 小 于 1 000 000 的 以 2 为 基 的 欧 拉 伪 素 数 ， 将 基 变 为 3，5， 7 和 11， 解 同样 的 问题 ， 基 于 你 的 结果 设 
计 一 种 素性 检验 法 . | 
2. 求 10 个 位 数 在 50 到 60 之 间 的 整数 ， 它 们 “几乎 是 素数 " ， 因 为 它们 能 通过 多 于 20 次 索 洛 韦 - 斯 特 拉 森 概 
率 素性 检验 . 
程序 设计 
用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 来 编程 解决 以 下 问题 : 
给 定 整数 n 和 大 于 1 的 正 整数 5， 判定 ”是 否 能 通过 以 5 为 基 的 欧 拉 伪 素数 的 检验 . 
2. 对 给 定 的 整数 ”进行 索 洛 韦 -斯 特 拉 森 概率 素性 检验 . 


11.5 零 知识 证 明 


假设 你 想 要 别人 确信 你 拥有 某 些 重要 的 私有 信息 ， 而 不 泄露 信息 ， 例 如 ， 你 可 能 想 要 让 某 
人 确信 你 知道 某 个 200 位 正 整数 的 素 因 子 分 解 而 不 要 告诉 他 们 这 些 素 因子 ， 或 者 你 可 能 证 明了 
一 个 重要 定理 ， 而 且 想 要 数学 界 确信 你 有 这 样 的 证 明 ， 而 不 透露 这 一 证 明 ， 在 本 节 中 ， 我 们 主 
要 讨论 众所周知 的 零 知 识 或 者 最 小 透露 证 明 的 方法 . 它们 可 用 来 使 某 人 确信 你 拥有 特定 的 、 私 
有 的 可 证 实 的 信息 ， 而 不 透露 信息 ， 零 知识 证 明 是 在 20 世纪 80 年 代 中 期 发 明 的 . l 

在 零 知 识 证 明 中 有 两 方 ， 拥 有 秘密 信息 的 证 明 者 和 想 要 确认 证 明 者 拥有 秘密 信息 的 检验 
者 ， 在 应 用 零 知识 证 明 时 ,没有 秘密 信息 的 人 通过 伪装 成 证 明 者 成 功 欺骗 检验 者 的 概率 是 极 低 
的 ， 而 且 ， 检 验 者 除了 知道 证 明 者 拥有 信息 之 外 ， 不 知道 或 几乎 不 知道 有 关 信息 的 其 他 任何 事 
情 ， 特 别 地 ， 检 验 者 不 能 使 第 三 方 相信 检验 者 知道 这 一 信息 

注 记 由 于 零 知识 证 明 仅 提供 给 检验 者 很 小 一 部 分 信息 ， 所 以 零 知 识 证 明 更 适合 被 称 为 最 
小 透露 证 明 . 尽管 如 此 ， 我 们 对 这 样 的 证 明 还 是 使 用 最 初 的 术语 . 

我 们 将 通过 一 些 这 样 的 证 明 的 例子 来 说 明 零 知识 证 明 的 应 用 ， 每 一 个 例子 都 是 基于 这 样 的 
事实 ， 在 个 知道 两 个 素数 时 求 模 两 个 素数 乘积 的 平方 根 很 简单 ， 而 求 平方 根 却 很 困难 . (关于 
这 一 点 的 讨论 参见 11. 1 节 . ) 

我 们 的 第 一 个 例子 展示 了 零 知识 证 明 的 一 个 方案 ， 但 是 它 有 缺陷 ， 从 而 不 适 于 实际 应 用 . 
尽管 如 此 ， 我 们 仍 将 此 方案 作为 第 一 个 例子 来 介绍 ， 这 是 因为 它 相 对 简单 地 说 明了 零 知识 证 明 
这 一 概念 ， 此 外 ， 明 白 它 为 何 是 无 效 方案 可 以 加 深 我 们 的 理解 (见习 题 11)， 在 此 方案 中 ,证 
明 者 保 拉 想 要 检验 者 文 斯 确信 她 知道 n 的 素 因 子 分 解 ， 其 中 n 是 两 个 大 素数 p 和 的 乘积 ， 而 
. 不 帮 他 求 出 这 两 个 素 因子 . 

在 最 初 设计 此 方案 时 ， 人 们 认为 ， 若 一 个 人 不 像 保 拉 那 样 知道 p 和 v， 则 他 不 可 能 在 合理 
的 时 间 求 得 y 模 ”的 平方 根 ， 但 事实 并 非 如 此 ， 习 题 11 说 明了 这 一 点 . 
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此 方案 是 基于 重复 下 列 步 又 的 . 

Ci ) 文 斯 知道 但 不 知道 p 和 4， 随 机 选择 整数 *x 计算 闪 模 =” 的 最 小 非 负 剩余 y 并 将 其 

Ci dr y 后 计算 它 的 模 普 平方 根 . (在 描述 完 这 一 过 程 后 ， 我 们 会 介绍 她 如 何 进 行 
计算 . ) 这 一 平方 根 是 x BE n 的 最 小 正 剩余 她 将 这 一 整数 发 给 文 斯 . 

(证 ) 文 斯 通过 求 出 x BREL n 的 余数 来 检验 保 拉 的 答案 . 

要 看 清 在 步骤 ( 六 ) 中 保 拉 为 何 能 求 得 x ER n 的 最 小 正 剩余 ， 注意 到 因为 她 知道 p 和 4， 所 
以 能 够 轻易 求 得 x^ 四 个 模 n 的 平方 根 ， 下 一 步 ，x 的 四 个 模 nn 平 方 根 中 只 有 一 个 是 模 n 的 二 
次 剩余 (见习 题 3)， 所 以 ， 为 求 出 x*， 她 可 以 通过 计算 它们 模 p 和 模 4 的 勒 让 德 符号 来 选取 正 
确 的 平方 根 ， 注 意 ,， 不 像 保 拉 一 样 知 道 p 和 9g 的 人 ,不 可 能 在 合理 的 时 间 内 求 出 y 模 nn 的 平 
方 根 . 

我 们 在 下 例 中 说 明 这 一 一 程序 . i 

例 11.19 假设 保 拉 的 私有 信息 是 n 的 分 解 n=103 - 239 =24617. 她 可 以 用 前 述 过 程 使 文 
斯 确信 她 知道 素数 p=103 和 4 =239， 而 不 把 它们 透露 给 他 . (在 实践 中 所 用 的 是 具有 数 百 位 数 
字 的 素数 p 和 9， 而 不 是 本 例 中 所 用 的 小 素数 . ) 

为 了 说 明 此 过 程 ， 假 设 在 步骤 ( i ) 中 文 斯 随机 选取 的 整数 是 9134， 他 算出 9134 模 24 617 
的 最 小 正 剩余 是 20 682.- 他 将 整数 20 682 发 送 给 保 拉 . 

在 步 又 ( 站) 中 ， 保 拉 利用 下 面 的 同 余 式 确定 整数 x : 

x! 2x2068209*7^ = + 20 682% = + 59( mod 103) 
x? = + 20 682+ = + 20 682° = + 75( mod 239). 

(注意 ,我 们 用 了 如 下 事实 ， 当 p=g=3(mod 4) Bf, x^ =a(mod p) fll x =a(mod 0 的 解 分 别 是 
x5 = xa^" (mod p) fll x = +a "(mod q).) 

因为 x^ 是 模 24 617 =103 - 239 的 二 次 剩余 ， 所 以 它 也 是 模 103 和 239 的 二 次 剩余 ， 计 算 


勒 让 德 符号 ,得 到 (部) 1, (22) 1. (Au) erm (p ) =1 因此 ， 保 拉 通 过 解 


Ji Tl x^ 2 59 ( mod 103) ftl x 275 ( mod 239) 求 得 x*， 解 出 此 方程 组 ， 她 得 到 x^ 2: 2943 ( mod 
24 617). 
— EPR ) 中 ， 文 斯 注意 到 x -9134^ 22943(mod 24617) ， 从 而 核实 了 保 拉 的 答案 < 

现在 我 们 来 描述 一 种 基于 零 知 识 技巧 的 方法 ， 它 用 来 核实 证 明 者 的 身份 ， 是 由 沙 米尔 于 
1985 年 发 明 的 .我们 仍 假设 n=pq， 其 中 p 和 4 都 是 模 4 则 余 于 3 的 大 素数 ， 设 7 是 代表 某 一 
特定 信息 的 正 整数 ， 例 如 身份 号 码 . 证 明 者 选取 一 个 小 的 正 整数 。， 使 得 通过 并 置 7 和 “所 得 
的 整数 v( 将 c 的 各 位 数字 写 在 1 后 面 所 得 的 数字 ) 是 模 n 的 二 次 剩余 (可 以 通过 反复 试验 找到 
数字 c， 成 功 的 概率 接近 1/2. ) 证 明 者 容易 求 得 v 模 的 一 个 平方 根 . 

证 明 者 利用 一 个 交互 式 证 明 使 检验 者 确信 她 知道 素数 和 4 证 明 的 每 个 循环 都 基于 下 面 
的 步骤 . 

(i 证明 者 保 拉 选取 一 个 随机 数字 r>， 发 送 给 检验 者 一 个 含有 两 个 值 的 信息 : x 和 y， 其 中 
x=r (mod n), 0Ox-«n, yzsvx(mod n), Ozy-n. xH, BERE, x Extn Ww. 
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Cii ) 检 验 者 文 斯 验证 xy=v(mod n)， 随 机 选择 比特 b 并 将 其 发 送 给 证 明 者 . 

( 道 ) 车 文 斯 发 送 的 比特 5 是 0， 则 保 拉 发 送 z 给 文 斯 其 否则 ， 若 比特 5. 是 1， 则 保 拉 发 
X uT n WERDERA, Herb pd or EE niii. 

(Ti ) 文 斯 计算 保 拉 所 发 送 的 数 的 平方 . 著 文 斯 发 送 的 是 0， 则 他 验证 这 一 平方 为 *， 即 
r'zx(mod mn)， 若 他 发 送 的 是 1， 则 他 验证 这 一 平方 为 7y， 即 ?=y(mod n). 

这 一 过 程 也 基于 如 下 事实 : 证 明 者 能 求 得 " 模 的 平方 根 x， 而 任何 不 知道 p 和 的 人 不 
可 能 在 合理 的 时 间 内 求 出 y 模 的 平方 根 . 8 

这 一 程序 的 四 个 步骤 形成 一 个 循环 .循环 经 过 充分 多 的 重复 可 以 保证 高 度 的 安全 性 ， 这 正 
是 我 们 下 面 所 要 描述 的 . 

我 们 在 下 面 的 例子 中 展示 此 类 零 知识 证 明 . 

例 11.20 假设 保 拉 想 通过 使 文 斯 确信 她 知道 n =31 . 61 =1891 的 素 因子 来 证 实 自己 的 身 
份 . 她 的 身份 号 码 是 7=391， 注意 ，391 是 1891 的 二 次 剩余 ， 这 是 因为 它 是 31 和 61 HKA 
余 ( 读 者 可 自行 验证 ) ， 所 以 她 可 取 "=391( 即 在 这 种 情况 下 ， 她 不 必 给 7 了 并 置 一 个 整数 c)， 保 
拉 发 现 u=239 是 391 模 1891 的 平方 根 ， 由 于 已 知 素数 31 和 61， 所 以 她 可 容易 地 进行 这 一 运 
算 . (注意 ,在 此 例 中 我 们 选取 的 是 小 素数 p 和 g， 而 在 实践 中 ， 应 该 使 用 具有 数 百 位 数 的 
素数 . ) 

我 们 来 看 此 过 程 的 一 个 循环 ， 在 步骤 ( i ) 中 ， 保 拉 选 取 一 个 随机 数 ， 例 如 r = 998， 她 发 
送 给 文 斯 两 个 数 ， x =r 2:998? =1338 ( mod 1891) 和 y=vx=391 » 1296 =1839( mod 1891). 

在 步 又 ( 这) 中 ， 文 斯 验证 xy=1338 - 1839=391 (mod 1891) ， 并 随机 选择 一 个 比特 5 并 发 
送 给 保 拉 ， 不 妨 设 5=1. 

EPRI) P, 保 拉 将 s=ur =239 - 1855 =851( mod 1891) 发 送 给 文 斯 最后， 在 步骤 
(iV) 中 ， 文 斯 验证 $=851?=1839=y(mod 1891). < 

注意 ， 若 证 明 者 将 > 和 都 发 送 给 检验 者 ， 则 检验 者 将 会 知道 证 明 者 所 保有 的 私有 信息 
uw = 通过 一 个 具有 充分 多 的 循环 的 检验 后 ,证明 者 已 经 证 明 一 经 要 求 她 就 可 以 生成 + 或 者 s 
这 表明 她 一 定 知道 x， 因为 在 每 个 循环 中 她 都 知道 + 和 s， 检 验 者 对 随机 比特 的 选取 使 得 想 用 被 
操控 的 数字 通过 检验 以 完成 此 过 程 是 不 可 能 的 ， 例 如 ， 某 人 可 以 计算 一 个 已 知 数字 r 的 平方 并 
发 送 x = 己 ， 而 不 是 选取 一 个 随机 数 ， 类 似 地 ， 某 人 可 以 选取 x 使 得 vx 是 已 知 的 平方 数 ， 然 而 ， 
在 不 知道 u 的 情况 下 ， 预 先 算出 * 和 y 并 使 其 均 为 已 知 数字 的 平方 是 不 可 能 的 . 

由 于 检验 者 选择 的 比特 是 随机 的 ， 它 是 0 的 概率 为 1/2， 与 它 是 1 的 概率 一 样 ， 若 某 人 不 
知道 " 的 平方 根 “， 则 它们 通过 该 检验 一 个 循环 的 概率 几乎 就 是 1/2. 因此 ， 某 人 伪装 成 证 明 
者 在 这 项 检验 中 通过 30 个 循环 的 概率 近似 于 1/2”， 这 小 于 十 亿 分 之 一 . 

此 过 程 的 一 个 变种 ， 即 菲亚特 - 沙 米尔 (Fiat- Shamir) 方 法 ， 是 智能 卡 所 用 认证 过 程 的 基 
础 ， 例 如 可 用 来 确认 个 人 身份 号 码 . 

下 面 ， 我 们 利用 零 知识 证 明 来 描述 一 种 用 以 证 明 菜 人 拥有 特定 信息 的 方法 ， 假 设 证 明 者 保 
拉 拥 有 用 一 列 数字 v, vy. =, v, 表示 的 信息 ， 其 中 1<w mn, j=1, 2,…，m， 这 里 ， 如 前 
MR, n 是 模 4 同 余 于 3 的 两 个 素数 p 和 9 的 乘积 ， 保 拉 公开 整数 序列 s, ，s,，…，s,， 其 中 


二 次 剩余 333 


s=7 (mod n), 1«s,«n. 保 拉 想 要 检验 者 文 斯 确信 她 知道 私有 信息  ， 岂 ，…，w， 但 不 透 
露 信息 给 文 斯 ， 文 斯 知道 的 只 是 她 所 公开 的 模 n 和 公开 信息 s, scs Sm 
下 面 的 过 程 可 以 用 来 使 文 斯 确信 她 有 这 一 信息 . 此 过 程 的 每 个 储 环 都 有 如 下 的 步骤 
CV ) 保 拉 选 取 随 机 数 r Uii rm”， 并 将 其 发 送 给 文 斯 . 
( 让) 文 斯 选择 集合 {1，2，…，mj 的 一 个 子 集 S 并 发 送 给 保 拉 . 
〈 记 ) 保 拉 计算 乘积 2 2 HE n Æ r 和 使 得 j 属 于 5 的 的 乘积 ， 即 y= 


r J [emod n),0zy-n. 
jes 


(iv ) 文 斯 验证 x=y7z(mod n), ER z EEI EF S MER o, 的 乘积 ， 即 z= Rs(mod n), 
0<z<n. 


注意 ， 步 又 ( iy ) 中 的 同 余 式 是 成 立 的 ， 这 是 因为 


y Zz 三 7 He is 
-ejo 
= r (mod n). 
使 用 随机 数 r 为 的 是 使 检验 者 无 法 确定 秘密 信息 的 部 分 整数 5 的 值 ， 这 可 通过 选择 集合 5 = {j 


来 达到 目的 ， 当 此 过 程 执行 后 ， 检 验 者 不 会 获得 能 够 有 助 于 确定 私有 信息 c, cns cs 的 任何 
新 信息 . 
我 们 用 下 面 的 例子 展示 这 种 交互 式 零 知 识 证 明 的 一 个 循环 . 
例 11.21 假设 保 拉 想 要 文 斯 确信 她 拥有 用 整数 ww 21144, v, 2877, v, 22001, v, = 1221, 
v, =101 表示 的 私有 信息 ， 她 的 秘密 模 是 n=47 .53 22491. (在 实践 中 ， 使 用 的 是 具有 数 百 位 
的 素数 而 不 是 本 例 中 的 小 素数 . ) 
她 的 公开 信息 由 整数 s, 组 成 ， 其 中 m o; (mod 2491) , 05, «2491, j=1, 2, 3, 4, 5. 
经 过 例 行 计算 ， 她 的 公开 信息 由 整数 s =197，s, =2453, s, 21553, 5, =941，ss =494 组 成 . 
保 拉 通 过 文中 描述 的 过 程 能 够 使 文 斯 确信 她 拥有 秘密 信息 .我 们 来 描述 一 下 此 过 程 的 一 个 
循环 ， 在 步 又 ( i ) 中 ， 保 拉 选 取 一 个 随机 数 ， 不妨 设 为 r=1253. 然后 她 将 ~ 的 模 2491 最 小 
ERA x =679 发 送 给 文 斯 . 
在 步 又 ( 这) 中, 文 斯 选取 11，2，3，4，51 的 一 个 子 集 * = 11，3，4，51 并 告知 保 拉 这 一 
在 步骤 (证 ) 中 ， 保 拉 计算 数字 y，0<yY< 王 2491 并 且 
y 三 TU,U4U4,Us 
= 1253 - 1144 - 2001 - 1221 - 101 
= 68( mod 2491). 
然后 ， 她 将 y =68 发 送 给 文 斯 
最 后 ， 在 步骤 (iv ) 中 ， 文 斯 通过 验证 x =679=68 - 197 - 1553 . 941 - 494( mod 2491) 来 
确认 x =y 5,545,5, ( mod 2491). 
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文 斯 可 以 让 保 拉 对 此 过 程 执行 多 次 循环 以 确认 她 拥有 秘密 信息 . 当 他 感觉 她 在 敬 骗 他 的 概 
率 足 够 小 以 满足 他 的 要 求 时 就 可 以 停 于 来 . 4 
证 明 者 怎样 才能 在 信息 的 零 知 识 证 明 的 交互 过 程 中 作 疯 呢 ? 也 就 是 说 ， 当 证 明 者 没有 私有 
信息 时 ， 怎 样 才 能 欺骗 检验 者 使 其 相信 她 确实 知道 私有 信息 c ，…，c, 呢 ? 唯一 明显 的 方法 
是 在 检验 者 提供 5 之 前 猜测 集合 S; 在 步骤 (i) 中， xn ]1w; 并 在 步 又 (这 ) 中 ， 取 y = 4. 


因为 集合 S 有 2" 种 可 能 (这 与 和 11，2，…， mj 的 子 集 数 目 一 样 ) ， 不 知道 私有 信息 的 人 利用 这 
一 技术 欺骗 检验 者 的 概率 是 1/2". erg 当 循环 重复 了 次 时 ， 这 一 概率 缩小 为 1/2”"， 例 如 ， 
车 m=10 且 了 =3， 则 检验 者 被 区 骗 的 概率 小 于 十 亿 分 之 一 . 

在 本 节 中 ， 我 们 仅 对 零 知 识 证 明 作 了 简要 的 介绍 ， 想 要 对 这 一 专题 了 解 更 多 的 读者 可 以 阅 
读 戈 德 瓦 塞 尔 ( Goldwasser) 在 [ Po90 ] 中 所 写 的 一 章 ， 以 及 这 一 章 里 提供 的 参考 文献 . 


11. 5 节 习 题 


d. 假设 n=3149 =47 . 67, H x* 22070( mod 3149). R x 的 模 3149 最 小 非 负 剩余 . 
2. i n 211021 =103 . 47, H x* = 1686 ( mod 11021). 求 巡 的 模 11021 最 小 非 负 剩余 . 
3. 假设 w=pg， 其 中 p A g 都 是 模 4 同 余 于 3 HRA, Er 是 与 互 素 的 整数 ， 证 明 在 x* 的 四 个 模 平方 根 
中 ， 只 有 一 个 是 某 个 整数 的 平方 的 最 小 非 负 剩余 . 
4. 假设 保 拉 的 身份 号 码 是 1760， 模 是 1961 =37 . 53， 车 保 拉 选 择 随机 数字 1101， 而 文 斯 以 1 作为 他 的 随机 比 
特 ， 说 明 保 拉 如 何 利用 沙 米尔 过 程 的 一 个 循环 内 使 文 斯 确认 她 的 身份 . 
5. 假设 保 拉 的 身份 号 码 是 7， 模 是 1411 = 17 . 83， 车 保 拉 选择 随机 数字 822, 而 文 斯 以 1 作为 他 的 随机 比特 ， 
说 明 保 拉 如 何 利 用 沙 米尔 过 程 的 一 个 循环 内 使 文 斯 确认 她 的 身份 . 
6， 执 行 例 11.21 中 用 来 确认 证 明 者 拥有 秘密 信息 的 步 又， 证 明 者 在 步骤 ( i ) 中 选择 的 随机 数字 为 7-888, H 
EREA, 2, 3, 4, 5] T5812, 3, 5]. 
7. 执行 例 11.21 中 用 来 确认 证 明 者 拥有 秘密 信息 的 步 又， 证 明 者 在 步 又 ( i ) 中 选择 的 随机 数字 为 r=1403， 且 
” ”检验 者 选择 {1，2，3，4，5|} 的 子 集 {1，5}. 
8. 设 n=2491 =47 .53. 假设 保 拉 的 身份 信息 由 六 个 数 9, =881, v, =1199, v, =2144, v, 2110, v, 2557 和 
ve 7 2200 的 序列 组 成 . l 
a) 求 出 保 拉 的 公开 身份 信息 s, s2, 55 S, 35 se 
b) 假 设 保 拉 随机 选取 了 数字 r= 1091， 文 斯 选取 子 集 S=2，3，5，6 并 将 其 发 送 给 保 拉 . 求 出 保 拉 计 算出 并 
发 送 给 文 斯 的 数字 . 
c) 文 斯 进行 什么 样 的 计算 来 验证 保 拉 知 道 秘密 信息 ? 
9. 设 n=3953 =59 67， 假设 保 拉 的 身份 信息 由 六 个 数 w = 1001, v, =21，w 23097, v, =989, v, - 157 和 
v, = 1039 的 序列 组 成 
a) 求 出 保 拉 的 公开 身份 信息 s, s2, 535 34, 35; Se 
b) 假 设 保 拉 随 机 选取 了 数字 "=403 ， 文 斯 选取 子 集 S = 11，2，4，6| 并 将 其 发 送 给 保 拉 . 求 出 保 拉 计 算出 
并 发 送 给 文 斯 的 数字 . 
c) 文 斯 进行 什么 样 的 计算 来 验证 保 拉 知道 秘密 信息 ? 
10. 假设 n=pg， 其 中 p 和 9g 是 大 的 奇 素数 ， 并 且 能 够 在 不 知道 pp 和 q 的 情况 下 有 效 地 提取 模 n 平方 根 . 证 明 
能 够 以 接近 1 的 概率 找 出 素 因 子 p Mg (提示 : 基于 下 面 的 过 程 写 出 算法 ， 选 取 整 数 *， 提 取 坟 的 模 n 最 
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小 非 负 剩余 的 一 个 平方 根 ， 需 要 证 明 找 到 与 +x 模 nn 不 同 余 的 平方 根 的 概率 是 1/2. ) 
11. 在 本 习题 中 ， 我 们 指出 在 例 11. 19 之 前 所 述 零 知识 证 明 方 案 的 一 个 缺点 假设 文 斯 随机 选取 整数 w， 直 到 


他 找到 w 的 一 个 值 ,使 得 其 雅 可 比 符号 ( 世 ) 等 于 -1， 并 将 wr 的 模 最 小 非 负 剩余 < 发 送 给 保 拉 ， 证 明 
一 旦 保 拉 发 回 她 计算 的 z 的 平方 根 ， 文 斯 就 能 分 解 n. 


11. 5 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 , 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 给 你 的 某 个 同班 同学 一 个 整数 n， 其 中 n=pg， 且 p 和 g 均 为 超过 50 位 的 素数 ， 它们 模 4 同 余 于 3， 利用 零 
知识 证 明 使 你 的 同学 确信 你 知道 p 和 q. 
2. 利用 文中 描述 的 零 知 识 证 明 ， 使 你 的 某 个 同班 同学 确信 你 知道 一 个 形 如 10 个 均 小 于 10 000 的 正 整 数 的 序列 
的 秘密 . 
程序 设计 
用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
L 给 定 n， 它 是 两 个 模 4 同 余 于 3 的 不 同 素数 的 乘积 ， 以 及 交 的 模 n 最 小 正 剩余 ， 其 中 x 是 与 n HX BE 
求 出 a^ 的 模 n 最 小 正 剩余 . 


第 12 章 十 进 制 分 数 与 连 分 数 


本 章 将 讨论 用 十 进 制 分 数 和 连 分 数 来 表示 有 理 数 和 无 理 数 的 方法 ， 我 们 将 证 明 ， 任 意 一 
有 理 数 均 可 表示 为 有 限 的 或 循环 的 十 进 制 分 数 ， 并 且 给 出 关于 其 循环 节 长 度 的 一 些 结论 .我们 
还 将 用 十 进 制 分 数 构造 无 理 数 ， 同 时 展示 如 何 用 十 进 制 分 数 去 表示 一 个 超越 数 ， 并 且 证 明 实 数 
集 是 不 可 数 的 . 

连 分 数 提供 了 一 种 表示 数 的 有 用 方法 ， 我们 将 证 明 每 一 个 有 理 数 都 具有 有 限 的 连 分 数 ， 而 
任意 一 个 无 理 数 都 具有 无 限 的 连 分 数 ， 并 且 连 分 数 是 其 最 佳 有 理 逼 近 ， 我 们 将 建立 一 个 重要 的 
结论 : 二 次 无 理 数 可 用 循环 连 分 数 表 达 ， 最 后 ， 我 们 将 给 出 如 何 使 用 连 分 数 来 帮助 我 们 分 解 
整数 . 


12.1 十进制 分 数 


本 节 我 们 将 讨论 有 理 数 和 无 理 数 的 十 进 制 表示 ， 首先 ， 我 们 考虑 实数 的 5 进 制 展开 ， 其 中 
b 为 大 于 1 的 正 整数 ， 设 a 为 一 正 实数 ，a = [a] 为 a 的 整数 部 分 ，y 2a - [a] 为 o 的 分 数 部 
分 , 进而 a=a+y, 0<y 二 1， 由 定理 2.1 可 知 ， 整 数 a。 有 唯一 的 5 进 制 展 开 式 ， 现 在 证 明 ， 
分 数 部 分 y 具有 唯一 的 5 进 制 展开 式 
”定理 12.1 设 y R—A^XA,J HOxy-—l,4bXE—AGAEAÁ, bd. 那么 y 就 可 以 
唯一 表示 为 


y = Nob, 
i=1 
其 中 系数 cj 为 整数 ， 且 满足 0<c<6b-1, j=1,，2,，…， 并 且 对 于 任意 的 正 整 数 NW， 都 存在 整 
JA n, nzN, 使 得 cb 一 1. 
定理 12. 1 的 证 明 中 涉及 了 无 穷 级 数 . 我 们 用 下 述 公 式 来 表示 一 个 无 穷 等 比 数列 的 项 
的 和 . 
定理 12.2 设 a,r 为 实数 ，|r| 二 1， 则 


Zo =a/(l -7). 

微 积分 和 数学 分 析 的 天 部 分 教材 上 都 包含 定理 12. 2 的 证 明 ( 例 如 可 参见 [Ru64] ). 

现在 我 们 来 证 明定 理 12. 1. 

证 明 首先 令 

€, — [5y], 
T4EOxesxb-1, 因为 0<6by 二 5b， 再 令 
yı 7" by-e = by-[byl, 

Am osy <1, H 
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对 于 &=2，3，…， 我 们 递归 定义 Wy, 
c, = [by] 
y, = by,41-€6, 
E Oc xb-1, HX Oby, b HOxy,—l. 于 是 


XH0zy,«1, TA 0m y,/b 1b". 于 是 ， 
limy,/b" = 0. 
所 以 ， 我 们 可 以 推出 


- >» c/b’. 
为 了 证 明 该 展开 式 是 唯一 的 ， 假 设 有 


y= Y v 三 Y 4v, 
其 中 0<cos<8-1，0<d<0-1， 并 且 对 于 任意 的 正 整数 W， 都 存在 大 于 的 整数 n 和 m， 使 
ffe, #b-1, d,sb -1， 假 设 大 是 使 得 v d, 成 立 的 最 小 下 标 ， 不 妨 设 o > d, Ce, — d, 的 情形 . 
可 交换 两 个 展开 式 来 证 明 ) ， 则 


0 = Y (e; - dj) /b! = (e, - 4) 十 » (e, - dj) /b?, 
" £ T 
(o duse J (i-e). | 2vOQOA0) 
iod, 我 们 有 did 


(c, - d) /b* > 1/b*, (12.2) 
然而 
Y (d, - c;) / b! < > (b — 1)/b! 
17b" 
1 - 1/b 
zq/, (12.3) 
上 式 不 等 号 右边 的 求 和 用 到 了 定理 012.2. ÆRA A2 3) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 对 任意 的 7 关上 +1， 
d; -c=b-1， 这 又 当 且 仅 当 对 于 任意 的 jk+1， 都 有 d =6 -1，c=0， 这 与 定理 的 假设 条 件 
ZB. 所 以 (12. 3) 中 的 不 等 式 为 严格 不 等 式 ， 进 而 (12.2)、(12.3) 与 (12.1) 矛 盾 ， 这 表明 ， 
a Rf b 进 制 展开 式 是 唯一 的 . 本 


2(b-1) 
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一 个 实数 的 形 如 Pos 的 展开 式 称 为 该 数 的 5 进 制 展开 ， WEC c 1C2C3 95 ) a 


为 了 求 出 实数 y 的 5 进 制 展开 式 (. cczc…) ， 我 们 可 以 用 定理 12. 1 的 证 明 中 给 出 的 递 推 
公式 ， 即 


€, — Loyal, y. = by 一 [bya], 
其 中 yo =y, =1，2，3，…( 注 意 ， 这 些 数 字 有 显 式 公 式 见习 题 21). 
例 12.1 ik 6,66), 29 1/6 的 八进制 展开 式 ， 则 
1 1 1 
a-[8:2]*1 qi cere mb 
1 1 2 
sepeg nv. ds cime 
2 2 1 
« = [8-5] =5, dict ean: 
1 1 2 
dee seis. 
2 2 1 
S| å 
等 等 ， 我 们 可 以 看 到 上 述 展 开 过 程 是 循环 的 ; 因此， 
1/6 = (.1252525--.),. l 4 


下 面 我 们 讨论 有 理 数 的 b 进 制 展开 式 .， 我们 将 证 明 一 个 实数 为 有 理 数 当 且 仅 当 它 的 5 进 制 
展开 式 是 循环 的 或 者 是 有 限 的 . 
定义 一 个 5 进 制 展开 式 (. cic,c3…)，,， 若 存在 正 整 数 n,， 使 得 c,=c,i 76,2: 20, WM 
称 它 是 有 限 的 . 
例 12.2 1/8 的 十 进 制 展开 (. 125000…),。 = (. 125),o 是 有 限 的 . 同样 ，4/9 的 6 进 制 展开 
式 (. 24000…)。 2 (.24)。 也 是 有 限 的 . 
为 了 描述 那些 具有 有 限 的 5b 进 制 展开 式 的 实数 ， 我 们 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 12.3 实数 a(0<a<=1) 有 一 个 有 限 的 基 为 6 的 展开 式 当 且 仅 当 Q 是 有 理 数 ， 并 且 可 
5A a=r/s, FP O0sr<s, 而 且 s 的 任 一 素 因 子 均 整除 b. 
证 明 首先 , 设 a 有 一 个 有 限 的 5b 进 制 展 开 式 ， 
a = (.e06,),. 
那么 
a= n 十 je 十 … 十 
eb" cb 
p 
所 以 o 为 有 理 数 ， 而 且 可 以 写 为 分 母 仅 能 被 的 素 因 子 整除 的 分 数 形式 . 
反 过 来 , 设 0<a<=1, Ho-rs, 其 中 s 的 任 一 素 因 子 都 整除 5。 因 此， 存在 5 BRE, T 
妨 设 为 DU, BEES 整除 (例如 ， 取 N A s 的 素 寡 因子 分 解 中 指数 最 大 的 那个 )， 那 么 
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ba = b'r/s = ar, 
其 中 ，sa = 多，a 为 一 正 整数 ， 因 为 *| b" RER (a.a, 702,2), X ar W b REFR, W 
ao i 
e — 
= a bU" £a, ub" e cab" cab 
= (.00--2,2, ,70,29) ». 
因此 ，a RAAR b 进 制 展 开 式 . s 
注意 ,任意 有 限 的 56 进 制 展 开 式 可 以 写 为 在 尾部 全 部 添加 数字 5b -1 的 无 尽 的 展开 式 ， 这 
EAC erep) =(cc…ces -15-15-1:-), 例如 : (12), = (. 11999- ) 0 这 就 解释 
了 为 什么 我 们 在 定理 12. 1 中 要 求 :“ 对 任意 整数 W， 都 存在 n， 使 得 mn>N 并 且 o 关 5 -1". 如 
果 没 有 这 个 限制 , b 进 制 展开 式 将 是 不 唯一 的 . 
一 个 5b 进 制 展开 式 如 果 不 是 有 限 的 ， 那 么 它 可 能 是 循环 的 ， 例 如 ， 
1/3 = (.333---.),, 
1/6 = (.1666---),,, 


1/7 = (.142 857 142 857 142 857---) . 
EX 6 进 制 展开 式 (. ciczcs…),， 如 果 存 在 正 整数 和 上 ,使 得 对 任意 的 n 之 N， 都 有 
cy=cv,， 那 么 就 称 该 展开 式 是 循环 的 . 
我 们 将 循环 的 8 进 制 展 开 式 (. C103 £y 1 Cn Cv aci Cp 17 Cn a i CN 77 )s WA (6,0, 7 Cya 
cy ey a), 例如 
1/3 = (3), 
1/6 = (.16)。， 


1/1 = (. 142857) ,.. 

注意 到 1/3 和 1/7 的 十 进 制 展开 式 的 循环 部 分 是 直接 开始 的 ， 而 1/6 的 十 进 制 展开 式 的 
循环 部 分 开始 之 前 还 有 一 位 数字 1， 我 们 称 b 进 制 展 开 式 循环 部 分 之 前 的 部 分 为 预 循 环 
(pre-period) ， 循 环 的 部 分 称 为 循环 节 ， 这 里 循环 节 取 最 小 可 能 的 长 度 ， 

例 12.3 2/45 的 三 进 制 展开 式 为 (. 00 1012);， 预 循环 是 (00),， 循 环节 是 (1012)，. 4 

下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 有 理 数 具 有 有 限 的 或 循环 的 5 进 制 展 开 式 ， 而 且 ， 该 定理 还 给 出 了 
有 理 数 的 5b 进 制 展开 式 的 预 循环 和 循环 节 的 长 度 . 

定理 12.4 设 b 为 一 正 整 数 ， 则 一 个 循环 的 b 进 制 展 开 式 表 示 一 个 有 理 数 。 反 过 来 ， 有 理 
数 的 b 进 制 展 开 式 或 者 是 循环 的 ， 或 者 是 有 限 的 .进一步 , 设 0 二 a 二 1， a =r/s， 其 中 r，s 为 
互 素 的 正 整数 ，s = TU， 其 中 了 了 的 任 一 素 因 子 整 除 b 且 (U,5) =1,. 则 a 的 b 进 制 展开 式 的 特 
环节 长 度 为 ordub， 预 循环 的 长 度 是 N， 其 中 改 为 满足 T|b 的 最 小 正 整 数 . 

WA 首先 , Uo B b 进 制 展开 式 是 循环 的 ， 则 
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a = (0. cic, en € 764), 


€ €) CN eO E a A N+K 
"utu oer» m) eee tum) 
c c b c ink 
C aa a a s tym) 
其 中 ， 由 定理 12. 2 知 
£i pod p-r 
b 


因为 a 是 有 理 数 之 和 ， 所 以 其 为 有 理 数 : 

REDE, 设 0 二 a 二 1，a = rs， 其 中 r，s* 为 互 素 的 正 整数 ，* = TU， 其 中 了 的 任 一 素 因 子 
整除 上 EL(U, b) 21, 为 满足 了 | b" 的 最 小 正 整数 . 

HT], RMA a7=b”"， 其 中 4a 为 正 整 数 ， 从 而 


b'a = x M T (12.4) 
进一步 ， 可 将 其 写 为 
| S ART, (12.5) 


其 中 4，C 为 整数 且 满 足 
OxA-Lb", 0<C<U, 


H(C, U) s1. (EGET A 的 不 等 式 可 从 0< bas SI 得 到 ， 而 这 又 可 从 0 < “< 1 BER 
D o" 得 到 )， 由 (r，s) = 工 易 知 (C，U) 21. 由 定理 12.1，4 有 一 个 6b 进 制 展开 式 4 = (a, 


Q, 1…Q100) ,- 


di U=1, Who 的 5 进 制 展开 式 显然 是 有 限 的 ， 否 则 ， 令 "= ordb, W 


C _ (P ET)O C 
FU sc ET. (12. 6) 
其 中 :为 一 正 整数 ， 因 为 ”=1(mod U). 然而， 我 们 又 有 
C Ht > Y. 
E tot poi a 


XC Ceo), DU O EMRE, DE 
€, = [byr ] Yk = by, z [by] Qc21,2,9-- 


这 里 y, = 二， 由 式 (12.7) ， 可 得 
Cs 
- 


比较 (12. 6) 和 (12. 8) 中 的 分 数 部 分 ， 并 注意 到 0<y, 二 1， 我 们 发 现 


UM (eb! + cb? done ty, (1278) 


十 进 制 分 数 与 达 分 数 id 


故 


Bie, ，c ，…: 的 递归 定义 ,我们 可 以 推出 cs。 = ck=1，2，3，…， 从 而 疙 有 一 个 进 抽 


循环 展开 式 
C 


万 O02,) 


U 
联 立 (12.4) 和 (12. 5) HAMER 进 制 展开 式 代入 ， 有 
b"a = (a,a, paiao. 6,6;76,) ,. (12.9) | 
(12.9) 两 边 同 除 以 2^, RIA 
l a = (.00…a,a aiao €,65776,) 
(此 处 我 们 将 5"a 的 6 进 制 展开 式 的 小 数 点 向 左 平移 了 N 位 得 到 a 的 进 制 展开 式 )，a 的 这 个 
b 进 制 展开 式 中 ， 预 循环 (. 00…asae,，，…aiao)， WEKEN N, WN- (n+1) 个 零 开头 ， 而 循环 
节 的 长 度 为 
我 们 已 经 证 明 存在 一 个 a 的 进 制 展开 式 ， 其 预 循环 长 为 V， 循 环节 长 为 ”为 了 完成 证 
明 ， 我 们 还 必须 证 明 : 无 法 重组 出 a 的 其 他 形式 的 5 进 制 展开 式 ， 使 得 其 预 循环 的 长 度 小 于 


= N, 或 者 循环 节 的 长 度 小 于 v. 为 了 证 明 这 点 ,假设 


a = (. 163 Cu Cmi Cmar) à 


c c c b" c | c 
= | 


b s b? b" bi EN 1 p^" p^ 
O (eb eb? + tow) (B -1) + (cmb + ee + cun) 
^ b” (b -1) ` 


B asrs, (r, s) 21, RIA s |b” -1)， 因 此, Tb", U| (9 -1). Ami, MSN, 
| 有 (由 定理 9.1， 得 知 外 =1(mod VU) 和 v=ordyb). 因此 ， 其 预 循环 的 长 度 不 能 小 于 N， 或 者 
循环 节 的 长 度 不 能 小 于 v 

我 们 可 以 利用 定理 12.4 来 判断 十 进 制 展开 式 的 预 循环 和 循环 节 的 长 度 . WE e = ws*，0 < 
a <1， 并且 * =2"52t， 其 中 ( 10) =1. 那么 ， 根 据 定理 12.4， 预 循环 的 长 度 为 max(s:，s ) ， 
循环 节 的 长 度 为 ord,10. 

例 12.4 令 a=5/28， 因 为 28 22^ .7， 定 理 12.4 表明 预 循环 的 长 度 为 2， 循 环节 的 长 度 
为 ord,10 =6， 由 5/28 = (.17 857142) ， 我 们 可 以 看 到 这 两 个 结果 都 是 正确 的 . < 

注意 ， 既 约 有 理 数 rs 的 预 循环 和 循环 节 长 度 仅 与 分 母 有关， 与 分 子 7 无关. 

由 定理 12.4 我 们 知道 ， 一 个 既 不 是 有 限 又 非 循 环 的 5 进 制 展开 式 表 示 一 个 无 理 数 

例 12.5 十 进 制 展开 式 


Xr E 
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«a = . 10 100 100 010 000… 
包含 一 个 1， 接 着 一 个 0， 一 个 1， 再 接着 两 个 0， 一 个 1， 再 接着 三 个 0， 如 此 下 去 ， 它 表示 的 
就 是 一 个 无 理 数 ， 因 为 其 十 进 制 展 开 既 不 是 有 限 的 ， 也 不 是 循环 的 . < 
前 例 中 的 a 是 特意 构造 的 ， 使 得 其 十 进 制 展 开 式 明显 不 是 循环 的 .但 是 证 明 一 些 自然 产生 
的 数 ， 如 e 和 等 是 无 理 数 时 ,我 们 就 不 能 用 定理 12.4 了 ， 因 为 我 们 没有 显 式 公式 表示 这 些 
数 的 十 进 制 位 数字 .无 论 计算 了 它们 十 进 制 展开 式 的 多 少 位 ， 我 们 都 不 能 由 此 判定 它们 是 无 理 
数 ， 因 为 它们 的 循环 节 可 能 比 我 们 已 算 过 的 位 数 的 数目 还 要 长 


超越 数 


法 国 数学 家 刘 维 尔 是 第 一 个 证 明了 某 一 个 特定 的 数 是 超越 数 的 人 (回忆 1.1 节 中 超越 数 
的 定义 : 没有 一 个 整 系数 多 项 式 以 其 为 根 的 数 . ) 刘 维 尔 证 明 的 超越 数 就 是 ， 


a = ` i = 0. 11 000 100 000 000 000 000 000 100… 
izi 


这 个 数 在 小 数 点 后 第 n! 个 位 置 取 1， 其 他 位 置 取 0， 为 了 证 明 这 个 数 是 超越 数 ， 刘 维尔 证 明了 
下 面 的 定理 ， 它 告诉 我 们 : 一 个 代数 数 无 法 用 有 理 数 很 好 地 逼近 ， 注 意 到 : 一 个 nm 次 代数 数 ， 
就 是 一 个 n 次 整 系数 多 项 式 的 实 根 ， 并 且 还 要 求 它 不 是 任何 一 个 次 数 小 于 的 整 系数 多 项 式 的 
Su. 

定理 12.5 de a — A nCR RAK, XOU, n E — RACRI 的 正 整 数 ， 那 么 就 存在 一 个 正 
实数 C， 使 得 
|e- 7| > C/g" 


对 于 任意 一 个 有 理 数 p/q (q70) 都 成 立 . 
定理 12. 5 的 证 明 虽 然 不 难 ,但 是 需要 微 积分 的 知识 ， 所 以 在 这 里 我 们 不 给 出 证 明 . 读者 
可 以 参考 [ HaWr79] 中 的 证 明 . 我们 更 原意 用 这 个 定理 来 证 明 刘 维尔 的 那个 数 是 超越 数 . 


推论 12. 5. 1 数 a= Yao 是 超越 数 . 


证 明 首先 ， 注意 到 a 不 是 有 理 数 ， 因为 它 的 十 进 制 展开 式 不 是 有 限 的， 也 不 是 循环 的 . 
说 它 不 是 循环 的 ， 是 因为 注意 到 展开 式 中 相 邻 的 1 之 间 的 0 的 个 数 是 不 断 增 加 的 . 
09 pug, 表示 定义 wa 的 和 式 中 前 大 项 的 和 ， 注意 到 g, = 104. 因为 对 于 任意 的 i=k+1， 
10” >10", MARIE 


D, ua 1 kd 1 
2t 二 Tp PPIE REL 
| » 4; A. 10” 2s. (100791): 
因为 
2, 108" ^ 100! 4 7 10601" 
所 以 


2 
Tom pr 
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所 以 a 不 可 能 是 代数 数 ， 原 因 在 于 若 它 是 n 次 代数 数 ， 则 由 定理 12.5， 就 应 当 存 在 一 个 正 实 
数 C， 使 得 | a -p,/q, | > cg; 这 是 不 成 立 的 ， 因 为 我 们 已 经 有 了 a-pn/alc2a 5. in 
可 以 使 上 足够 大 而 大 于 n， 这 样 就 会 产生 矛盾 . n 

实数 的 十 进 制 展开 式 的 概念 可 以 用 于 证 明 实 数 集 不 是 可 数 的 .一 个 可 数 集 就 是 一 个 可 以 与 
正 整数 集 构造 一 一 映射 的 集合 . 等 价 地 说 ， 一 个 可 数 集 的 所 有 元 素 可 以 依照 某 种 顺序 排列 出 
来 ， 与 1 对 应 的 元 素 第 一 个 被 列 出 ， 其 次 是 与 2 对 应 的 元 素 ， 如 此 下 去 .我 们 将 给 出 德国 数学 
家 康 托 (Georg Cantor) 的 证 明 . 

定理 12.6 实数 集 是 不 可 数 集 . 

证 明 ”假设 实数 集 是 可 数 集 ， 那 么 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 所 构成 的 子 集 也 应 当 是 可 数 的 ， 
因为 一 个 可 数 集 的 子 集 也 是 可 数 的 (请 读者 自己 证 明 ). 根据 这 个 假设 ,0 和 1 之 间 的 实数 集 能 
UA T. n. nenn 的 形式 列 出 ， 设 它们 的 十 进 制 展 开 式 分 别 为 : 

r, = 0.dudiodasd… 

r, = 0, d, d, d d, 

rs = 0. d ds ds d: 

P 0. d,,d,4d44d4,7* 
等 等 ， 现 在 构造 一 个 新 的 实数 r=0.dididid，…， 其 中 当 da4 Bb d 24, 而 当 d=4 时 
d; 25. 
| 
乔治 . 康 托 ( Georg Cantor, 1845—1918) 出生 于 俄国 的 圣彼得堡 ， 他 的 父亲 是 那里 的 
一 位 成 功 的 商人 ， 当 他 11 岁 的 时 候 ， 整 个 家 庭 由 于 不 堪 俄 国 严酷 的 气候 迁 至 德国 . 
在 德国 读 高 中 的 时 候 ， 康 托 开始 对 数学 产生 了 兴趣 . 开始 他 进入 苏黎世 大 学 后 来 在 
柏林 大 学 念书 ， 先 后 师 从 著名 数学 家 库 默 尔 、 维尔 斯 特 拉 斯 、 克 罗 内 克 ， 1867 年 他 
因数 论 方面 的 工作 获得 了 博士 学 位 .1869 年 他 取得 了 哈雷 大 学 的 一 个 职位 ， 并 且 在 
那里 工作 到 1913 年 退休 . 

康 托 被 认为 是 集合 论 的 创始 人 ， 也 因 对 数学 分 析 的 贡献 而 著称 . 许多 数学 家 都 高 度 推崇 他 的 工作 ， 
如 希 尔 伯 特 就 曾 评价 他 的 工作 是 : “数学 天 才 的 绝 佳之 作 以 及 纯粹 人 类 智力 行为 的 最 高 成 就 " 除了 数 
学 ， 康 托 对 哲学 也 很 感 兴趣 ， 曾 写 过 将 他 的 集合 论 与 形而上学 联系 起 来 的 文章 . 

康 托 于 1874 年 结婚 并 且 有 五 个 孩子 ， 他 性 格 比较 忧郁 但 所 幸 被 他 太太 的 乐观 所 平衡 ， 虽 然 从 他 父亲 
那里 继承 了 一 大 笔 遗 产 ， 但 由 于 他 在 哈雷 大 学 作 教授 的 工资 很 低 ， 所 以 他 申请 了 柏林 大 学 一 个 待遇 较 好 
的 位 置 ， 但 是 克 罗 内 克 阻 止 了 对 他 的 任命 ， 因为 克 罗 内 克 并 不 认 己 康 托 在 集合 论 上 的 观点 . 不幸 的 是 ， 
康 托 在 他 的 晚年 一 直 遭 受 着 精神 病 的 折磨 1918 年 他 在 一 个 精神 病 诊 所 因 心 脏 病 突 发 去 世 . 


由 于 每 一 个 实数 都 有 唯一 的 十 进 制 展开 (展开 式 的 尾部 完全 由 9 组 成 的 情况 排除 在 外 ) ， 
所 以 我 们 所 构造 的 0 和 1 之 间 的 实数 7 不 等 于 7 ，rs，r，…… 中 的 任何 一 个 ， 这 是 因为 不 存在 
于 上 述 列表 之 中 ， 这 与 所 有 0 和 1 之 间 的 实数 都 在 上 述 列表 之 中 矛盾 ， 进 而 0 和 1 之 间 的 实数 
集 ， 乃 至 全 体 实 数 集 都 是 不 可 数 的 . | : MM à 


344 | 812€ 


$ 


12.1 节 习 题 
1. 写 出 下 列 各 数 的 十 进 制 展开 式 . 

a)275 b)5/12 c)12/13 d)8/15 c e)l/111 f)1/1001 
2. 写 出 下 列 各 数 的 八进制 展开 式 . 

a)1/3 b)1/4 c)1/5 d)1/6 e)1/12 f)1/22 
3. 找 出 表示 下 列 展开 式 的 既 约 分 数 . 

a).12 b).12 | e). 12 
4. 找 出 表示 下 列 展开 式 的 既 约 分 数 . . 

a)(123),  b)C013), — ce)(. 17), d) (. ABC), 


5. 哪些 正 整数 548. 11/210 的 5 进 制 展开 式 是 有 限 的 ? 
6. 求 出 下 列 整数 的 十 进 制 展 开 式 中 的 预 循环 和 循环 节 的 长 度 . 


a)7/12 b)11/30 c)1775 d)10/23 e)13/56 f) 1/61 
7. 求 出 下 列 整数 的 十 二 进 制 展开 式 中 的 预 循环 和 循环 节 的 长 度 ， 
a)1/4 b)1/8 c)7/10 d)5/24 e)17/132 1)7/360 


8. 设 ?为 一 正 整 数 ， 证 明 : 1/m 的 5 进 制 展 开 式 的 循环 节 长 度 是 m -1， 当 且 仅 当 m EROH b Æ m 的 一 个 
原 根 . : 
9. Cp 等 于 多 少时 ，1/p 的 十 进 制 展 开 式 的 循环 节 长 度 等 于 下 列 整 数 ? 


a)i b)2 c)3. d)4 - e)5 f)6 
10. 写 出 下 列 各 数 的 5 进 制 展开 式 . 
a)l/(b-1) b)1/(b+1). 


11. wb 是 一 个 大 于 2 的 整数 ， 证明: 1/(5 - 1) ”的 二 进 制 展开 式 为 (. 0123…0 -3 b -1)， 
12. 现 有 一 个 上 进 制 展开 式 
(.0123…8 — 1 101 112…) ，， 

它 是 通过 连续 列 出 4b 进 制 的 整数 构造 出 来 的 证明: 该 展开 式 所 代表 的 实数 是 无 理 数 . 

13. 证 明 
EE 

是 无 理 数 ， 其 中 4b 是 任意 比 1 大 的 正 整数 . 

14. 令 5 ，6b,，b3，… 是 一 个 由 大 于 1 的 正 整数 构成 的 无 穷 序列 . 证明: 任意 实数 都 可 以 由 


€, €; €, 
十 一 -十 + 一 一 一 十 … 
^T bb bbb 


表示 ， 其 中 co， Cis C2, 3, … 为 整数 ， 并 且 0<c <k, k=1, 2, 3…， 
15. 证 明 每 一 个 实数 都 具有 形 如 


co 十 +e 


1 2 £3 
ir^. 3r 
的 展开 式 ， POS <k, k=1, 2, 3, =. 
16. 证 明 任意 有 理 数 按照 习题 15 中 的 展开 式 展开 ， 一定 是 有 限 的 . 
* 17. 设 p 为 素数，1/p 的 6 进 制 展 开 式 为 (. 0,6776, 5),, WM L/p 的 5 进 制 展开 式 的 循环 节 长 度 为 p-1， 证 
明 : WR m 是 一 个 正 整数 且 bmp, WA 
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* 18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 


24. 
* 25. 
26. 


m/p - (. Epa 6 a€162 a£.) s 
其 中 上 是 ind,m f£ p 的 最 小 正 剩 余 . 
证 明 : 如 果 是 素数 ， 并 且 1/p=(. 6676), 的 循环 节 长 度 是 偶数 ， BI k=2t, SÉ A c; c, =b, j= 
1,2, |, t. 
什么 样 的 正 整数 n 能 够 使 得 1/n 的 二 进 制 展开 式 中 循环 节 的 长 度 等 于 m - 17? 
什么 样 的 正 整数 n 能 够 使 得 1/n 的 十 进 制 展开 式 中 循环 节 的 长 度 等 于 -1? 


设 5 为 一 正 整 数 ， 实 数 y = Zev, 0<y<1， WH: E T ea 


b[qU^), j21, 2，… 导 出 (提示: 首先 , 证明 0< [y] -2[7yo-:] «b -1 再 证 明 E 
b[y5/7 ]) / =y- (yb Lyb" ]/8) , 并 令 N— 9.) 

运用 习题 21 中 的 公式 求 出 1/6 的 十 四 进 制 展开 式 . 

证 明 数 

(~ 1) 5710" 


对 任意 的 正 整数 序列 a, ，a ，… 都 是 超越 数 . 

十 进 制 表达 式 中 仅 含 0 和 1 的 实数 所 构成 的 集合 是 可 数 的 吗 ? 

证 明 e 是 无 理 数 . 

伪 随 机 数 可 以 由 1/P 的 m 进 制 展 开 式 生 成 ， 其 中 己 是 与 下 互 素 的 正 整数 ， 我 们 令 x n or， 其 中 正 整数 /7 
表示 种 子 的 位 置 ，1/P = C 667), XT BURN L/P 生成 子 . 找 出 下 列 两 组 参数 所 对 应 的 伪 随 机 数 
序列 所 生成 的 前 十 项 . 

a)mz7, P=19, j=6 b)m=8, P=21, j=5 


«M: 


12. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


1. 
2. 
3. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
求 出 212/31 597, 1053/4 437 189, ，81 327/6 666 699 的 十 进 制 展开 式 的 预 循环 和 循环 节 . 
尽 可 能 多 地 找到 这 样 的 整数 n， 使 得 1/n 的 十 进 制 展开 式 的 循环 节 长 度 为 n - 1. 
求 出 的 十 进 制 展开 式 的 前 10 000 项 ， 你 能 发 现 什么 规律 吗 ? 试 着 对 这 个 展开 式 做 一 些 猜 想 . 


4， 求 出 。 的 十 进 制 展开 式 的 前 10 000 项 ， 你 能 发 现 什么 规律 吗 ? 试 着 对 这 个 展开 式 做 一 些 猜 想 . 
程序 设计 


1. 
2. 
3. 
4. 


用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

求 出 一 个 有 理 数 的 进 制 展开 式 ， 其 中 是 一 个 正 整数 ， 

由 一 个 有 理 数 的 进 制 展开 式 ， 求 出 该 有 理 数 最 简 分 式 的 分 子 和 分 母 

5 是 一 个 正 整数 ， 求 出 一 个 有 理 数 的 5 进 制 展开 式 中 预 循环 和 循环 节 的 长 度 . 

用 1/P 为 生成 子 ， 根 据 模 数 m 和 j 处 的 种 子 ， 产生 伪 随 机 数 (习题 26 PANA), 其 中 P 和 mw 是 大 于 1 的 
互 素 的 正 整数 ，/ 是 正 整 数 . 


12.2 有限 连 分 数 


运用 欧 欧 几 里 得 算法 ， 我 们 可 以 将 有 理 数 表示 成 连 分 数 . 例如 ， 欧 几 里 得 算法 可 以 产生 如 下 
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的 等 式 序列 : 
62 =2.23 +16 
23 =1.16+7 
16=2.7+2 
223-241. 
我 们 用 等 式 中 的 除数 去 除 等 式 的 左右 两 边 ， 可 得 
l ; 62 ` 16 1 
2372 *53 7? * 35/16 
23 7 1 
i 
16 2 1 
de AT. 
7 1 
3 2324 pJ . 
合并 这 些 式 子 ， 我 们 得 到 
62 _ 1 
23 23/16 
1 
= 2 + TIN 
16/7 
224 L 
1 + 
d 
772 
= 2 + 
1 
14 
1 
24 
3 pE 
2 


上 述 一 连 串 等 式 的 最 后 一 项 就 是 62/23 的 连 分 数 展开 式 . 
现在 ,我 们 来 定义 连 分 数 . 
定义 ”一 个 有 限 连 分 数 就 是 形 如 


a 十 
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的 表达 式 ， 其 中 a, a, a, ©, a, 是 实数 ， 并 且 al ，a，…，oa, 大 于 零 . 实数 al ，a,，…， 
a, 被 称 为 连 分 数 的 部 分 商 ， 如 果实 数 a, a, a, ©, a, 都 是 整数 ， 那 么 就 称 连 分 数 是 简 
单 的 . 
由 于 将 连 分 数 完全 写 出 十 分 麻烦 ， 我 们 用 符号 [co; a,，a,，*…, a,] 表 示 上 述 定义 中 的 有 
限 连 分 数 . 
现在 来 证 明 每 一 个 有 限 简 单 连 分 数 都 表示 一 个 有 理 数 ， 稍 后 ， 我 们 还 将 证 明 每 一 个 有 理 数 
都 可 以 用 有 限 简单 连 分 数 表 示 . 
定理 12.7 每 一 个 有 限 简 单 连 分 数 都 表示 一 个 有 理 数 : 
证 明 用 数学 归纳 法 来 证 明 该 定理 .对 于 n=1， RITE 
1 aa, +1 
[a,5a,] = ao fO se 
它 是 有 理 数 . 现在 假设 对 于 正 整数 k， 当 as, a, 22, 00, aL 是 整数 ， 并 且 a, a, 0, a 大 
于 0 时 ,简单 连 分 数 [ao; a, az, o, aal ETEMA S do, a, 03, y ap ERER, 
并 且 cl ，a ，…， a, AFO. 注意 到 
1 
[a ;a,,* yaksar] 
由 归纳 法 的 假设 知 ， COLONNA TTE 因此 ， 存在 整数 Ms, Rh 3+0, 使 得 连 
分 数 等 于 rs. 34 


[ooici， saka d = @ + 


narun i doi se 
它 也 是 一 个 有 理 数 . a 
现在 运用 欧 几 里 得 算法 来 证 明 每 一 个 有 理 数 都 可 以 写 为 有 限 简单 连 分 数 . 
定理 12.8 每 一 个 有 理 数 都 可 以 表示 为 有 限 简单 连 分 数 . 
证 明 令 x=a/， 其 中 和 ?是 整数 ， 并 且 1>0. 令 m=o r=b5， 那 么 ， 欧 几 里 得 算法 
将 产生 下 列 等 式 序列 : 


r/s r 


ro = rng, tr, 0cr,-«n, 
T, = 4 + Ts 0crn-crn,. 


T, = "Qs + Ta 0 mr, —n, 


TQ 7 T, 205-2 十 Tua 0 < Fai < Ta-23 


= Tn._14n-! + Ta 0 < u < a-i , 


Toa = Td, 
上 述 等 式 中 g, 400,4, 都 是 正 整数 .以 连 分 数 形式 表达 上 述 等 式 ， 我 们 有 
和 
n [EE s 1 


3 
— = 十 -一 = i es 
T, zi r, t r,/T, 
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LA 1 
rn b gs ra/ra 
T 1 
na T baty 7 r a/r 
-2 1 
LM 74.4 Li = Iai Ta-1/T 
将 第 二 个 等 式 中 r/r 的 值 代 人 第 一 个 等 式 ， 得 到 
gt+ 1 (12. 10) 
A 
类 似 地 ， 将 第 三 个 等 式 中 r/r, 的 值 代入 (12.10) ， 得 到 
i =q + ! 1 
92 十 1 
1; r,/T 
继续 进行 上 述 过 程 RITA 
a 1 
Bb =q 十 
1 
92 十 
q3 + 
+ qai pk 
EE ^ 
因此 二 = [g; 9;，…，9,]， 这 表明 每 一 个 有 理 数 均 可 写 为 有 限 简单 连 分 数 . . 
注意 到 有 理 数 所 对 应 的 连 分 数 不 是 唯一 的 .由 恒等式 
1 
a, = (a, - 1) ti 
我 们 看 到 ， 只 要 a, 1, 就 有 
[ao;a as 7,2, ,0,] 二 [4550,,8, ,***,,.,,0, a 1,1]. 
例 12.6 我 们 有 | | 
让 = [0;1,1,1,3] = [0;1,1,1,2,1]. < 


FXE, 可 以 证 明 每 一 个 有 理 数 都 恰好 具有 两 种 有 限 简单 连 分 数 的 表示 形式 ， 一 种 具有 奇 
数 个 项 ， 另 一 种 具有 偶数 个 项 (参看 本 节 后 面 的 习题 12 ). 


下 面 ， 我 们 将 讨论 通过 对 连 分 数 的 表示 式 在 不 同位 置 进行 截断 而 得 到 的 数 . 
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定义 连 分 数 [ao; a1，a,，…，as]， 其 中 上 为 不 大 于 nn 的 非 负 整数 ,被 称 为 连 分 数 [ao; 
a, a, **, a, JHE k TKKF, 74 C,. 
在 接 下 来 的 工作 中 ， 我 们 将 需要 连 分 数 收敛 子 的 一 些 性 质 ， 现 在 ,我 们 以 一 个 收敛 子 的 公 
式 作为 开始 ， 推 导出 这 些 性 质 . 
定理 12.9 令 a，aij，a，…，a, 为 实数 ， 其 中 al，a ，…，a, AER. 设 序列 Pos Pis 
Pos s Pa qo. di, d, o 4, 按 如 下 方式 递归 定义 
po = 99 q% =l 


Pi =a, +1 q =a, 


P, = OD... t Duo d, = Akari + qe-2 
k=2, 3, =, n. 那么 第 天 个 收 化 子 C, = [ao;i a,, cc, a,] 由 下 式 给 出 : 
C, = pe/ qr 
证 明 ”用 数学 归纳 法 证 明 该 定理 .对 k=0， 我们 有 
C, = [ag] = a/l = po/go: 
对 上 =1， 我 们 得 到 


因此 ， 对 于 k=0 和 k=1 的 情形 ， 定 理 是 正确 的 . 

HE, BRIEK k, 2<k<n, 定理 是 成 立 的 .这 意味 着 
Pe _ Pr- + Pr-2 
qe 9,0, + dis 
由 p; fl g; 的 定义 方式 ， 我们 知道 实数 pi pos u- WARMTE EE co a1, s apar 
因此 ， 用 a, *1/a,, ,EHXCI2. 11) 中 的 实数 a, R 


(12.11) 


C, = [aoioa ar] = 


1 
C, = [2559,,77,9,,4,4] = [e030 $71,04,45,9, 十 " | 
(a + L) pn + Pi 
aksi 
(a + —— )aa + 4,2 
94,1 
a.a (QiPe-t + Poo) + Pia 
aja (0,4, + Q3) + d 
_ eaP + Pia 
(4,40. + dia 
NT 
s d 
这 样 就 通过 归纳 法 完成 了 证 明 ， a 
我 们 将 通过 下 面 的 例子 来 描述 如 何 应 用 定理 12. 9. 
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例 12.7 我 人 有 173/55 = [3; 6, 1, 7]. 下 面 计算 出 序列 p;, Mg, j=0, 1, 2, 3: 
po=3 gqo=1 
pl =3.6+1 =19 q =6 | 
p,21:1943-222 =1.6+1=7 
| P =7 +22 +19 2173 gq,=7:7+6 = 55. 
因此 ， 上 述 连 分 数 的 收敛 子 为 
C, 2 py/q, 2 371 2 3 
C, = p,/4, = 19/6 
C, = p,/q, = 22/1 
C, = p,/q, = 173/55. < 
我 们 现在 给 出 并 证 明 连 分 数 收敛 子 的 另 一 个 重要 性 质 . 
定理 12.10 令 C=ps/gi 为 连 分 数 [aoi ol，a ，…，as] 的 第 天 个 收敛 子 ， 其 中 天 为 一 正 
Ad, Iksmn. de p, 如 定理 12.9 中 所 定义 ， 那 么 
Pda 7 Pyad = (7 1). 
WEB] 利用 数学 归纳 法 证 明 该 定理 . 对 于 k=1， 我 们 有 
Pido -pog = (Caoa, +1) * 1 - aqua, =1. 
假设 该 定理 对 于 整数 E( 1k n) EEK, IA 
Pda 7 Pyady = (7 1). 


进而 
Pigi 7 Pidia = (Qinps + Prai) gs 7 (0440, + Giai) 
= Prags -pq 2 - (21) 7 = (-1)*, 
因此 ， 该 定理 对 于 上 +1 的 情形 也 是 正确 的 . 这样 ， 我们 就 用 归纳 法 完成 了 证 明 . a 


我 们 通过 描述 定理 12. 9 的 例子 来 描述 定理 12. 10. 
例 12.8 对 于 连 分 数 [3; 6，1，7]， 我 们 有 
Poli - 319, 2 3:6 - 19-1 2-1 
Piga - Paq, = 19-7 -22*6 21 
Pid, -pq = 22 + 55 - 173-72 =-1. 
作为 定理 12.10 的 一 个 结果 ， 我 们 可 知 ， 对 于 k=1，2，…， 简单 连 分 数 的 收敛 子 p,/g; 是 既 
约 分 数 . 下 面 的 推论 12. 10. 1 说 明了 这 一 点 . à 
推论 12. 10.1 4 C, 2 p,/q, 为 简单 连 分 数 [ao; al ，…，a,] 的 第 天 个 收 化 子 ， 其 中 整数 
Bi» q, 如 定理 12.9 中 所 定义 ， 那 么 整数 p, feq, E X. 
证 明 4 d-(p,, q,). 由 定理 12.10， 我 们 知道 
Pid 7 dy = (— )**. 
因此 
d|(-1)**. 
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u 


所 以 d=1. 
我 们 还 有 下 述 定理 12. 10 的 一 个 有 用 的 推论 . 
推论 12. 10.2 AC, 2 p,/q, 为 简单 连 分 数 [ao; a1，…，a,] 的 第 上 个 收 合子 . 那么 对 于 所 

有 的 整数 上 ，1 hk<n， 我 们 有 


_ 1)*! 
(x0 eI 
9.0.1 


JF Bsp PAR 8 SEE k, 2m kmn, 我 们 有 
a,( - 157 


C,-C,,- ; 
i i: 9.412 


WEBB 由 定理 12. 10, 我 们 知道 p,q;_1 7 p,.9, 7 ( -1) . 
首先 通过 用 gq _ ,去除 上 式 的 两 边 ， 得 到 第 一 个 恒等式 ， 
P Per-i (- 1)** 


Cie mmu . 
d, qki didi 


为 了 得 到 第 二 个 恒等式 ， 注 意 到 
Pk Pia Pidi-2 T Pad. 


C, - C2 = 一 -一 = 
qd. — di Gd:-2 


由 于 = apio t Pais 4, 72,4, +94-2， 右 边 分 子 部 分 为 
Piqi-2 — Pig = (Pri + pe-2) gi-2 7 Pia (0494. + ara) 
= a, (py.idia 7 Pr-29x-1) 
s)", 
上 式 用 到 了 定理 12.10, BIA prigi- P154: =( -1) 


所 以 
a,( Š NS 
9.0.2 i 


C-C = 
这 就 是 推论 中 的 第 二 个 恒等式 . 
利用 推论 12. 10.2， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 它 对 引入 无 限 连 分 数 是 非常 有 用 的 . 
定理 12.11. 4- C, 为 有 限 简 单 连 分 数 [ao; a, e, a, KR kK. MA 
C >G>C >, 
C=C,=C,=-…, 
并 且 每 一 个 下 标 为 奇数 的 收 化 子 Cy,1， j=0,，1，2,，…， 都 大 于 任 一 下 标 为 偶数 的 收敛 子 Cz， 
7=0, l;2;5- 5 n j 
证 明 推论 12.10.2 表明 ， 对 于 有 =2，3，…，Pm， 
es 
Grqd:-2 


进而 我 们 知道 ， 当 是 奇数 时 


C, «C, 29 
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r 


当天 是 偶数 时 
C oe For 
因此 ， l : 
C>> >r, 
C,«C,mC, xe 
为 证 明 每 一 个 下 标 为 奇数 的 收敛 子 大 于 任何 一 个 下 标 为 偶数 的 收敛 子 ， 注意 到 由 推论 
12. 10. 2， 我 们 有 
Gp) 


C 
É Q2n02n-1 


M Ca = <0, 


因此 C, o Cu. 对比 CI C;.,， 我 们 有 
C;.., 一 Cocoa > Cj > C. 


因此 ， 每 一 个 下 标 为 奇数 的 收敛 子 都 大 于 任 一 下 标 为 偶数 的 收敛 子 . " 


例 12.9 考虑 有 限 简单 连 分 数 [2; 3, 1, 1, 2,4]. 它 对 应 的 收敛 子 为 
€, 224 =2 : 


C, = 7/3 = 2.3333-- 
C, = 9/4 = 2.25 

C, = 16/7 = 2.2857- 
C, = 41/18 = 2.2771-- 


C, = 180/79 = 2.2784... 

可 见 

Co =2 <C, = 2.25<C, = 2.2777..: 

<C, = 2.2784… <C, = 2.2857… <C, = 2.3333.... 
< 
12.2 节 习 题 
1. 以 既 约 分 数 的 形式 ， 写 出 下 列 简单 连 分 数 所 表示 的 有 理 数 . 
a)[2; 7] b)[1; 2, 3] c)[0; 5, 6] d)[3; 7, 15, 1] 


e)[1; 1) £) [1; 1, 1] gt; 1, 1, 1] h)[1; 1, 1, 1, 1] 
2. 以 既 约 分 数 的 形式 ， 写 出 下 列 简单 连 分 数 所 表示 的 有 理 数 . 


a) [10; 3] b) [3; c)[0; y : 3] | à)[2; 1, 2, 1] 

e)[2; 1 ,2,1,1,4] D[l ;-2] gt; ,2, 1] h)[1; 2, 1, 2, 1, 2] 
3. 写 出 下 列 有 理 数 所 对 应 r AE 一 项 不 是 1. 

a)18/13 b)32/17 c)19/9 d)310/99 e) - 931/1005 f)831/8110 
4. 写 出 下 列 有 理 数 所 对 应 的 简单 连 分 数 的 表达 式 ， 并 且 要 求 其 部 分 商 的 最 后 一 项 不 是 1. 


a)6/5 b)22/7 c)19/29 d)5/999 (o e) -943/1001 f)873/4867 
5. 写 出 习题 3 中 所 求 出 的 每 一 个 连 分 数 的 收敛 子 . l 
6. 写 出 习题 4 中 所 求 出 的 每 一 个 连 分 数 的 收敛 子 .… 
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7. 证 明 你 在 习题 5 中 所 找到 的 收敛 子 满 足 定理 12. 11. 
8. $ f, XE SB kA SEDI SER. 求 出 ,1/f 所 对 应 的 简单 连 分 数 ， 其 中 天 为 正 整数 ， 并 且 要 求 其 部 分 商 的 最 
后 一 项 是 1 | l 
9. 证 明 : 对 有 理 数 a，a > 1， 如 果 其 简单 连 分 数 为 [ao。; a, =, a], BEA 1a 对 应 的 简单 连 分 数 为 [0; a, 
a, a]. l 
B710. 证 明 ; 如 果 a, 0, WA | 
B pia = [2,39,4 ,77,01,99] 
和 
4/44 = [2,49,4 aaai] 
HEDA a oo  ，…，o,] 的 相 邻 的 两 个 收敛 子 ， 其 中 C, prg 及 C 2 p,/4,, kml. (提示: 利用 
公式 p, =OP- +ps-z 证 明 p,/p,., 7 a, * 1p, a7 ps 2)-) 
BF11. 证 明 : q,2f,, k-1, 2, «c, RP C, - 5,793, 为 连 分 数 [ao; a,，…，a,] 的 第 个 收敛 子 , RRE kE 
波 那 契 数 . 
12. EH: 每 一 个 有 理 数 都 恰 有 两 个 有 限 简 单 连 分 数 展开 式 . 
x13. &[a,; a ，…，a,] 表 示 rs 的 简单 连 分 数 展开 式 ， 其 中 (r,s) 21, 并 且 rz>1,， WH: 连 分 数 为 对 称 的 ， 
即 co =a,, a =a, 0, =a, s KHAKE n 是 奇数 则 r |(s* 1), B n 是 偶数 则 7 | GI - 1). 
(提示 : 应 用 习题 10 和 定理 12. 10. ) 
*14. 解释 如 何 使 用 1.5 节 习 题 18 中 的 带 余 除法 ,在 加 减 号 都 允许 出 现 的 情况 下 ， 生 成 有 理 数 所 对 应 的 有 限 连 


分 数 . 

15. 4 as, Q1, Q5, *'*, Qg 为 实数 ， 并 且 91, 45, s Qk 都 是 正 数 ， ERS x 为 一 正 实数 . 证 明 : 若 上 为 奇 
数 ， 那么 [ ou; 91, "77, a,]«[a,; Q,, tt, a, * x]; E k HBK, 那么 [ ao; Qi, 7, a,]>[ a; Qi, t, 
a, * x]. l 


16. 对 于 下 列 整数 "， 确 定 n 能 否 被 表示 成 为 两 个 正 整数 a 和 6 的 和 ， 其 中 要 求 a/b 的 有 限 简单 连 分 数 的 部 分 
商 或 者 为 1 或 者 为 2. l 


a)13 b)17 c)19 d)23 e)27 f)29 
12.2 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 求 出 1001/3000, 10 001/30 000 和 100 001/300 000 所 对 应 的 简单 连 分 数 . 
2. 对 20 个 不 同 的 *， 分 别 求 出 * 和 2x 有 限 连 分 数 ， 你 能 找 出 由 “的 有 限 简单 连 分 数 得 到 2x 的 有 限 简单 连 分 
数 的 规律 吗 ? | 
3. 对 小 于 等 于 1000 每 一 个 n， 判断 是 否 存在 这 样 的 整数 a。 和 656， 使 得 n=a +5， 并且 a/b 的 有 限 简单 连 分 数 的 
部 分 商 或 者 为 1 或 者 为 2 你 能 做 出 一 些 猜想 么 ? 
程序 设计 | 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 求 出 一 个 有 理 数 的 简单 连 分 数 展 开 式 . 
2. 求 出 一 个 有 限 简单 连 分 数 的 收敛 子 ， 并 且 求 出 这 个 连 分 数 所 表示 的 有 理 数 . 


354 第 12 章 


12.3 无 限 连 分 数 


假设 我 们 有 一 个 无 限 的 正 整数 序列 as; a, a, c0. 那么 ， 如 何 定义 一 个 无 限 连 分 数 [ ao; 
a, a, 0]? 为 了 使 无 限 连 分 数 有 意义 ， 我 们 需要 数学 分 析 中 的 一 个 结论 ， 在 这 里 ,我们 
仅 给 出 这 个 结论 ， 相 应 的 证 明 请 读者 参考 数学 分 析 教 材 ， 如 [ Ru64 ]. 


”定理 12.12 邻 x。，xi，Xx,，… 为 一 实数 序列 ， o ERN ， 并 且 存 在 某 个 实 
XU, 45 T k-0, 1, 2, Eos RIAA ATOS ， 并 且 存在 茉 个 实数 


L, 使 得 对 于 上 =0， 1 ， E , pone 那么 , 序列 Xo; Xi, X, AH A Pee 个 极限 x， 
即 存 在 一 个 实数 x， 使 得 : 


limz, = = x. 


定理 12. 12 告诉 我 们 一 个 无 穷 序 列 的 项 趋 于 某 个 极限 的 两 种 特殊 情形 : 序列 的 项 递增 且 它 i 


们 都 小 于 一 个 上 界 ; 序列 的 项 递减 且 它 们 都 大 于 一 个 下 界 . 
现在 就 能 够 用 有 限 连 分 数 的 极限 来 定义 无 限 连 分 数 了 ， 有 具体 定义 如 下 和 定理 所 示 . 
定理 12.13. 4 ao，ai ，as ，… 为 一 个 无 限 的 整数 序列 ， 并 且 cl ，a ，… 为 正 数 ， 同 时 令 


C,-2[a,; al，a，…，d]， 那么 收敛 子 Ci 收敛 于 一 TUCIE HS Bp: 
limC, =a. 
在 证 明定 理 12.13 之 前 ， 我 们 将 定理 中 所 提 及 的 极限 a 称 为 无 限 简单 连 分 数 [ a; al， 
a,，…] 的 值 . 


为 了 证 明定 理 12. 13， 我 们 将 会 证 明 下 标 为 偶数 的 收敛 子 所 构成 的 序列 是 递增 的 ， 并 且 有 
一 个 上 界 ， 而 下 标 为 奇数 的 收敛 子 所 构成 的 序列 是 递减 的 ， 并 且 有 一 个 下 界 . 然后 ， 我 们 再 根 
据 定理 12. 12， 证 明 这 两 个 序列 的 极限 事实 上 是 相等 的 . 

证 明 设 mm 为 一 正 偶数 . 由 定理 12. 11， 我 们 有 

CC, 6,2 C, 
C,« C, ee mex. | 
并 且 对 于 任意 的 Wj<m 和 2k+1<m, 有 CyS €... BIA EHI m 我 们 有 
C> G, > C; > -e > Cana > Cua 
C,—C,«C, Lee < Can- C Cn Ron, 
并 且 对 于 任意 的 正 整数 A k, A C, Caa 我 们 看 到 两 个 序列 C, C, eM Ca, Cz, 
C,，… 是 满足 定理 12. 12 的 假设 的 . 因此 ,序列 C, C3, Cs, acce ai ， 而 序列 C, 
C;,，C:，… 就 趋向 于 极限 os BI 
lim Cans = 0 
和 
limC, = a 
我 们 的 目标 是 证 明 这 两 个 极限 a 和 a, 相等 .应 用 推论 12. 10.2, 我 们 有 
Pasa Pon (- 1) eD À 1 


C asl 7 C OV ecu e pA ETE A 
V : do. aah i 22125 Q2, 1425 


TES 23053 2x 355 


因为 对 所 有 的 正 整 数 上 都 有 qg >k R 12.2 50923885 11) ， 我 们 得 到 
um -——— 
qarig (2n * 1) (2n)' 
因此 
1 


Q2si1d25 


Ca -Cyn 
趋向 于 0， 即 
lim(€,,, - Cn) = 0. 
所 以 ， 序列 C , C,, C;, E: Co, C;, Gis … 具 有 相同 的 极限 ， 这 是 因为 
lim(C,,,, - Can) = limC,,, - limC,, = 0. 


进而 o, = a， 于 是 ， 我 们 可 以 推出 所 有 的 收敛 子 都 趋 近 于 极限 a = a, = w， 这 就 完成 了 定理 的 


证 明 . " 
前 面 我 们 证 明了 有 理 数 具 有 有 限 简单 连 分 数 表 示 式 . 下面 我 们 将 证 明 任 何 无 限 简单 连 分 数 
的 值 都 是 无 理 数 . 


定理 12.14 设 oo，aj，a,，… 为 整数 ， 并 且 al，a ，… 为 正 ， PRA, Lao al，a，…] 
为 无 理 数 . 
| 证 明 令 a=[ao; o，o，…]， 并 令 
C, = p,/q, = [ao;01,02,°", 0] 
为 a 的 第 下 个 收敛 子 ， 当 n 为 正 整数 时 ， 定 理 12. 13 表明 C, a — C... AIE 
0-—a-C, C, - C. 


而 由 推论 12. 10.2 得 ， 


1 
Cu Z Cn = ; 
; ah 3 d2n+192n 
0-—a - Can =Q Pac t 
Aon 92n+1g2n 
从 而 有 
0 < agan - Pon €— — 
. osi 
假设 a 是 有 理 数 ， 那 么 a =a/b， 其 中 a 和 5 为 整数 ， 并 且 00. 于 是 
805, 1 
0 ——— - Pr 一 -一 一 ， 
b pa dos. 


这 个 不 等 式 两 边 同 乘 以 上 2， 我 们 得 到 


0 < agan - bp, = b 


2m+1 


注意 到 对 于 所 有 的 正 整数 n，ag,, - 如 xz 都 是 整数 ， 然 而 ， 由 于 quum 2n+1， 对 每 个 整数 ”就 
存在 一 个 整数 m 使 得 9,,, m 5， 因此 5/q2,,11 二 1， 这 就 得 到 一 个 了 矛盾， 因为 整数 dos, 7 bp, A 
可 能 在 0 和 1 之 间 . 这 就 证 明了 o 是 无 理 数 . n 
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我 们 已 经 证 明了 每 一 个 无 限 简单 连 分 数 表示 一 个 无 理 数 . 现在 证 明 每 一 个 无 理 数 都 可 以 唯 
一 地 由 一 个 无 限 简单 连 分 数 来 表示 . 证 明 的 具体 过 程 是 : 首先 构造 一 个 这 样 的 连 分 数 ， 然 后 证 


明 它 是 唯一 的 . 
定理 12.15 设 a=a 是 一 个 无 理 数 ， 并 且 如 下 递归 地 定义 序列 a, a, a, o 
a, = [a] Qk = 1/(a, -2,), 
# F k=0, 1,2, =. 那么 ,无 限 简 单 连 分 数 [ ao; a,，a,，…] 的 值 就 是 a 


证 明 ha 的 递归 定义 ,我 们 看 到 对 于 每 一 个 k，a, 都 是 整数 ， 进 一 步 ， 由 数学 归纳 法 ， 
可 以 证 明 对 于 每 一 个 非 负 整 数 E, a, 都 是 无 理 数 ， 所 以 ww,; 是 存在 的 ， 首先， 注意 到 a。=a 是 
无 理 数 ， 从 而 ao 天 ao = [ao ] 与 Ql z1/(a, —a4) Jé ff TE BJ. 

接 下 来 ， 假 设 ws 是 无 理 数 ， 从 而 a ,1 是 存在 的 .我 们 能 够 很 容易 地 知道 w, ,, 也 是 无 理 数 ， 
这 是 因为 

Qa, = l7(a, - a,). 

这 意味 着 | 
(12. 12) 


A; xd a; + , 
Ou 


MRa EAMA, WA as 也 是 有 理 数 ， 现在， 由 于 o, 是 无 理 数 且 a, 是 整数 ， 我 们 知道 w, 2 
ars 并 且 


a Za, Za, +1, > 


于 是 
0ca,-a;,«l. 
因此 
at = 1/(a, ~ a,) 71, 
从 而 


al = la] 21, k20,1,2,-- 
这 意味 着 所 有 的 整数 a, as, ，… 都 是 正 的 . 
反复 利用 (12. 12) ， 我 们 得 到 


1 
a = Qo = Q +— = [ao;ai] 
Qi 
1 
= Co + 1 e [ 252; ,os? ] 
Qi 十 一 
Q2 
1 
= Qo 十 = [2552,,0,,**,0,50,,] 
1 
Qa, + 
G, + 
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我 们 必须 证 明 : 当 上 大 趋 于 无 穷 ， 也 就 是 说 天 的 增长 没有 限制 时 ，[ao; a, 02, cn. as 014] 
的 值 趋 于 a。 由 定理 12. 9 得 知 ， 
QaP, + Pi 
Gad, + da 
其 中 Ci =p/q; 为 [Lao; o，a ，…] 的 第 7 个 收敛 子 ， 因 此 ， 
OOgaPy + Pra P 

Akk + di - Er 

- (pida 7 Pia di) 

(0,4, + gi-1) qs 
E 

(Arge + 4,4)4,* 

此 处 我 们 利用 定理 12. 10 来 简化 右边 第 二 个 等 式 中 的 分 子 . 由 


Arle + 44.17 9,40, + qi = dia 


a = [4,50,, 77,0, Orr | = 


a-C6C,z- 


可 以 得 到 


| a - C, | : . 
Arik 


HF g >k 12.2 WRIA), RAE 4 k ATER a TO A, 4 e ih 
于 无 穷 时 C, 趋 于 w， 换 名 话说， 无 限 简 单 连 分 数 [co; ci ，o ，…] 的 值 就 是 a a 
为 了 说 明 一 个 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 表达 式 是 唯一 的 ， 我 们 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 12. 16 如 果 两 个 无 限 简单 连 分数 [ao; al，as,，*…] 和 [bo; 5,，b,，…] 表 示 相 同 的 
无 理 数 ， 那 么 a,=6b,, k=0, 1,，2,， 
证 明 假设 a=[ao; 4,02,,-:], HIP C, 7a,, C, =a *1/a,, 根据 定 理 12.11, 
a, «aa, * l/a,, 
因此 a= [a]. 进一步 ， 注 意 到 
1 


[aoia ap] = a, +1, 
[La 3095 ,05,'7] 


这 是 因为 


a 三 [48552,,0,, *-] = lim[a,;a, ,a; ,* ,a,] 


s 1 
= lim Qo S O E a a TN E 
i9 [a 145,04, ,0,] 


1 


十 
0 . 
lim[2,;2, ,a3,°"* ,a;] 
k— o 


=a 


1 

^ * Taaa, T 
| [ ao;a1 aa，…] 三 [55 55, , b, ，…]， 

上 面 的 式 子 表明 l 
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并 且 

Kc Usa] 

因此 
[oja ] z [5,;5,,--.]. 

现在 ， 假设 a, =b,, 并 上 且 [ai,i; CE+2，》 e] si 5, us bios e]. 重复 上 述 证 明 过 程 ， 可 知 Aksi 

=b, 并 且 


Qu pani MURS: 2b DERE SIE 
à [anzia] idi [bra brot] ] 
- [anzia] -[b2:5,455,7]. 
因此 ， 由 数学 归纳 法 知 ， 对 于 上 =0， 1,2, cc, WA a, =b, " 


为 了 求 出 一 个 实数 的 简单 连 分 数 展 开 式 ， 可 以 使 用 定理 12. 15 中 所 给 出 的 算法 .下 面 用 例 
子 来 描述 这 个 过 程 . 
例 12.10 令 a=V6， 可 以 求 出 


i 1 6 +2 

a, = [46] STIS TI ' 

- [46 «2]. E 1 E 
a, = |E] = 2,a = ————— ——.2 46 +2, 

| 2 | ke (E= -2 p 
2 

i S Z 1 246 *2 — 

a, = [46 +2] d dare auc 2 = Qu. 


由 于 as =a, Ea, 2a,,2,-24a,, -, SES. Ae 
46 = [2;2,4,2,4,2,4,.…]. 
V6 的 简单 连 分 数 是 循环 的 ， 我 们 将 在 下 一 节 讨论 循环 简单 连 分 数 . < 
”一 个 无 理 数 的 无 限 简 单 连 分 数 的 收敛 子 是 a 的 一 个 很 好 的 逼近 .这 就 引出 了 下 面 的 定理 ， 
我 们 已 经 在 1.1 节 的 习题 34 中 介绍 过 了 . 
定理 12. 17( 丢 番 图 允 近 的 狄 利克 雷 定理 ) ”如 果 a 是 一 个 无 理 数 ， 那 么 就 存在 无 穷 多 个 有 
理 数 p/g， 使 得 
|a - p/q | € 174". 
WEB] 令 pi/gi 为 a 的 第 个 收敛 子 ， 那么 ， 由 定理 12.15 的 证 明 ， 我 们 知道 
` , | a = p/q | € 17(q,4,)- 
因为 4, = diui, 这 样 就 有 f 
| a - p,/q, | € 174; 
因此 ，a 的 收敛 子 mes(E=0，1，2，…) 就 构成 了 满足 定理 条 件 的 无 穷 多 个 有 理 数 ， " 
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下 面 的 定理 和 推论 表明 ，a 的 简单 连 分 数 的 收敛 子 是 对 a EGRE ER iE EC, FORE 比 任 
何 分 母 小 于 o, 的 有 理 数 都 要 更 接近 o. 
定理 12.18 4a 为 一 无 理 数 ， 对 于 J=1，2，…， p 为 a 的 无 限 简单 连 分 数 的 收 线 子 ， 
JdeX res AO EAE, 36H 500, 天 为 一 正 整 数 ， 使 得 
Isa - ri «|a - p,l, 
ARASsmQqa 
证 明 假设 |sa-r|<=| gia -pi |, 但 是 1<s 一 gi,1,， 我 们 考虑 联 立 方程 
Pix + Piny =T 
. Gi% + gery = 5 
两 个 方程 两 边 分 别 乘 以 9 和 p,， 然 后 用 第 一 个 式 子 减 去 第 二 个 ,得 到 
T Prl) Y = 70, SPee 
由 定理 12. 10 知 ， Pirids 7 Prdirl =( -1)*; 于 是 
y = (- D! (rq, - sp,). 
类 似 地 ， 分 别 用 qra P T E 然后 用 第 一 个 式 子 减 去 第 二 个 ， 我 们 有 
2(-1) (spia 7 Tarn). 
注意 到 s#0 及 yz0. 如 果 %=0， E Spi, = Ti+1° H F (Prao Qa) Fl, 引 理 .3.4 表明 
dg |1s， 于 是 qi 和 s*， 这 与 假设 矛盾 .如 果 y -0, 那么 r=pix，s = qix*， 从 而 
lse-r| = |x| lao - p] > |gqoe -psl|, 
由 于 | x | 21, .这 与 假设 蔬 盾 . 
下 面 我 们 证 明 x My 的 符号 相反 .首先 假设 yY<0. Higx-s-qay, 970, 有 qzx>0， 进 
而 x>0. 当 y>0 时 ， 由 于 qisay>dqgt>s， 我 们 得 到 gx 25-q,,5-0, PIG x —0. 
由 定理 12. 11， 我 们 知道 mg a — p, i/i M pu /] 1i e pu/, 中 必 有 一 个 成 立 ， 而 
无 论 何 种 情况 我 们 很 容易 知道 ，gia — p, 和 qo -Pi 的 符号 相反 . 
由 证 明 开 始 时 的 联 立 方程 ,我们 得 到 
|sa - rl = | (gx * quay) — (pix + Piny) | 


|ala - p,) + C qu - Pii) l- 
综合 前 面 两 段 的 结论 可 知 ，x(gia - p,) Fly (qa -Pi) 具 有 同样 的 符号 ， 再 加 上 Ix, 
最 终 有 

PM = [xl lae - nl * Ixl laa -pin | 


V 


|x| ga -p| 


V 


laqa - p, l- 
这 与 假设 矛盾 . 
现在 已 经 证 明 我 们 的 假设 是 错误 的 ， 因 此 ,证明 完毕 - a 
推论 12. 18.1 to A-AA, XE Tj 81, 2, co, p/u A a HARA FETA CAE 
F. 如 果 rs 为 一 有 理 数 ， 其 中 r+ 和 s GR AEK, 28H50, 5 为 一 正 整 数 ， 使 得 
la - sl«la-»/ul; 
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那么 二 0i- 
证 明 假设 ssq, 并 且 
la = r/s|< |æ -pe l- 
将 两 个 不 等 式 相 乘 48 
s|a -r/s|<q, |æ -p/q | , 
因此 | 
Isa -r|<] ga - pil. 
与 定理 12.18 的 结论 矛盾 . a 
例 12.11 实数 7 的 简单 连 分 数 为 n=[3; 7, 15, 1, 292, 1,1, 1, 2, 1, 3, --]. it 
意 到 部 分 商 所 构成 的 序列 中 没有 能 够 观察 出 来 的 规律 . 这 个 连 分 数 的 收敛 子 是 对 的 最 佳 有 
JüiByr. 前 五 个 是 3，22/7, 333/106, 355/113 和 103 993/33 102. 由 推论 12.18. 1 推出 2277 
就 是 分 母 小 于 或 等 于 105 的 对 a iHe SOY, 5A. 4 
最 后 ， 我 们 将 用 以 下 结论 来 结束 本 节 : 任何 一 个 对 无 理 数 的 有 理 逼 近 ， 只 要 它 足 够 地 接近 
这 个 无 理 数 ， 那 么 它 一 定 是 这 个 数 的 无 限 简单 连 分 数 展开 式 的 收敛 子 . 
定理 12.19 de a 是 一 个 无 理 数 ， 并 且 r/s 是 一 个 既 约 分 数 ， 其 中 r+ 和 s 都 为 整数 ,并且 
5220, 444 
'Je-rs|«i/(Qs), 
那么 r/s 是 a 的 简单 连 分 数 展 开 式 的 一 个 收敛 子 . 
证 明 假设 r/s 不 是 a 的 简单 连 分 数 展开 式 的 收敛 子 ， 那 么 ,就 存在 相 邻 的 收敛 子 P/d 
和 Prsti BEIE Ss 二 9;,,， 由 定理 12. 18, 我 们 得 到 | l 
laa -p| & |sa-r|=s|æ - r/s|<1/(2s). 
两 边 除 以 q, RIRE 
la - p,7q, |< 1/(2sq,). 
因为 | sp, — rq, | 21 Csp, — rq, 是 一 个 非 零 整数 ， 因 为 r/sz#p,/g,) ， 这 样 就 有 


d g | sp, — rq, | 


A 
R 

1 

|z 


《此 处 我 们 用 三 角 不 等 式 得 到 了 其 中 的 第 二 个 不 等 式 )， HEE 
1/2sq, «1725. 
故 
2350, > 28^, 
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从 而 g, > ， 这 与 假设 矛盾 . " 
连 分 数 在 攻击 RSA 密码 系统 上 的 应 用 ”我们 使 用 定理 12.19 对 于 有 理 数 的 版 本 来 解释 ， 
为 什么 对 于 某 一 类 RSA 加 密 的 攻击 是 奏效 的 .我们 将 定理 12.19 的 这 个 版 本 的 证 明 留 作 
习题 . 
定理 12.20( 对 RSA 的 维 纳 (Wiener) 低 加 密 指 数 攻 击 ) 设 n=pg; 其 中 p 和 9g 为 奇 素数 ,并 
d 二 m%/3， 那 么 给 定 一 个 RSA 加 密 密 铀 (e，n)， 解 密 密 铀 就 可 以 用 0( (log n) ) 
WEBB ”我 们 的 证 明基 于 连 分 数 对 有 理 数 的 通 近 . 首先 ， 由 于 de=1(mod$(n))， 所 以 存在 
—^E k, E44 de-1-kb(n). 等 式 两 边 同 除 以 dé (n), $35 
e 1 E k 
bn) dó(n) d’ 


于 是 有 
e k s 1 
bln) d  dé(n) 
这 说 明 分 数 k/d 是 对 e/$ (n) B9 — AR 1f Ba ou. 
FRESH q </n, 这 是 因为 定理 的 假定 : 9<p <2g 0H. n2 pg. WMH q <2p 得 
p*q-12q*4q4-1 234-1 «3n. 
H oln) =n-p-g+1, RMA n-d(n) 2n-(n-p-q*1) 2p*q-1 «3n. 
我 们 可 以 用 最 后 一 个 不 等 式 来 证 明 k/d 是 对 en 的 一 个 非常 好 的 有 逼近， 我 们 看 到 
e k de — kn 
n d nd 
E Qt in - (kn - kó(n)) 


nd 


" | ou BJ". 
- 
因为 e< (mn) ， 我 们 得 到 ke- kb(n) =de-1< de 这 意味 着 k 二 d， 我 们 现在 应 用 d 二 n“/3 
的 假定 ， 于 是 有 《=n“/3. 
这 样 就 有 


e +| < En 3077) dn M oi 

n d nd dn 24d" 

我 们 现在 使 用 定理 12. 19 对 于 有 理 数 的 版 本 .由 该 定理 ， 我 们 知道 k/d 是 连 分 数 e/n 的 一 个 收 
敛 子 ， 同 时 注意 到 e。 和 n 是 公开 的 信息 .、 因此， 为 找到 k/d, RIKERE e/n 的 收敛 子 ， 由 
于 kd 是 一 个 既 约 分 数 ， 所 以 为 了 检测 每 一 个 收敛 子 是 否 等 于 .kh/d， 我 们 假设 它 的 分 子 等 于 
接 下 来 ， 我 们 用 它 的 值 计算 4$(n)， 因 为 $4(n) = (de-1)/k. 我 们 使 用 这 个 所 谓 的 b(n) 的 值 
I n. 的 值 分 解 n( 如何 分 解 请 参见 8.4 节 ). 一 旦 我 们 找到 了 k/d， 我 们 就 知道 4， 因为 k/d 是 既 
约 分 数 ， 并 且 d HRE k/d 是 既 约 分 数 的 原因 是 : ed - kb (n) =1， 由 定理 3.8, 这 意味 着 
(d, k) =1， 因 为 计算 出 一 个 分 母 为 n HARRA KATRE 0( (log n) ) 次 的 位 运算 ， 
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所 以 找到 d 需要 0( (log n)’) 次 的 位 运算 . 


12. 3 节 习题 


1. 


2. 


3. 
4. 


* S. 


* 6. 


* 8. 


* 9. 


求 出 下 列 各 个 实数 的 简单 连 分 数 . 
a)42 b)V3 > . c)V5 : d) (1 +45)/2 = 
求 出 下 列 各 个 实数 的 简单 连 分 数 的 前 五 个 部 分 商 . . 
a)/2 b)2m c)(e-1)/(e*1) d) (e? -1)/(e +1) 
求 出 对 于 m 的 分 母 不 大 于 100 000 Et BUB YE 
e 的 无 限 简单 连 分 数 展开 为 ， 
= [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,…]. 
a) 求 出 e 的 连 分 数 的 前 8 ds" 
b) 求 对 于 e 的 分 母 不 大 于 536 KREAMER. . . 
令 a 是 一 个 具有 简单 连 分 数 a = [a6; a,，a,，…] 的 无 理 数 . 证明 : # a >il, RM -a-[-2a,-1; 1, 
a, -1,a,, à, …]; 若 o=l 则 -a=[-o-1l a, *1, a，… |]. 
证 明 : WR p/q, 和 pi,1/g;,1 是 无 理 数 a 的 简单 连 分 数 的 相 邻 的 收敛 子 ， 那 么 

| e - p/q, |<1/(29:) 
或 者 


| a- Pia di - 1/(2q,,, ). 


(提示 : 首先 证 明 |a- p,/4, | + |a- -Prsi dua | = 


Piri/ 47 -pi/gs | 721/(9,4,,1)-) 


Ra 为 一 无 理 数 ， 且 a> 1， 证 明 ， 1a 的 简单 连 分 数 的 第 个 收敛 子 为 a 的 简单 连 分 数 的 第 -1 个 收敛 子 


的 倒数 . 
设 a 为 一 无 理 数 ，p,/g 表示 a 的 简单 连 分 数 展开 式 的 第 j 个 收 合子， 证明; 三 个 相 邻 的 收敛 子 至 少 有 一 个 
满足 不 等 式 | 
| a - p/a; |< 1/450). 
进而 推出 存在 无 穷 个 有 理 数 p/g， 其 中 p 和 4 是 正 整 数 ， 并 且 gz0， 使 得 
| |a - p/a | 1/(59). 
证 明 : MR a= (1+Y5)/2， 并且 c>V5， 那么 就 仅 存在 有 限 个 有 理 数 p/g， 其 中 p 和 g 是 整数 ， 并 且 gz0， 


EL 


10. 
11. 
12. 
13. 
* 14. 


|a -p/q | c1 Ceg ). 
(提示 ; 考虑 V5 的 简单 连 分 数 的 收敛 子 . ) 
a b 
设 a 和 为 两 个 实数 ， 我 们 称 B 等 价 于 a 是 指 : 存在 整数 a, b, cmd, fad -bc = +1 并 且 B= "T 


证 明 一 个 实数 a 和 其 自身 等 价 . 

证 明 : 如 果 a 和 8B 为 实数 ;并且 8 等 价 于 a， 那么 a ULT B. KE, SUUM OO MUROS. 
WR: 如 果 am，B8 和 无 为 实数 ， 并 使 得 a 和 等 价 ， BHATE, 那么 a 和 XX 等 价 . 

证 明 : 任意 两 个 有 理 数 是 等 价 的 . 

WEB]: 两 个 无 理 数 a 和 有 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 它 们 的 简单 连 分 数 的 尾部 是 一 致 的 ， 即 有 如 果 a = [ao; a, 
Cis €, €, cc HB -[b,; bi, b, ons bis 0, 6, 069, ccr], Æ a, 150, 1, 2, +j; 


aas s 0, 
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b, i20, 1, 2, =k; 和 ce i=0，1，2，3… 是 整数 ， 且 除 a, 和 bo 外 ， 都 是 正 数 : 
令 a 为 一 无 理 数 ，a 的 简单 连 分 数 展开 式 为 a=[ao; a, a, c]. 和 前 面 一 样 ， 令 pi/gs 表示 连 分 数 的 第 
个 收敛 子 . 我 们 定义 : xD OC ACT X 
Pis/ d = pia + Pr-2)/ (98,4 + 913), 
其 中 , RO —A4GEXXX, k22, LX — EX, ERO Ia, 
15. 证 明 : 每 一 个 伪 收 敛 子 都 是 既 约 分 数 . 
*16. 证 明 : 有 理 数 序列 pio/d,5. ns Pha I des Paa 在 天 为 偶数 时 是 单调 增加 的 ， 在 上 为 奇数 时 是 单调 
递减 的 . 
*17. 证 明 : 如 果 r 和 为 整数 ,满足 ;二 0 并 且 
la-ws|s le - pi/g | ， 
其 中 ,为 一 个 正 整 数 并 且 0<i<a,， 那么 ;>>gqi, 或 者 r/s =pi_1/9;-1， 这 说 明 :; 对 一 个 实数 的 最 近 有 理 逼 
近 ( closest rational approximation) 是 其 简单 连 分 数 的 收敛 子 和 伪 收 敛 子 . 
18. 4 k=2 时 , 求 出 的 简单 连 分 数 的 伪 收 敛 子 . 
19. 找 一 个 有 理 数 r/s， 使 得 它 比 22/7 更 接近 n, 并且 其 分 母 ;小 于 106. (提示 : 利用 习题 17. ) 
20. 找 一 个 有 理 数 r/s， 使 得 它 为 分 母 小 于 100 的 数 中 最 接近 e 的 . 
21. 证 明定 理 12. 19 对 于 有 理 数 也 是 正确 的 ， 即 证 明 : WR a, b, 和 4 为 整数 ， 并 且 6b 和 d 非 零 ，(a, 0) = 
(e, d) =1， 同 时 
E 


a 


E SR 
b d 


那么 c/d 就 是 a/b 的 连 分 数 展开 式 的 收敛 子 . 
22. EH: 计算 一 个 分 母 为 n 的 有 理 数 的 全 部 收敛 子 ， 可 以 通过 0( Cog n)? ) 次 位 运算 完成 . 


12. 3 区 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
L 计算 出 习题 2 中 所 有 实数 的 前 100 个 部 分 商 . 
2. 计算 出 e^ 的 简单 连 分 数 的 前 100 个 部 分 商 ， 由 此 ， 找 出 这 个 简单 连 分 数 的 部 分 商 的 规律 . 
3. 计算 出 一 的 简单 连 分 数 的 前 1000 个 部 分 商 ， 出 现 的 最 大 部 分 商 是 多 少 ? 整数 1 在 这 些 部 分 商 中 出 现 的 频率 
是 多 少 ? 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 给 定 一 个 实数 *， 求 出 x 的 简单 连 分 数 . 
2. 给 定 一 个 无 理 数 * 和 一 个 正 整数 ">， 求 * 的 分 母 不 超过 n 的 最 佳 有 理 逼近 . 


12.4 循环 连 分 数 


我 们 称 无 限 连 分 数 [a。; a, a,, ，…] 为 循环 的 ， 如 果 存 在 正 整 数 W 和 上 8， 使 得 对 于 所 有 的 
ERS n, RE n>N, 就 有 a, =a,,:。” 用 记 法 
: [ 4654; ;02 ,*** Gy 1 0N, ON s Oak ] 


来 表示 循环 无 限 简 单 连 分 数 
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[255,505 15,0945 Bp dy Ayari aa suy i To 
例如 ，[1; 2，3，4] 表 示 无 限 简单 连 分 数 [1; 2, 3, 4, 3, 4, 3, 4, =]. 
在 12.1 节 中 ， 我们 证 明了 : 一 个 数 的 5 进 制 展开 式 是 循环 的 当 且 仅 当 这 个 数 是 有 理 数 . 
为 了 刻画 具有 循环 的 无 限 简单 连 分 数 的 无 理 数 ， 我 们 需要 下 面 的 定义 . 
定义 ”实数 a 被 称 为 是 二 次 无 理 数 是 指 : a 是 一 个 无 理 数 ， 并 且 它 是 一 个 整 系数 二 次 多 项 
式 的 根 ， 即 
Ao? * Ba* € 2 0, 
其 中 A，B, C 为 整数 ， 并 且 4 天 0. 
例 12.12 4 a-2443. 那么 a 是 一 个 无 理 数 ， 因 为 如 果 a 是 有 理 数 ， 那么 由 1.1 节 的 习 
题 3，a -2 =V3 就 应 当 是 有 理 数 ， 这 与 定理 3. 18 TUS. 接 下 来 ， 注 意 到 
a -4a *1 =(7 +443) -4(2 «4 3) «1 2 O. 
FE, a 为 一 个 二 次 无 理 数 . 4 
我 们 将 要 证 明 : 一 个 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 是 循环 的 当 且 仅 当 这 个 数 是 二 次 无 理 数 ， 在 
证 明之 前 ， 我 们 首先 推导 一 些 关 于 二 次 无 理 数 的 有 用 的 结论 . 
引 理 12.1 实数 a 是 二 次 无 理 数 当 且 仅 当 存在 整数 a, b 和 c，, #ELb>0, cz0， 使 得 
”不 是 一 个 完全 平方 数 ， 同 时 R^ s 
a = (a *4b)/c. ! 
证 明 ”如果 a 是 一 个 二 次 无 理 数 ， 那 么 a 是 无 理 数 ， 并 且 存 在 整数 4，B8，C， 使 得 4a2 + 
Ba + C =0， 由 二 次 求 根 公式 ， 我 们 知道 
-B+ JB? -446C 
2A i 
因为 a 是 实数 ， 所 以 B -44C >>0， 又 由 于 o 是 无 理 数 ， 进 而 B^ -44C 不 是 完全 平方 数 且 4 关 0. 
HS a= -B, b=B -44C,， c=24 或 者 令 a=B, bzB!-4AC, c= -2A, 我们 就 得 到 了 所 期 
AW a 的 表示 形式 . 
— WEW, WR 


Q& = 


a = (a *4b)/c, 
HFa, b HeRR, b>0, c0, FE b 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 那 么 由 1.1 节 的 习题 3 和 定 
理 3.18 ， 容 易 看 出 a 是 无 理 数 . 进一步 ， 我 们 注意 到 
ĉa - 2aca + (à? - b) =0， 

因此 a 是 一 个 二 次 无 理 数 . a 

下 面 的 引 理 将 在 证 明 循环 简单 连 分 数 表示 二 次 无 理 数 时 用 到 . | 

引 理 12.2 如 果 @ 是 二 次 无 理 数 并 且 r，s,， teu XE EK, SR (ra +s)/(ta + 以) 或 者 是 有 
理 数 ， 或 者 是 二 次 无 理 数 . ke g 

证 明 由 引 理 12. 1， 存 在 整数 c，8 和 c， 其 中 8 >0，c 关 0， 并 且 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 
使 得 Ge cs 
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a= (a * Jb)/c. 
因此 
TX tS  [r(a b a b 
eir [emu gen mu] 
_ Car + es) rb 
(at + cu) + tb 
- [Car + es) & r/b]l[(at + cu) - tb] 
[Cat + cu) & t/b][(at + cu) - tJ] 
— [Car * es) (at + cu) - rtb] + [r(at + cu) - t(ar * es) ] Jb - 
- (at + cu)? - tb i 


由 引 理 12.1，(ra +s)/(ta + 四) 是 二 次 无 理 数 ， 除 非 V8 的 系数 是 0， 那 样 的 话 ， 它 就 是 有 理 数 . 


m 
EF XCT —UOEBUBOR So CO vHICUP, SUETAEREUR SI KERARI. 
定义 令 w=(e+VB)《e 为 一 个 二 次 无 理 数 ， 那 么 o HRH, do a, 定义 为 a' = (a - 
VD ) vec. " 
引 理 12.3 ”如 果 二 次 无 理 数 w S RA Ax +Bx+C=0 的 一 个 祖 ， 那 么 这 个 多 项 式 的 另 
一 个 根 就 是 w'， 即 为 o 89 56. 
”证 明 由 二 次 求 根 公式 ，4x: + Bx + C =0 的 两 个 根 是 


-B + VB -44C 
24 
如 果 a 是 其 中 的 一 个 根 ， 那么 a' 就 是 另 一 个 根 ， 因 为 只 要 将 a 中 的 VB -44C 取 反 号 就 可 得 


Aj a’. a 
下 面 的 引 理 告诉 我 们 ， 如 何 求 出 一 个 含 二 次 无 理 数 的 算术 表达 式 的 共 轿 . 
引 理 12.4 Je X o, = (a, +b, /d)/c, 和 a, = (a, +b, Vd)/c, 是 有 理 数 或 者 二 次 无 理 数 ， 

那么 
(ji)(al+a) =a +a; 

(ii) (o, -a,)' =a; - o; 

(iil) (aa) 2 a10; 

(iv) (a, 70;)' 2 ai7a5 

下 面 给 出 (jy ) 的 证 明 ， 其 他 部 分 的 证 明 比 较 简 单 ， 在 本 节 的 最 后 作为 习题 留 给 读者 . 

(iv ) 的 证 明 注意 到 

A _ (a, + b, Yd)/e 
as (a, * b, Vd) 7c, ES ! 

E c; (a, +b, 4d) (a; -YD 
c(a, +b, Jd) (a, - b, yd) 
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(e,2,a, — c,b,b,d) + (c,a,b, — c,a,b,) Jd 
c, Ca; - b2d) 


kd 


kay (a, - b, Vd) 7c, l 
a/a = 一 一 -一 一 一 
(a, - b, d) 7c, 


_ c(a - bi Jd) (a, + b, Vd) 
c, (a, - b, Jd) (a, + b, d) 
(ca a, — c,b,b,d) - (c,a,b, — c,b,b,) Vd 
j c (a-d) : 
BrEA, (o;7a;)' 2aj7a;. " 
关于 循环 简单 连 分 数 的 基本 结果 称 为 拉 格 朗 日 定理 (虽然 定理 的 一 部 分 是 由 欧 拉 证 明 的 ). 
(注意 这 个 定理 与 第 9 章 讨 论 的 多 项 式 同 余 的 拉 格 朗 日 定理 是 不 同 的 .本章 中 ,我 们 所 指 的 不 
是 那个 P educ iR 个 循环 无 限 简单 连 分数 表 示 一 个 二 次 无 理 数 ， 拉 格 朗 日 
于 1770 年 证 明了 一 个 二 次 无 理 数 有 一 个 循环 连 分 数 表示 . 
eu 一 个 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 是 循环 的 当 且 仅 当 这 个 数 是 二 
次 无 理 数 . ui ZEE 
我 们 首先 证 明 循环 连 分 数 表示 一 个 二 次 无 理 数 . 在 我 们 所 给 出 的 求 一 个 二 次 无 理 数 的 连 分 
数 算法 之 后 ， 其 逆 命 题 ， 即 二 次 无 理 数 的 简单 连 分 数 是 循环 的 ， 也 将 予以 证 明 . | 
证 明 ia 的 简单 连 分 数 是 循环 的 ， 即 


a = [aa s03," ON Oy 504.1577 >n] 


H 


B= [ay änn goa rūp] 


B= IET $Ut.0.44 B] , 
由 定理 12.9 可 得 ， 


_ Bp, + pri (12. 13) 
E + ge” 
其 中 ， Pr/ gs FI p, 1/4, .,2&[ ay; aN, Ut, av 可 的 收敛 子 . 由 于 BB 的 简单 连 分 数 是 无 限 的 ， p 


为 无 理 数 ， 由 (12. 13) ， 我 们 有 
q.B* 十 (qi. - p,)B -= Pı 70, 
因此 ，B 是 一 个 二 次 无 理 数 ， 现 在 ， 注 意 到 

Qa = [ co ;a say aR ,B] " 


于 是 ， 由 定理 12. 11， 我 们 有 


kd 


BPpn-! + Prz 
a = 一 一 一 


Bax- + dua 
其 中 ， Py aL du i py] qu 是 [ao; Qis, 05, *"*, ay 可 的 收敛 子 . 由 于 8 是 一 个 二 次 无 理 数 ， 
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引 理 12. 2 表明 a 也 是 一 个 一 次 无 理 数 (说 a 是 无 理 数 ， 是 因为 它 有 一 个 无 限 简单 连 分 数 展开 
式 ). a 
下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 定理 12. 21 的 证 明 ， 通过 一 个 循环 简单 连 分 数 求 出 它 所 表示 的 二 
次 无 理 数 . | ; 
例 12.13 令 x=[3; 1，2]， 由 定理 12. 21， 我 们 知道 x 是 一 个 二 次 无 理 数 ， 为 了 求 出 x 
的 值 ， 令 x= [3; y]， 其 中 y=[1; 2] ， 正 如 定理 12.21 中 证 明 的 一 样 ， 我 们 有 y=[1; 2, yl, 
于 是 


1 3y +1 
zl 三 
TO ALS Amd 
y 
进而 有 2y* -27 -1=0， 由 于 7 是 正 的 由 二 次 求 根 公式 得 ,，y = 二 ， 又 因为 *=3+ -，， 我 们 有 
E E A 4 
1 +A3 -2 2 


为 了 构造 出 一 种 求 二 次 无 理 数 对 应 的 简单 连 分 数 的 算法 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 12.5 ”如果 a 是 一 个 二 次 无 理 数 ， 那 么 w 就 可 以 写 为 
a = (P * 4d)/Q, 
RPP, Qfed 4&4, Q0, d>0, dX —A EAE XR, ER Q| (4 - P^). 
证 明 因为 a 是 一 个 二 次 无 理 数 ， 引 理 12.1 表明 
a = (a *4b)/c, 
其 中 ac， bc RSEXE, 0036 E 060. RIE a 的 表达 式 中 的 分 子 分 母 同 乘 以 | c| ， 得 到 
E a|c| + ybe 
i C c | 
(其 中 我 们 用 到 | ec| 2|). ME, 令 P=alc|, Q-cle|Xd-bc. 那么 P,Q 和 4d 是 整 
3€, Q0, KX ex0, d 0(I b 0). 4d 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 因 为 5 不 是 一 个 完全 平方 
数 ， 最 后 ， 因 为 &- 己 =bc -ac =c(-o)=+ 上 00-o)， 故 有 0O|(d -已 ). . 
我 们 现在 给 出 一 个 求 二 次 无 理 数 对 应 的 简单 连 分 数 的 算法 ， 
定理 12.22 Aa 为 一 个 二 次 无 理 数 ， 由 引 理 12.5， 存 在 整数 Pu，@o。 fe d 使 得 
a = (P, * 4d)/Q,, 
X 0,20, d 0, d E—^ REX, 并且 Q| (d-Pi) SE k=0, 1, 2, =, $a 
A 
a, = CP, * 4d)/Q,, 
a, = [e], 
Ppi = 2,0, - P,, 
Qa = (d-PLOZQ. 
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那么 ,a=[ao; a, a, =]. 

证 明 通过 数学 归纳 法 ， 我 们 将 证 明 P, Q, 为 整数 ， 并 且 0, Q, | (4 - P2), k=0, 
1，2，… 首先 ， 由 定理 中 的 假设 ,该 论断 对 于 k=0 是 正确 的 : 接 下 来 ,假设 P; 和 E, 为 整 
数 ， 并 且 0,0, Q, | (d- PD). WA, 

Pi = aQ, - P, 
也 是 一 个 整数 ， 进 一 步 ， 
Qia = (d - Pin)/Q, 

= [d - (a,Q, - P,)*]/Q, 

= (d - P1)/Q, + (2a,P, - a1Q,). . 
因为 由 归纳 法 的 假设 0 | (4 - Pi) ， 故 知 0 是 一 个 整数 ， 并 且 又 由 于 d 不 是 一 个 完全 平方 
数 ， 并 且 deP;, TJÉQ,,-(d-P21,)/Q,70. AX 

Q, = (d - P,,)/Q,5, 

从 而 Q,. 1 (d -Pt,,)， 这 样 就 完成 了 归纳 法 的 证 明 . 

为 了 证 明 整 数 a。，a, ，o ，… 是 简单 连 分 数 a 的 部 分 商 ， 我 们 利用 定理 12. 15.， 如 果 我 们 
能 够 证 明 ， 对 下 =0，1，2… 

ara = l7(a, -a,). 


那么 ， 我 们 就 知道 a = [ oo; ac ，o ，…]， 注意 到 


= [Va - (a,0, - P)1/0, 

= (Vd - P,,)/0, 

= (4d - PL) (d + P, )/0 d + Ps) 
(d - PLO/C(Q,Ud + P,,)) 

= Q,0,,7 (Q,(4d + P,4)). 

= Qs/ Ud + Pra) 


= I/a,,, 
其 中 ， 我 们 使 用 了 Q,,, EX, MUMA 00 代替 了 4 - 疡 ,， 因 此， 我 们 可 以 推出 w [0,; 
a, 45, j]. " 
我 们 将 在 下 面 的 例子 中 说 明 如 何 应 用 定理 12. 22 中 给 出 的 算法 . 
例 12. 14 4 az(3 447)72. 由 引 理 12.5, 我 们 将 a BHA 
a - (6+ J28)/4, 
其 中 令 P, =0， Q, 74, d -28. 因此 , a, 2 [o] =2, 并 且 
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P =2.:4-6=2, o, = (2 + V28)/6, 

Q, = (28 -2/))/4 26, a, = [(2 + 4/28)/6] = 1, 
P, =1-6-2=4, æ, = (4 + 4/28)72, 

Q, = (28 -4°)/6 =2, a, = [(4 + V28)/2] =4, 
P, =4.2-4=4， a, = (4 + 4/28)/6, 

Q, = (28 -4°)/2 =6, a, = [(4 + J28)/6] =1, 
P,=1-6-4=2, a, = (V28)/4， 

Q, = (28-2?)/6 =4, a, = [(2 + V28)/4] =1, 
P, =1.4-2=2， a, = (V28)/6, 


Q, = (28 -2°)/4 =6, a, = [(2 + J28)/6] =1, 
等 等 ， 出 现 重 复 ， 这 是 因为 P, = P; 以 及 0 = 0;， 因 此 ， 我们 得 到 
l (3 +V7)/2 = [2;1,4,1,1,1,4,1,1,---] 
| = [2,1,4,1,1]. < 
下 面 ， 我 们 将 通过 证 明 二 次 无 理 数 的 简单 连 分 数 是 循环 的 ， 来 完成 拉 格 朗 日 定理 的 
证 明 ， l ; 
”定理 12. 21 的 证 明 ( 接 上 ) 令 a 为 一 个 二 次 无 理 数 ， 由 引 理 12. 5， 可 以 将 a 写 为 
a = (P, + Vd)/Q,. 
进一步 ， 由 定理 12.20, RIA a=[ao; ca，am，…]， 其 中 , 对 k=0, 1, 2, 
a, = (P, + /d)/Q,, 
a, = [œ], 
Pin = aQ, - P,, 
0 = (d - P,4)7Q,. 
由 a=[ao; a, 24,, ', o,], ÆW 12.11 表明 
a = (p,aa, + pya)/ (4,504 + 4,5)- 
上 式 两 边 取 共 轿 ， 由 引 理 12.4， 可 以 得 到 
a! = (p, 0 * P5)" (iaat Iraj: (12. 14) 
当 用 (12. 14) 求 解 ga/ 时， 我 们 发 现 | 


" ; Pk 

= Qi P 

a', Gi-2 
dii , Pra 
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UE SIS k ATERN, KAF p, 2/9, FE p, ag, ST o, FE 


ı Pr i iHi 
(e -Ve posi | 
趋 于 1 因此， 存在 一 个 整数 W 使 得 对 ERN, <0. DDXDUUT k-1, 0,70, 我 们 有 
ad ,P,*4d  P,-4d 24d 
"6, Q A 
于 是 对 于 >N，0, > 0. 
因为 QQ =d -Pi ， 所 以 对 于 4>N， 
Q, S Q,Q =d-P «d. 
同样 对 于 k 宇 N， 我 们 有 
Pia Sd = Pia - Q, Qno 
于 是 
-Vd< P, e. | 
由 不 等 式 0<Qi<d 和 -VE P,,,—/[d, Hip kzN, RNAS, P, A Q, H k> N 时 可 能 的 值 仅 
存在 有 限 对 ， 而 对 于 丰 >N， 有 无 限 个 整数 丰 ， 所 以 就 存在 两 个 整数 和 17， 使 得 P, =P, 0, 20, 
Hapiecj. 因此 ， 由 o, 的 定义 ， 我 们 看 到 Qi = OQ. 进而 ， a, =a;, Q;,; E Qjo Qiz Fajs "7, 
所 以 ， 


Q = T^ 30, ,05 ,***,0;,,,0;,0;,, ,77,0; ,,0;,04, ,77 05.4, e] 
= [ooio ,0; ,***,0,,,0,,05,15 a ]- 
这 就 证 明了 o 是 一 个 循环 简单 连 分 数 . n 


纯 循环 连 分 数 下面， 我 们 研究 循环 简单 连 分 数 中 被 称 为 纯 御 环 的 一 类 ， 也 即 没有 预 循环 
的 那些 数 . 

定义 ” 连 分 数 a=[ao; ai，o，…] 被 称 为 纯 循环 的 ， 如 果 存 在 一 个 整数 mn， 使 得 对 于 天 = 
0, 1,2, =, dH a,-a,,,, PA 

| [aojiaa] = [ay0 ,a ). 

例 12.15 连 分 数 [2; 3] = (1 +V3)/2 是 纯 循 环 的 ， 而 [2; 2, 4] =V6 就 不 是 . 4 

下 面 的 定义 和 定理 描述 了 那些 有 纯 循环 简单 连 分 数 的 二 次 无 理 数 . 

定义 ”一 个 二 次 无 理 数 o 被 称 为 既 约 的 ， 如 果 a>1 并 且 -1<a' 一 0， 其 中 必 是 ae 的 
3k se. 

定理 12.23. 二 次 无 理 数 a 的 简单 连 分 数 是 纯 循 环 的 当 且 仅 当 o 是 既 约 的 . 进一步 ， 如 果 


a 是 既 约 的 ， 并且 a= [ooi a, a, 0, a], 那么 -1/a' 的 连 分 数 就 为 [到 ani 00]. 
证 明 首先 ,假设 a 是 既 约 的 二 次 无 理 数 .回忆 定理 12.18 中 简单 连 分 数 a 的 部 分 商 为 
a, = [œ], ara = 1/(a, -a,), 


k=0, 1, 2, =, K'Po,-o. 我 们 注意 到 
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l/a,,70,-29,, 
HIAURE SS 012.4, ， 我 们 得 到 
pu s (12. 15) 
由 数学 归纳 法 ,我 们 可 以 证 明 ，-1<a<0, k-0, 1, 2, =. KE, 注意 到 由 于 ao。=a 是 既 
约 的 ， 所 以 -1 二 a;<0， 现在， 假设 -1 一 ait< 0， 那么 当 庆 =0，1，2，… 时 ， 因 为 w >1， 
&=0,1，2，…( 注 意 到 因为 w >1 所 以 ao>1)， 所 以 由 (12. 15 ) 我 们 得 到 
iato ed. 
于 是 -1 天 ao: <0. Bib, 对 于 k=0, 1, 2, f -1— a0. 
接着 注意 到 由 (12. 15 ) 我 们 有 
a', = a, * lVa',,, 
并 且 因为 -1 一 oa<0， 所 以 
-1-«a, 4 l/a', «0. 
因此 
-1-1/a',,«€a, € - lZVa',, 
从 而 
a, = [-17a',,]. 
由 于 a 是 一 个 二 次 无 理 数 ， 拉 格 朗 日 定理 的 证 明 表 明 ， 存 在 非 负 整数 i 和 j,i 二 j， 使 得 a; = 
a, FÆ -1/a;= -l/a. B Fa ,-[-1/aj], a., =[ - 17aj], 我们 知道 a, =a 进 一 
25b, AX ai =a *1/a;, oj, =a +1, 我们 还 有 a =a 重复 上 述 论证 过 程 ， 我 们 
看 到 ww =, Qi 205,5, -c, HEA, RAA œ =a 因为 
ao -a2[2,24,,,2,,,,0;1] 
= [2,54,,77,0,,, ,0,] 
-[2,52,,77,2, 4], 
所 以 a 的 简单 连 分 数 是 纯 循环 的 . 
为 了 证 明 逆 命题 ， 假 设 a 是 一 个 具有 纯 循 环 连 分 数 a= [m 4,2, ,ax] 的 二 次 无 理 
数 ， 由 于 a=[ao; ao，ww，…，w，aw]， 定 理 12. 11 表明 
| _ OPi + pe- 
oq, + qe-i 
HF, prigi M pg 分 别 是 a 的 连 分 数 展开 式 的 第 大 -1 个 和 第 大 个 收敛 子 ， 由 (12. 16)， 
我 们 看 到 l 


(12.16) 


q + (qra - p,)a -Pı = 0. (12.17) 

HE, SE 为 一 个 二 次 无 理 数 ， 使 得 6= [a ar-i， 61,05] ， 即 这 个 连 分数 的 循环 节 与 a 

是 相反 的 .那么 B=[ai; ww-i，…，a，a，B]， 从 而 由 定理 12. 11， 有 
x BP * Pa 


; — (12. 18) 
Bat qi 
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其 中 ,pi_1/q4_1 和 pi/q: 是 B 的 连 分 数 展 开 式 的 第 天 -1 个 和 第 大 个 收敛 子 ， 然 而 ， 注 意 到 由 
12.2 节 的 习题 10， 有 s 
By pua = [0,53,4,77,0,,a9] = p^74", 

和 

q,/q,4 = [aia ia ai] = p/h 
因为 站 ietf 和 以 /9 是 收敛 子 ， 我 们 知道 它们 是 既 约 分 数 .， 同样 ，p;_1/gqi-1 和 ps/qs 也 是 既 约 
分 数 ， 因 为 定理 12. 12 表明 p,q,..-p,54,7 C71)! .. 从 而 

D = Pid. = Pia 
JH 
Da? 4,545.47 qa 

将 这 些 值 代入 (12. 18) ， 我 们 看 到 


Bp, + 4, 
E Bb. + grr 
进而， 我 们 知道 
p.a + (qi. 7 P4)B - 4, = O. 


q,C- 1B) + (gi ~ p) C7 MB) -pi = 0. (12. 19) 
Hi (12.17) 81(12.19) ， 我 们 看 到 二 次 方程 
qz + (qi 7 p,)x - p. =0 
的 两 个 根 是 a 和 - IMB， 从 而 由 此 二 次 方程 有 o' = -VB. 由 B= [ay -i，…， m. 0). 我们 有 
B1, 于 是 -1<a'= -1/B8 二 0， 因 此 , a 是 一 个 既 约 二 次 无 理 数 . 
进一步 ,注意 到 由 于 B= -l/a', BIA 
| -1/a' = [2,:2,5,77,4, à]. = 
现在 ， 我 们 来 求 VD 的 循环 简单 连 分 数 的 表达 式 ， 其 中 也 为 一 正 整数 ， 并 且 不 是 完全 平 
Ji RR /DAAEBEZIBS, KERA EHRM - VD 不 在 -1 和 0 之 间 ; 但 是 二 次 无 理 数 
[V 万 ] +VD 是 既 约 的 ， 因 为 它 的 共 示 G[VD] -VD 在 -1 和 0 之 间 ， 从 而 由 定理 12.23, ， 我 们 知 
道 [V 万 ] +V 万 的 连 分 数 是 纯 循 环 的 . 由 于 [VD] + VD 的 简单 连 分 数 开 头 的 部 分 商 为 [[VD] + 
YD] =2[VD] =2co， 其 中 os = [VD]， 我 们 有 
[VD] + VD = [2a,;a, 2; ,*,a,] 


= [2cojial ,az ，…，as;2ao ,al，…，an]. 


该 等 式 两 边 减 掉 a = [V 万 ] 得 到 "n 
VD = [Lao ;a) j4; ,**,284,0, 05,7428, ,7] 


= [2,5;2,,2,,77,0, 24, ]. 
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为 了 得 到 关于 VD 的 连 分 数 的 部 分 商 的 更 多 信息 ， 由 定理 12.23，-1/([VD] -VD) 的 简单 
连 分 数 展开 式 ， 可 以 通过 将 [YD] + VD 的 循环 节 反 转 得 到 ， 所 以 
1/( [VD] - [VD]) = [csja 77,2, ,22,]. 
同时 注意 到 
VD - [VD] = [0;a,,a,,,2;,2a,] , 
取 倒 数 有 
L(QD -[4D]) 2[252,,7,2,29)].—— 
所 以 当 我 们 比较 1A(YD - [VD] ) 的 简单 连 分 数 的 两 种 表达 式 的 时 候 ， 我 们 得 到 
CI1 三 0,,0, 三 Q, 4157770, —-0,, 
所 以 VD 的 连 分 数 的 循环 部 分 从 第 一 项 至 倒数 第 二 项 是 对 称 的 . 
综 上 所 述 ， 我 们 看 到 VD 的 简单 连 分 数 具 有 这 样 的 形式 
VD = [a,;a, aa，…，,oayal 2a, ]. 
我 们 用 一 些 例 子 来 说 明 这 点 . 
例 12.16 注意 
V23 = [4:1,3,1,8], 
V31 = [5,1,1,3,5,3,1,1,10], 
V46 = [6;1,2,1,1,2,6,2,1,1,2,1,12], 
Vi6 = [8;1,2,1,1,5,4,5,1,1,2,1,16] 
和 


497 = [9;1,5,1,1,1,1,1,1,5,1,18], 
其 中 每 一 个 连 分 数 都 有 一 个 长 度 为 1 的 预 循环 部 分 ， 以 及 一 个 以 第 一 个 部 分 商 的 二 倍 为 结尾 的 
循环 节 ， 并 且 该 循环 节 从 第 一 项 至 倒数 第 二 项 是 对 称 的 . l < 
对 于 不 是 完全 平方 数 并 且 小 于 100 的 正 整 数 4，Vd 的 简单 连 分 数 的 展开 式 可 以 在 附录 D 的 
X 5 中 查 到 . 


12.4 $12] 


. 求 下 列 各 数 的 简单 连 分 数 
a)/7 b) Vil e) v23 a) V47 e) V59 f) V94 
. 求 下 列 各 数 的 简单 连 分 数 . 
a) Vi0T b) V103 e) /107 4) V50T e) /203 t) V209 
. 求 下 列 各 数 的 简单 连 分 数 
ajl «42 b) (2 45) /3 e) (5 -47)/4 
. 求 下 列 各 数 的 简单 连 分 数 . | 


- 


N 


w 


A 
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10. 


16. 


a) (1443)72 b) (144 4/37) /3 e) (13 242) 71 


. 求 下 列 各 简单 连 分 数 所 对 应 的 二 次 无 理 数 . 


a)[2; 1, 5] b)[2; 1, 1, 5] c)[2; 1, 5] 


. 求 下 列 各 简单 连 分 数 所 对 应 的 二 次 无 理 数 . 


a)[1; 2, 3] ; 5b)[1; 2, 3 3] c)[1; 2, 1; 2, 3] 


. 求 下 列 各 简单 连 分 数 所 对 应 的 二 次 无 理 数 . 


a)[3; 6] b) [4; 8] c)[5; 10] ^— a)[6; 12] 


. a) t d 为 一 个 正 整数 :证 明 V4 +1 的 简单 连 分 数 为 [d; 24]. 


b) 用 (a) 的 结论 ， 求 出 101, 4/2908 2210 的 简单 连 分 数 . 


. 设 d 为 一 个 整数 ，d>>2. 


a) 证 明 V 严 -1 的 简单 连 分 数 为 [d- 1; 1, 2d-2]. 

b) 证 明 VE -ad 的 简单 连 分 数 为 [d -1; 2, 24 -2]. | 

c) 用 (a) 和 (b) 的 结论 ， 求 出 V89，V110，V272 和 V6500 的 简单 连 分 数 . | 
DER: 如 果 d 为 一 个 整数 ，d>3， 那 么 d -2 简单 连 分 数 为 [d - 1, 1, 4-2, 1, 24-2]. 
b) 证 明 : 如 果 d 为 一 个 正 整 数 ， 那 么 Vd +2 简 单 连 分 数 为 [d; d, 24]. 

oR VAT, PRON A 


. Bd 为 一 个 正 奇数 . 


a) 证 明 : HR do1, 那么 Vd +4 的 简单 连 分 数 为 [di (d- 10/2, 1, 1, (d-1)/2, 24]. 
b) 证 明 ; 如 果 d>3， 那么 VE -4 的 简单 连 分 数 为 [4 -1; 1, (4-3)/2, 2, (d-3)/2, 1, 24-2]. 


. 证 明 : Va 的 简单 连 分 数 的 循环 节 长 度 为 1 当 且 仅 当 d=a? +1， 其 中 4 为 正 整 数 ，a 为 非 负 整数 . 
. 证 明 : Yd 的 简单 连 分 数 的 循环 节 长 度 为 2 当 且 仅 当 d= +b， 其 中 d HERS, a, b 为 整数 ，! > 1, 3E 
Hb | 2a. 
. 证 明 : 如 果 oa =(o +b, / d) /c, M a, = (a; +b, | d) /c, 是 二 次 无 理 数 ， 那 么 下 面 各 式 成 立 . 
a)(a, +a)’ =a; +a, b) (a; -œ,)' =a; - o; Haa eaa 
. 下 面 哪些 二 次 无 理 数 有 纯 循环 连 分 数 ? | 
a)l +VW5S b)2 448 c)4 + / 17 
d) (11 - V10)/9 e) (3 + J/23)72 £) (17 + 4/188) /3 


Ha-(ae[b)/c, Hif a, 6 和 cc 为 整数 ,b>>0， JB b 不 是 完全 平方 数 . ER: ea 为 一 个 既 约 二 次 无 理 
ToS BUS O< a/b Bb -a< eafb e acc2b. : 


. WEB]: 如 果 a 是 一 个 既 约 二 次 无 理 数 ， 那么 -1/a' 也 是 一 个 既 约 二 次 无 理 数 . 
. 设 k 为 一 个 正 整数 ， 证 明 : 不 存在 无 穷 多 个 正 整 数 D,， 使 得 VD 的 简单 连 分 数 展开 式 的 循环 闻 长 度 为 下 


(提示 ; $a 22,a,-5, 并 且 对 于 k=3, $a, = 2a, ., + 0, 4. 证 明 : WÈ D= (12, +1)? *2ta, , +l, 其 
中 + 为 一 非 负 整数 ， 那 么 V 了 的 循环 节 长 度 就 为 上 +1. ) 


. 设 为 一 个 正 整数 ， 令 D, = (351) «3. 证 明 /万 的 简单 连 分 数 的 循环 节 长 度 为 6k. 
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12.4 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 

用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
. RH /100 007, ./1 000 007 和 V10 0DO 007 的 简单 连 分 数 . 
. 找到 最 小 的 正 整数 D， 使 得 VD 的 简单 连 分数 的 循环 节 的 长 度 分 别 为 10，100，1000 和 10 000. 
. 当 正 整数 D 分 别 小 于 1003, 10 000 和 100 000 时 ， 求 出 YD 的 简单 连 分 数 的 循环 节 长 度 的 最 大 值 ， 你 能 做 出 
一 些 猜 想 吗 ? 
4. 对 多 个 不 同 D 计算 YD 的 连 分 数 ， 以 寻找 其 中 的 规律 . 

程序 设计 

用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

* 1， 由 一 个 循环 简单 连 分 数 ， 求 出 其 对 应 的 二 次 无 理 数 . 
2. 求 一 个 二 次 无 理 数 所 对 应 的 循环 简单 连 分 数 . 


12.5 用 连 分 数 进行 因子 分 解 


如 果 能 找到 正 整数 * 和 y， 使 得 人 * -y =n 并 且 x -y 关 1， 我 们 就 能 够 分 解 正 整 数 m 这 是 
我 们 在 3. 6 节 中 所 讨论 的 费 马 因子 分 解法 的 基础 ， 然 而， 如 果 我 们 能 够 找到 正 整数 * 和 y， 使 
其 满足 较 弱 的 条 件 


| e 


Uu 


|o a -(medn), 0<y<x<n,， 并 有 x+y#n, (12. 20) 
就 有 可 能 分 解 xn 了 .其 原因 在 于 ， 如 果 (12. 20) 成 立 ,那么 整除 x -y =(x+y)(x-y), M 
En ERER a-y, UPER +y, WAC, x -y)fü(n, %+y) 是 nn 的 因子 ,并 且 它 们 都 不 
等 于 1 或 n， 而 我 们 可 以 用 欧 几 里 得 算法 快速 地 找到 这 些 因子 . 

例 12.17 注意 到 29: -17° =841 -289 2 552 0 ( mod 69). 由 于 29” -17° = (29 -17)(29 + 
17) =0(mod 69)， 并 且 (29 - 17, 69) = (12，69) 和 (29 +17, 69) = (46, 69) 都 不 等 于 1 或 
69， 而 且 都 是 69 的 因子 . 利用 欧 欧 几 里 得 算法 ， DL E ' 1129 (12, 69) 23 
$46, 69) 223. 4 

Vn 的 连 分 数 展 开 式 可 以 用 于 求解 同 余 方 程 *”=y(mod mn)、， 下 面 的 定理 就 是 求解 的 基础 . 

定理 12.24 设 n 为 一 个 正 整 数 ， 并 且 不 是 完全 平方 数 . 定义 ar = (Pi +Vn)/Q;, a, 
[o], Prsi =Q- P, F Quai =(n-Pi,1)/Q;,， k=0, 1, 2, , X Pos on. 进一步 , 令 
p,/ q, 表示 V7mr 的 简单 连 分 数 的 第 天 个 收 化 子 ， 那么 

p,-ng -(- "T 

定理 12. 24 的 证 明 依 赖 于 下 面 有 用 的 引 理 . 

引 理 12. 6 Sy Xr 5, uade mx 同时 nn 为 正 整数 ， 且 不 为 
完全 平方 数 . 那么 "=it 且 s=u. : 
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证 明 因为 r+sVn=t+uVYn， 所 以 如 果 seu, EA 


7 一 了 了- 
io rr at | 
BG-:)/(u-s)dc8 BER, MELER, BP s-u, Xtiir-i " 


现在 ， 我 们 可 以 证 明定 理 12. 24 T. 

证 明 因为 Vn = ao = [ai a4, a, ^5, ars 0,4]. 所 以 由 定理 12.9 

` à OLaPy + Pia 

Ve Arsa + d 
由 ay = CP,,, 8 n)/0,,,f8, 
PERGTUEEOUERUmm 
(Pi, * |n)g, + Qrati 
因此 ， 
nq, + (Prati + Quagua) Vn = (Puap, + Quipia) + p, n. 
由 引 理 12:6 £8, ng, = PL ap, + Quapu I Piati + Qi.19i-1 mp, 上 两 式 分 别 乘 以 gq, Mp, E 
用 第 二 式 减 去 第 一 式 ， 通过 化 简 ， 并 应 用 定理 12. 10， 我们 得 到 
| pi ~ ng = (uda 7 Pra) Qua = (-D*"0,, 

这 样 就 完成 了 证 明 . 

现在 ,我 们 概括 地 描述 一 下 用 于 分 解 整数 n 的 连 分 数 算法 ， 它 是 由 D. H. Lehmer 和 
R. E. Powers 在 1931 年 提出 的 ， 并 于 1975 年 由 J Brillhart 和 M. A. Morrison 进一步 发 展 (细节 请 
参考 [LLePo31] 和 [ MoBr75 ] )， 假 设 序列 p,, q,, Ors a, 和 o, 就 是 通常 计算 Yn 的 连 分 数 展开 式 
中 所 定义 的 量 ， 由 定理 12. 24， 对 于 每 一 个 非 负 整数 太 有 

p, = (7 1)*' Q,, (mod n), | 

HP p, 和 Q;,, 如 定理 中 所 定义 .现在 ,假设 是 奇数 ， 并 且 Q,,, 是 一 个 平方 数 ， 即 0,,1 S s5, 
其 中 :是 一 个 正 整数 .那么 pt=s (mod n)， 这 样 我 们 就 可 以 通过 这 个 同 余 方 程 来 分 解 n T. 
简 而 言 之 ,为 了 分 解 上， 我 们 只 需要 实现 定理 12. 10 中 所 描述 的 求 Vn 的 连 分 数 展开 式 的 算法 . 
我 们 在 序列 | ;| 的 下 标 为 偶数 的 项 中 ， 搜 索 值 为 平方 数 的 项 ， 每 一 个 这 样 的 项 ， 都 有 可 能 得 . 
到 n 的 一 个 非 平凡 因子 (也 有 可 能 仅仅 得 到 n=l. n)， 我 们 将 在 下 面 两 个 例子 中 描述 这 个 
算法 . MED. | 

例 12. 18 ”用 连 分 数 算法 来 分 解 1037. $ a= V1037 = (0+ /1037)/1, HP P =1，0。 = 
1， 由 此 生成 P;:，Q;，a 和 a。 我 们 在 序列 {0,1 的 下 标 为 偶数 的 项 中 ， 搜 索 值 为 平方 数 的 项 . 
我 们 看 到 Q, =13, 49, =49. 由 于 49 =7? 是 个 平方 数 ， 并 且 0, 的 下 标 为 偶数 ， 考 察 同 余 方程 
pi ( -1)*Q, (mod 1037)， 计 算 序 列 的 |p,| 各 项 ， 可 以 求 出 p, — 129. 这 样 就 有 同 余 式 129" = 
49(mod 1037). 因此 ，129” -7° 2 (129 - 7) (129 +7) =0(mod 1037)， 于 是 就 有 了 1037 的 因子 
(129-7, 1037) = (122, 1037) =61 和 (129 «7, 1037) = (136, 1037) = 17. < 
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例 12.19 用 连 分 数 算法 求 出 1 000 009 的 因子 (我 们 仿照 [Ri85] 中 的 计算 )， 首 先 g, =9， 


Q, 2445, Q, =873 和 Q, =81. .因为 81 =9 是 平方 数 ， 我们 考察 同 余 方 程 p=( -1) Q.(mod 
1000009). 然而 ，m =2 000 009= -9(mod 1000 009)， 因 此 p, +9 可 以 被 1000 009 整除 ， 这 
样 ， 我 们 就 没有 从 这 里 得 到 任何 1 000 009 的 因子 . 


我 们 继续 计算 ， 直 到 能 在 序列 | ,| 的 下 标 为 偶数 的 项 中 找到 另 一 个 平方 数 为 止 ， 当 天 = 18 


Ht, Q, 216. 并 计算 出 py 2494 881. E 8] 487; EE pu — ( -1) Qu (mod 1000009)， 我 们 有 
494 881? 24^ (mod 1000009). 这 样 就 有 了 1000 009 的 因子 (494 881 -4, 1000 009) = (494 877, 
1 000 009) 2293 和 (494 881 +4, 1000009) = (494 885, 1000 009) 23413. 4 


基于 连 分 数 展开 式 的 更 强 的 方法 在 [ Di84] 、[ Gu75] 和 [WaSm87] 中 有 详细 描述 ， 我 们 将 


在 习题 中 描述 其 中 一 种 . 


12. 5 节 习 题 

1. 用 同 余 方 程 19: 22^ (mod 119) 求 出 119 的 因子 . 
2. 用 连 分 数 算法 分 解 537. 

3. 


用 连 分 数 算法 分 解 13 290 059. (提示 : 用 计算 机 程序 产生 V13 290 059 的 连 分 数 的 0;， 需 要 计算 超过 
50 项 . ) : 


. E ”为 一 正 整数 ， Pis Pos 775 Pm 为 素数 . 设 存在 整数 x, ， Ny 77, X, 使 得 


xi = (- 1)" pj pz (mod n), 


a3 = (- V) "py? Po (mod n), 


xim ( - 1) pipi (mod n) , 
其 中 
eol + eo +t + ep = 26 
el ten +…+er = 26, 


eu ten EOU t es = 2e, 


ml 


WH: =y (modn), EP raaes, Hy -(-1)9pteepr. 解释 如 何 使 用 这 些 信息 分 解 %*， 这 里 ， 索 数 
Pis P2s CUP. 连同 -1 被 称 为 因子 基 . 


. 证 明 : 通过 令 xm 717, x, 719 且 以 13，5| 为 因子 基 可 以 分 解 143. 
. 设 AEE, p po e p ARA BO, = [oi = 1, 其 中 整数 0 的 定义 如 同 其 在 5 的 连 


分 数 中 的 定义 ， 解 释 E Y (=1，2，…，r) 为 偶数 时 ， 如 何 分 解 n. 


. 证 明 : 使 用 V127 007 001 的 连 分 数 展开 式 ， 并 以 - 1， 2, 31, 71, 97 为 因子 基 ， 可 以 对 12 007 001 进行 分 


fg. (提示 : 使 用 Q, 225. 97, Qn =2*. 71, Qas 225. Qa =31 9 及 Qa 231-71, 并 证 明 PoP1: Pz P33 
pa, 29 815 310. ) 
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8. 使 用 V197 209 的 连 分 数 展开 式 ， 并 以 2，3，5 为 因子 基 ， 分 解 197 209. 
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计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 使 用 连 分 数 算法 分 解 F; =22 + 1. 
*2. 使 用 连 分 数 算法 找到 Ni, 的 素 因 子 分 解 ， 其 中 Wi 是 下 面 所 定义 的 序列 的 第 j 项 ,，N, =2，N =pp' p +1， 
这 里 pj 为 N, 的 最 大 素 因子 ，( 例 如 : N, =3，N =7，N, =43，NN = 1807， 等 等. ) 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
*1. 使 用 连 分 数 算法 分 解 正 整数 . 
. **2, 使 用 因子 基 和 连 分 数 展开 式 分 解 正 整数 (参见 习题 6). 


第 13 章 某 些 非 线 性 丢 番 图 方程 


如 果 对 一 个 方程 只 求解 它 的 整数 (或 有 理 数 ) 解 ， 我 们 便 称 该 方程 为 又 丰 图 方程 (diophan- 
tine equation)， 我 们 已 经 研究 了 一 类 简单 的 丢 番 图 方程 ， 即 线性 丢 严 图 方程 (3.6 节 )， 我 们 已 
学 会 如 何 求 一 个 线性 丢 番 图 方程 的 全 部 整数 解 ， 但 如 何 求解 非 线性 丢 番 图 方程 呢 ? 

有 一 个 深刻 的 定理 (超出 了 本 书 的 范围 ) 表 明 : 没有 适用 于 求解 所 有 非 线性 丢 番 图 方程 
的 通用 方法 ， 然 而， 对 于 某 些 特定 的 非 线 性 丢 番 图 方程 以 及 一 些 非 线性 丢 亚 图 方程 的 特定 
族 ， 人 们 已 经 得 到 了 一 些 结果 ， 本 章 将 讲述 几 种 类 型 的 非 线性 丢 番 图 方程 .首先 ， 我 们 考虑 
ZERADE +=， 这 是 直角 三 角形 的 边 长 所 满足 的 方程 ， 我 们 将 给 出 求 其 全 部 整数 解 
的 显 式 公式 . | 

在 讨论 了 丢 番 图 方程 +y = 对 后 ， 我 们 将 考虑 著名 的 丢 番 图 方程 只 +y cz, X Hn JN 
大 于 2 的 整数 ， 也 就 是 说 ,我 们 感 兴趣 的 是 两 个 整数 的 n 次 宕 的 和 是 否 为 男 一 个 整数 的 n 次 
备 ， 这 里 三 个 整数 中 的 任何 一 个 都 不 为 0。 费 马 声 称 该 丢 番 图 方程 在 n>2 时 没有 解 ( 即 众 所 周 
知 的 费 马 大 定理 ) ， 但 是 350 多 年 来 没有 人 能 给 出 它 的 证 明 . 1995 年 ， 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 
首次 给 出 了 该 定理 的 证 明 ， 从 而 解决 了 数学 上 最 大 的 挑战 之 一 ， 费 马 大 定理 的 证 明 远 远 超出 了 
本 书 的 范围 ， 但 是 我 们 可 以 对 n=4 的 情形 给 出 一 个 证 明 . 

接 下 来 ， 我 们 将 考虑 把 整数 表示 成 一 些 平方 数 的 和 的 问题 ， 从 而 判定 哪些 整数 可 以 表示 成 
两 个 平方 数 的 和 ， 进 一 步 ， 我 们 将 证 明 任何 一 个 正 整数 都 是 四 个 平方 数 的 和 

最 后 ， 我 们 将 研究 丢 番 图 方程 *”- dy* = 1， 即 著名 的 佩 尔 方 程 (Pell’s equation)， 我 们 将 


证 明 可 以 用 Vz 的 简单 连 分 数 来 求 该 方程 的 解 ， 这 为 连 分 数 的 应 用 又 提供 了 一 个 有 力 的 例证 . 
13.1 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 | 


毕 达 哥 拉 斯 定理 表明 ,直角 三 角形 的 两 条 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 ， 相反 地 ， 任 何 
一 个 三 角形 ， 如 果 它 的 两 条 边 的 平方 和 等 于 第 三 边 的 平方 ， 那 么 它 就 是 直角 三 角形 ， 因此， 如 
果 想 找到 所 有 具有 整数 边 长 的 直角 三 角形 ， 只 需要 找到 满足 下 面 丢 番 图 方程 的 所 有 正 整数 三 元 
2H x, y, z: 

x +y zd. (13. 1) 

Tii 1 3X 4-75 RE BAL LE ECC TARRI L FEMELA, REUTERS ZEAR A 
字 命 名 的 . 

例 13.1 三 元 组 3, 4, 5; 6, 8, 10 和 5，12，13 都 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 因 为 3 +4? = 
5, 6€ «8! x10? f 5? «12? -13*. E 

不 同 于 大 多 数 非 线性 丢 番 图 方程 ，(13. 1) 的 所 有 整数 解 是 可 以 用 公式 显 式 描述 的 .在 推 
导 这 个 公式 之 前 ， 我 们 需要 如 下 定义 : l 

定义 “一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 x，y，z 称 为 本 原 的 ， 如 果 (x, y, z) =1. 
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毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras ， 公 元 前 约 572 一 公元 前 约 500) 生 于 希腊 的 萨摩 斯 岛 ， 在 进 
行 了 广泛 的 游学 后 ， 毕 达 哥 拉 斯 在 古 希 腊 的 克 罗 托 纳 ( 现 位 于 意大利 南部 ) 创 建 了 其 
著名 的 学 校 . 

该 学 校 除了 是 一 个 致力 于 研究 数学 、 哲 学 和 科学 的 学 术 组 织 外 ， 还 是 学 员 进 行 
。 ”神秘 仪式 的 地 点 .学 员 们 自称 毕 达 哥 拉 斯 的 追随 者 ， 不 发 表 任何 东西 ， 并 且 把 所 有 
MN ”发 现 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 本 人 然而， 人们 相信 是 毕 达 哥 拉 斯 本 人 发 现 了 现在 所 说 的 
毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 即 o eb e, Apa, 6 和 < 分 别 是 直角 三 角形 的 两 直角 边 和 和 斜 边 的 长 度 ， 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 相信 ， 理 解 世界 的 关键 在 于 自然 数 和 形式 ， 他 们 的 中 心 信 条 是 “万 物 皆 数 ”， 由 于 对 自然 数 的 
痴迷 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 在 数论 方面 做 出 了 很 多 发 现 . 特别 地 ， 他 们 研究 过 完全 数 和 亲 和 数 ， 因 为 他 们 
觉得 这 些 数 具有 神秘 的 性 质 . l 


例 13.2 - GE SHDLEE— 7648 3, 4, 54105, 12, 13 是 本 原 的 ， 而 6，8，10 不 是 本 原 的 . < 

Bta, y, z 为 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 旦 (zx，y，z) =d， 则 有 整数 m, y, a, WE x= da, 
y2dy,,z-dz, H(x,, y, z) 21. 进一步 ， 因 为 

x £y = z, 
我 们 有 
(x/d)? + (y/d)* = (z/d), 

Té 
l x;-yb-ad. 
Bib. x. vss n 是 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 而 原来 的 三 元 组 *，y，z 是 本 原 毕 达 哥 拉 斯 
三 元 组 的 整数 倍 . 

而 且 ， 我 们 还 可 以 注意 到 ， 一 个 本 原 ( 或 任意 ) 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 的 任意 整数 倍 仍 是 一 个 
HASELLUS. Wt. yq, n 是 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 则 有 

xi + yt = 
因而 
(dx,)' + (dy,)* = (da), 

所 以 dx,, dy,, dz, 也 是 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 

因此 ， 所 有 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 都 可 以 通过 计算 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 的 整数 倍 而 得 到 . 
为 了 找到 所 有 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 我 们 需要 一 些 引 理 . 第 一 个 引 理 告 诉 我 们 ， 本 原 毕 达 哥 
拉 斯 三 元 组 的 任意 两 个 整数 互 素 . | 

引 理 13. 1. 如 果 #*，7y，z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 则 (x，7y) = (y, z) 2 (x, 2) =1. 

证 明 假设 x，y，z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 且 (x*，7y)>1， 则 存在 素数 p， 使 得 
pl(x, y), Bi pix Bply, Fi pl QA «222, mplz AHplz 这 与 (x, y, z) 21 
盾 . 因此 (x,y) =1， 同 理 可 得 (y，z) = (x, z) =1. a 

接 下 来 ， 我 们 建立 一 个 关于 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 的 整数 的 奇偶 性 的 引 理 . 

引 理 13.2. 设 x，y，z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 则 x 为 偶数 且 y 为 奇数 或 者 % 为 奇 
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Jk B. y AAR. 
证 明 Ba, y, z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 由 引 理 3.1, (x. y) 51, AM x, y 
不 可 能 同 为 偶数 ， 而 且 *，y 不 可 能 同 为 奇数 . Ex, y 同 为 奇数 ， 则 
x^ = y =1(mod 4), | 
从 而 
l 2 =x +y =2(mod 4). 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 ，x 为 偶数 且 y 为 奇数 ， 或 者 x 为 奇数 且 y 为 偶数 . " 
我 们 需要 的 最 后 一 个 引 理 是 算术 基本 定理 的 推论 .， 它 表明 : 如 果 两 个 互 素 的 整数 的 乘积 是 
一 个 平方 数 ， 那 么 这 两 个 数 都 必须 是 平方 数 . 
引 理 13.3 dr, se tU UE, Rr, s) =1，r og, NAEK m, n, rsm, 
证 明 若 rz=1 或 *=1， 则 结论 显然 成 立 ， 所 以 我 们 可 以 假设 r>1 且 s>1. Wr, sut d] 
素 宕 分 解 分 别 为 : 
r = PPPOP» 
s = APUD. 
| t = qq27q4y- 
因为 (7， s) =1， 知 +r 和 s 的 因子 分 解 中 出 现 的 素数 是 不 同 的 .由 于 rs es, BIA 
POP PSPSYPeYU]T = 40542004 
由 算术 基本 定理 ， 上 述 方程 两 边 出 现 的 素 因 子 的 方 宕 是 相同 的 ， 也 就 是 说 ， 每 一 个 p, 必须 等 于 某 


一 个 qg, MEKAS, Bp a, =25;。 因 此 ， 所 有 指数 a, 都 是 偶数 ， 因而 子 是 一 个 整数 全 


1/2 22/72 a,/2 


m = py py CUP. 
和 
n = pet peg py. 
Wj r= m? 3 sn, L| 

我 们 现在 可 以 证 明 想 要 的 描述 所 有 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 的 结果 了 . 

定理 13.1 EX, y, z 构成 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 且 y 为 偶数 ， 当 且 仅 当 存 在 互 
KAERA m, n, m>n, $P mAAR n ABK, AA mAB ATR, HLERA 

x =m 一 n, 
y = 2mn, 
z=m n. 

证 明 i, y, z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ,我们 将 证 明 存 在 整数 m, n 满足 定理 的 
条 件 ， 引 理 13.2 表明 : x% 为 奇数 y 为 偶数 ， 或 者 x 为 偶数 y 为 奇数 .由 于 我 们 假定 y 为 偶数 ， 
则 x，z 均 为 奇数 ， 人 所 以 存在 正 整数 n, s 满足 r=(z+x)/2，s = 
(z -x)72. 


382 第 13 Ž 


由 于 x) £y! zz, 我 们 有 y zz -4° = (z+) (2-2) ， 从 而 


yY\ _ [z+%\[z-% Du 
E) -UTO)C)- 
注意 到 (r，s*) 21. EKE, 如果 (r,s) -d, 3E dlr, dis, Aitid|(res) 2z3tR dl Cr- 
s) =x， 这 意味 着 d| (x, z) =1， 所 以 d=1. l 
由 引 理 13.3， 存 在 正 整 数 m 和 nn 满足 r=m usen. Wx, y, z Bm 和 n 的 表达 式 的 形式 : 
y= V4rs = /Am n? = 2mn, 


2 2 
Z—-rtitis-m tn. 


由 于 m 和 wn 的 任 一 公 因 子 都 整除 x*=m -n^, y Z2mn fl z 2 m^ «n? HCx, y, z) $1, Br (m, 
n)-l. m 和 还 不 能 同 为 奇数 ， 否 则 ，x，y，z 均 为 偶数 ,与 (x, y, 2) =1 了 矛盾， 由 于 (m， 
n) =1 H m 和 不 能 同 为 奇数 ， 所 以 m 为 奇数 为 偶数 ,或 者 m 为 偶数 ”为 奇数 ， 这 就 证 明 
了 每 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 具有 想 要 的 形式 . 
要 完成 证 明 ， 我 们 必须 证 明 每 一 个 三 元 组 
x = m -n, 
y = 2mn, 
Zg = m? 十 n? 
构成 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 其 中 m，n 为 正 整数 且 m>>n，(m, n) 21 B msen(mod2). 
首先 于 -n', 2mn, m^ «n! 构成 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 这 是 因为 
xy! = (m - n)! + (2mn)? 
= (m -2mn + n^) « Am? i! 
= m +2mn +n 
= (m +r) 
要 证 x，y，z 构成 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 只 要 证 明 x, y, z 是 两 两 互 素 的 .假设 (x*，y， 
z) =d4>1, WERÆ p| (x, y, 2). 由 于 % 是 奇数 (因为 <=m*-mn,， 且 mm? 3n 的 奇偶 性 相 
ER), 故 pz2. hpl, plz5iupl(z*x) 22m, pl(z-x) 22i, 从 而 plm 且 p|n, 这 与 
(n, n) =1 FE. 因此 (x, y, 2) =1， 即 *，y，z 是 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 . a 
下 面 的 例子 说 明 使 用 定理 13. 1 产生 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 . 
例 13.3 令 m=5 和 n=2, 则 (m,n) 1, msn(mod2) H mn. HEM 13. 1 可 知 : 
x -m -m =5 -2 221, 
y22mn 2:552 «20, 
z=m +n =5*+2 =29 
是 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ; 4 
表 13. 1 列举 了 所 有 用 定理 13. 1 产生 的 满足 m<6 的 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 . 
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表 13.1 一 些 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 


13.1 PJA 


l. 


ON UC oU N 


9. 


* 10. 
11. 

. 给 出 所 有 满足 z=y+1 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 x，y，z 的 公式 . 

. 给 出 所 有 满足 z=y «2 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 x*，y，z 的 公式 . 

. RE: 对 一 个 固定 的 整数 <， 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 x，y，z( 满 足 必 + =z ) 的 数目 在 x 为 奇数 时 为 (7(x*) ~ 


b) 找 出 满足 z<40 的 所 有 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 x*，y，z. 


. 证 明 : 如 果 *，7y，z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ,那么 x 或 者 y 可 被 3 整除 . 

. WR: 如 果 x，y，z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 那 么 x,，y 或 z 中 恰 有 一 个 被 5 整除 . 

. WEB]: 如 果 %*，y，z 为 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ,那么 x, y 或 z 中 至 少 有 一 个 被 4 整除. 
. 试 证 每 一 个 大 于 2 的 正 整 数 至 少 是 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 的 一 部 分 . 

2x z3,y,-24, zi 25, 递归 定义 x,， Yas z, (n22, 3, 4, --) WT: 


XQ = 3x, + 2z, 1, 


n+l 
Yna = 3x, +22, 4+2, 
Za = 4x, + 3z, +2. 


证 明 x,. y,, z, 为 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 . 


n+l 


: 证 明 ; 若 *，y，z 为 满足 Y=x+l 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 则 *，y，z 为 习题 6 中 给 出 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 中 


的 一 个 . 


. 求 出 丢 盔 图 方程 ** +2y =z 的 所 有 正 整 数 解 . 


求 出 丢 番 图 方程 ”+3y =z 的 所 有 正 整数 解 ， 
求 出 委 盔 图 方程 w + ey! = 的 所 有 正 整 数 解 
找 出 包含 12 的 所 有 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 


1/2), x 为 偶数 时 为 (T(x 74) -1)/2. 


. 求 出 委 番 图 方程 ^ e py! =? 的 所 有 正 整 数 解 ， 其 中 为 素数 . 

. 求 出 丢 番 图 方程 1/x* «1/y' =1/z 的 所 有 正 整 数 解 

. VEHI f, fus, Yafa + 及 ,构成 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 其 中 矿 为 第 天 个 斐 波 那 契 数 ， 
. 求 出 所 有 边 长 为 整数 值 且 面积 等 于 周 长 的 直角 三 角形 的 边 长 . 
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13.1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 找到 尽 可 能 多 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 x，y，z， 其 中 x，y，z 中 的 每 一 个 都 是 某 个 平方 数 减 1 你 认为 会 有 无 
限 多 个 这 样 的 三 元 组 吗 ? 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
1. 找到 所 有 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 x*，y，z， 其 中 x，y，z 都 小 于 一 个 给 定 的 上 界 . 
2. 找到 所 有 包含 某 一 给 定 整数 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 . 


13.2 费 马 大 定理 


在 前 一 节 中 ， 我 们 证 明了 丢 番 图 方程 x +y = 有 无 穷 多 组 非 零 整数 解 . 如 果 将 该 方程 中 
的 指数 2 换 成 大 于 2 的 整数 ， 又 会 如 何 呢 ? 在 一 本 丢 番 图 工作 的 手 抄本 中 ， 紧 接着 其 上 关于 
x + r 的 讨论 ， 费 马 在 页 边 的 空白 处 写 道 : 

“将 一 个 整数 的 3 次 方 写成 两 个 整数 的 3 次 方 之 和 、 一 个 整数 的 4 次 方 写成 两 个 整数 的 4 
次 方 之 和 .其 至 一 般 而 言 ， 将 一 个 整数 的 n 次 方 写成 两 个 整数 的 n 次 方 之 和 ， 无 论 如 何 都 是 不 
可 能 做 到 的 ， 对 于 这 一 点 ,我 找到 了 一 个 真正 绝妙 的 证 明 ， 但 是 空白 太 小 了 ， 写 不 下 .” 

对 于 n=4 的 特殊 情形 ， 费 马 确 实 有 一 个 证 明 . 稍 后 ， 我 们 将 运用 他 的 基本 方法 ， 给 出 这 
种 情形 下 的 证 明 . 虽然 我 们 永远 不 会 知道 费 马 是 否 真 的 证 明了 所 有 n>2 情形 下 的 结论 , 但 是 
数学 家 们 相信 他 几乎 没有 可 能 做 到 ， 直 到 1800 年 ， 费 马 写 在 那 本 关于 丢 番 图 工作 的 书 上 的 页 
边 空白 处 的 所 有 其 他 论断 都 已 被 解决 了 ， 有 些 被 证 明了 ， 有 些 则 被 指出 是 错误 的 ， 不 管 怎样 ， 
下 面 的 定理 却 被 称 为 费 马 大 定理 . 

定理 13.2( 费 马 大 定理 ) EBZ: tty =z 无 非 零 整数 解 ， 其 中 是 整数 ， 
Enz3. 

注意 ， 如 果 我 们 可 以 证 明 在 p 为 奇 素数 时 丢 番 图 方程 

Ly az 
没有 非 零 整数 解 ， 那 么 我 们 就 能 证 明 费 马 大 定理 是 正确 的 . 〈 见 本 节 的 习题 2. ) 

对 费 马 大 定理 证 明 的 求索 ， 挑 战 了 数学 家 们 超过 350 年 .很 多 伟大 的 数学 家 都 曾 致力 于 该 
问题 的 研究 ， 但 是 都 没有 达到 最 终 的 成 功 ， 然 而 ， 一 系列 的 有 趣 的 局 部 解 被 建立 了 起 来 ， 并 且 
数论 的 一 些 新 领域 也 在 这 些 探索 中 应 运 而 生 . 第 一 个 关于 费 马 大 定理 的 重要 的 进展 是 1770 和 年， 
欧 拉 关于 该 定理 在 ”=3 情形 下 的 证 明 . ( 即 欧 拉 证 明了 x ”+y =z 没有 非 零 整数 解 . ) 但 欧 拉 
的 证 明 有 一 个 重要 错误 ， 不 过 没 过 多 久 ， 勒 让 德 设法 弥补 了 这 个 漏洞 . 

1805 年 ， 法 国 数学 家 索 菲 ， 热 尔 曼 (Sophie Germain) 证 明了 一 个 关于 费 马 大 定理 的 一 般 性 
结论 ， 而 不 只 是 针对 某 个 指数 n 的 特殊 值 . 她 证 明了 : 如 果 p 和 2p +1 都 是 素数 ， 那么 在 整数 
x, y, z 满足 xyz 天 0 JE B. p 不 整除 xyz HRTF, £ +y =z 无 整数 解 。 作 为 一 个 特殊 情况 ， 她 
指出 如 果 x ey! =z 要 有 整数 解 ， 那 么 x，y，z 中 必 有 一 个 能 被 5 整除 .1825 年 ,运用 费 马 证 
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H n 24 时 使 用 的 无 穷 下 降 法 ( 稍 后 ， 我 们 将 在 本 节 中 给 出 该 证 明 ) ， 狄 利克 雷 和 勤 让 德 分 别 独 
立地 证 明了 n =5 的 情形 ，14 年 后 ， 拉 梅 使 用 无 穷 下 降 法 证 明了 n=7 的 情形 . 


RAE- MRE (Sophie Germain，1776 一 1831) 出 生 于 巴黎 ， 一 直 利用 她 父亲 丰富 的 藏 
书 资料 接受 家 庭 教育 .她 在 十 几 岁 的 时 候 得 知 阿 基 米 德 被 罗马 人 杀 死 的 事后 就 决定 
学 习 数学 ， 开 始 时 她 读 欧 拉 和 牛顿 的 作品 ， 热 尔 曼 虽 然 没 听 过 课 ， 但 她 设法 得 到 大 
学 课程 的 笔记 加 以 学 习 . 她 学 习 了 拉 格 朗 日 讲座 的 笔记 后 , 便 以 拉 白 朗 
(M. LeBlanc) 为 笔名 给 他 写 信 . 拉 格 朗 日 非常 惊讶 信 中 展示 出 来 的 才华 ， 便 要 求 见 
其 人 一 面 ， 结 果 发 现 写 信人 是 一 位 年 轻 的 女士 ， 热 尔 曼 以 拉 白 朗 之 名 跟 许多 数学 家 
通信 ， 其 中 包括 勒 让 德 ， 勒 让 德 在 他 的 书 《 数 论 》(Theorie des Nombres) 中 收录 了 热 尔 曼 的 许多 发 现 . 
她 对 弹性 力学 和 声学 的 数学 理论 也 做 出 了 很 重要 的 贡献 。、 高 斯 对 她 的 工作 很 赞赏 ， 推 荐 哥 廷 根 大 学 授 
予 热 尔 曼 博 士 学 位 ， 很 不 幸 的 是 ， 她 还 没有 来 得 及 接受 这 个 学 位 就 因 病 去 世 了 . 


19 世纪 中 期 ， 数 学 家 们 为 证 明 任意 指数 n 的 费 马 大 定理 开辟 了 一 些 新 的 途径 ， 其 中 最 大 
的 成 就 是 德国 数学 家 库 默 尔 (Emst Kummer) 做 出 的 .他 认识 到 基于 对 某 些 代 数 整 数 集 具有 唯 
一 素 因 子 分 解 的 假设 所 做 的 看 似 可 行 的 途径 注定 是 要 失败 的 ， 为 了 克服 这 个 困难 ， 库 默 尔 发 展 
出 一 套 理论 来 支撑 唯一 素 因子 分 解 . 他 的 基本 思想 是 “理想 数 ” 的 概念 ， 运 用 这 一 概念 ， 库 
默 尔 能 够 证 明 对 于 一 大 类 素数 〈( 即 所 谓 的 “正则 素数 " ) 费 马 大 定理 是 成 立 的 .. 虽然 存在 一 些 
而 且 可 能 有 无 穷 多 素数 是 非 正则 的 ， 但 是 库 默 尔 的 工作 表明 费 马 大 定理 对 很 多 mn 都 是 成 立 的 、 特 
别 地 ， 库 默 尔 的 工作 表明 费 马 大 定理 对 于 除了 37，59 和 67 之 外 的 小 于 100 的 素数 指数 是 成 立 的 ， 
因为 小 于 100 的 素数 中 只 有 这 三 个 是 非 正 则 的 ， 库 默 尔 引入 “理想 数 ” 不 仅 导 致 了 代数 数论 的 产 
生 (后 来 发 展 为 一 个 重要 的 研究 领域 ) ， 还 导致 了 抽象 代数 的 环 论 的 产生 .对 于 库 默 尔 的 理论 不 
起 作用 的 37、59、67 和 其 他 一 些 非 正 则 素数 ， 人 们 后 来 发 展 了 一 系列 更 为 有 效 的 处 理 技巧 


恩 斯 特 - 爱德华 - ERIR (Emst Eduard Kummer, 1810—1893) 生 于 普鲁士 ( 今 德国 ) 
的 索 拉 乌 ， 他 的 父亲 是 位 物理 学 家 ， 座 于 1813 年 ， 在 1819 年 进入 索 拉 乌 文法 中 学 
之 前 ， 库 默 尔 一 直 在 家 接受 私人 教育 ， 他 1828 年 进入 哈雷 大 学 学 习 神 学 ， 他 的 哲学 

课程 的 训练 包括 对 数学 的 研究 .在 他 的 数学 教授 薛 克 ( H. F. Scherk) BUS) F, HERR 
尔 转学 数学 作为 主要 研究 领域 ，1831 年 他 在 哈雷 大 学 获得 博士 学 位 ， 同 年 在 母校 索 
拉 乌 文法 中 学 教书 ， 第 二 年 他 来 到 利 格 尼 茨 ( 今 波 兰 莱 格 尼 察 市 ) 文 法 中 学 教书 十 
年 .他 在 函数 论 方面 的 研究 ， 包 括 对 高 斯 在 超 几 何 级 数 上 工作 的 推广 ， 吸 引 了 德国 一 流 数学 家 的 注意 ， 
他 们 推荐 他 到 大 学 任教 . 

1842 年 库 默 尔 任职 于 布雷 斯 劳 ( 今 波 兰 弗 罗 茨 瓦 夫 ) ， 开 始 在 数论 领域 研究 ， 1843 年 ， 在 试图 证 
明 费 马 大 定理 的 时 候 ， 他 引进 了 “理想 数 ” 的 概念 . 虽然 通过 这 个 概念 并 不 能 证 明 费 马 大 定理 , 但 
是 库 默 尔 的 思想 导致 了 抽象 代数 和 代数 数论 新 的 研究 领域 . 1855 年 他 到 柏林 大 学 任教 直到 1883 年 
退休 . 

库 默 尔 是 一 位 受 欢 迎 的 老师 ， 以 讲课 清晰 、 幽 默 和 关心 学 生 而 闻名 . 他 结 过 两 次 婚 ， 第 一 任 太太 
是 狄 利 克 雷 妻子 的 表妹 ， 她 于 婚 后 第 8 年 也 即 1848 年 去 世 . 
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. 1986 年 ， 德 国 数学 家 格 哈 德 。 佛 菜 ( Gerhard Frey) 首 次 将 费 马 大 定理 和 椭圆 曲线 联系 起 来 
由 于 连接 两 个 看 似 不 相关 的 领域 ， 他 的 工作 震惊 了 数学 家 们 . 佛 莱 还 设法 证 明了 x" «y = 只 
存在 有 限 个 非 零 整数 解 (1983 年 )， 当 然 ， 对 n>3 来 说 如 果 这 个 数字 被 证 明 是 零 ， 那 么 费 马 大 
定理 也 就 被 证 明了 . 

用 计算 机 对 一 些 不 同 的 数值 进行 测试 能 够 证 明 : 对 于 特定 的 4 费 马 大 定理 是 正确 的 ，1977 
SE, PEI o 瓦 格 斯 塔 夫 ( Sam Wagstaff) 使 用 这 样 的 测试 (耗费 数 年 的 机 时 ) 证 实 : 对 于 mn < 
125 000 费 马 大 定理 都 是 正确 的 ，1993 年 ， 这 样 的 测试 证 实 n 二 4 10 时 ， 费 马 大 定理 是 正确 
的 ， 然 而 ， 此 时 没有 任何 费 马 大 定理 的 证 明 出 现 . 

到 了 1993 年 ， 安 德 鲁 . 怀 尔 斯 ( Andrew Wiles) 一 一 普林斯顿 大 学 的 一 名 教授 ， 宣 布 他 能 
够 证 明 费 马 大 定理 ， 震 惊 了 整个 数学 界 ， 他 通过 在 英国 剑桥 的 一 系列 讲座 来 说 明 此 事 ， 他 没有 
给 别人 任何 提示 这 个 讲座 就 是 那个 众所周知 的 定理 的 证 明 . 他 所 给 出 的 证 明 是 其 七 年 独立 工作 
的 顶峰 ， 该 证 明 使 用 了 椭圆 曲线 中 大 量 极为 深奥 的 理论 ， 怀 尔 斯 的 论证 给 知识 渊博 的 数学 家 们 
以 深刻 的 印象 ， 于 是 有 传言 说 费 马 大 定理 最 终 被 证 明了 .然而 ， 当 怀 尔 斯 长 达 200 页 的 手稿 被 
仔细 研究 时 ， 出 现 了 一 个 严重 的 错误 .虽然 人 们 曾 一 度 认为 这 个 证 明 的 缺陷 是 无 法 弥补 的 ， 但 
在 一 年 多 以 后 ， 怀 尔 斯 (在 泰勒 (R. Taylor) 的 帮助 下 ) 设 法 完成 了 所 剩 部 分 的 证 明 ， 在 1995 年 ， 
怀 尔 斯 出 版 了 修订 后 的 费 马 大 定理 的 证 明 ， 这 次 只 有 125 页 长 ， 该 版 本 通过 了 认真 的 检查 ， 怀 
尔 斯 的 证 明 标志 着 对 于 费 马 大 定理 长 达 350 多 年 的 证 明 求 索 之 路 的 终结 . 

— 

E 安德鲁 ' 怀 尔 斯 (Andrew Wiles, 1953—) 10 岁 时 在 图 书馆 看 到 一 本 述 及 费 马 大 定理 

的 书 ， 从 此 就 迷 上 了 这 一 问题 ， 他 对 此 问题 看 似 简单 但 没有 任何 一 个 伟大 的 数学 家 

能 解决 它 而 深 受 触动 ， 而 且 知 道 自己 永远 不 会 放弃 这 个 问题 ，1971 年 ， 怀 尔 斯 进入 

牛津 大 学 默 顿 学 院 学 习 ，1974 年 获 学 士 学 位 ， 同 年 进入 剑桥 大 学 克莱尔 学 院 攻读 博 

士 学 位 ， 在 约翰 . 科 茨 (John Coates) 的 指导 下 研究 椭圆 曲线 ， 从 1977 年 到 1980 年 ， 

他 担任 克莱尔 学 院 的 研究 员 和 哈佛 大 学 的 本 杰 明 . 皮尔 斯 (Benjamin Pierce) 助理 教 

授 ，1981 年 他 在 普林斯顿 高 等 研究 院 任 研究 员 ，1982 年 被 聘 为 普林斯顿 大 学 的 教授 ， 他 于 1985 年 获得 

古 根 海 姆 (Guggenheim) 奖 ,并 在 法 国 高 等 科学 研究 院 和 巴黎 高 等 师范 学 院 做 了 一 年 的 研究 ， 然 而 ,他 
并 没有 意识 到 正 是 在 椭圆 曲线 领域 多 年 的 研究 帮助 他 解决 了 这 个 困扰 他 多 年 的 问题 . 


怀 尔 斯 对 于 费 马 大 定理 的 证 明 ， 是 少数 几 个 被 大 众 媒体 报道 的 数学 发 现 之 一 . .PBS 制作 了 
关于 这 一 发 现 的 一 期 非常 棒 的 NOVA 节目 (相关 信息 可 以 在 PBS 的 网 站 上 找到 ). 关于 这 个 证 
明 的 综合 信息 还 可 以 参考 西蒙 辛 格 (Simon Singh) FEH ABZ: 对 世界 最 伟大 数学 问 
题 的 世纪 求索 》 (Fermat’s Enigma; The Epic Quest to Solve the World' s Greatest Mathematical 
Problem) ( [ Si97] ). 还 有 一 篇 关于 该 定理 的 详细 论述 [ CoSiSt97] Hope dS T EB rh oi HR y 
椭圆 曲线 理论 ， 怀 尔 斯 的 原始 证 明 已 出 版 在 1995 年 的 《数学 年 鉴 》 (Annals of Mathematics) 
([Wi95 ] ) 中 . 

对 于 想 了 解 费 马 大 定理 历史 ， 以 及 想 了 解 这 个 猜想 如 何 导致 代数 数论 产生 的 读者 ， 可 以 参 
阅 [Ed77] 、[ Ri79] 和 [ Va96]. : 
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怀 尔 斯 七 年 求解 之 路 

1986 年 ， 怀 尔 斯 知道 了 佛 莱 和 瑞 贝 (Ribet) 的 研究 结果 ， 他 们 的 工作 表明 费 马 大 定理 可 从 椭圆 曲线 
中 的 一 个 猜想 导出 ， 这 个 猜想 就 是 志 村 - 谷山 猜想 (Shimura- Taniyama Conjecture). 他 意识 到 这 很 有 可 
能 是 解决 费 马 大 定理 的 一 种 有 效 途 径 ， 他 放弃 了 正在 进行 的 其 他 研究 ， 全 身心 地 投入 到 对 费 马 大 定理 
的 证 明 中 . 

在 最 开始 的 几 年 中 ， 他 与 同事 们 分 享 他 的 进展 .后 来 他 认为 这 些 讨论 虽然 能 吸引 很 多 人 的 兴趣 ， 
但 也 使 他 受到 很 大 的 和 干扰， 在 独立 集中 研究 费 马 大 定理 的 七 年 中 ， 他 决定 他 的 时 间 只 能 用 在 “他 的 问 
题 ” 和 他 的 家 庭 上 ， 他 最 好 的 放松 方法 就 是 工作 之 余 陪伴 他 的 孩子 们 . 

1993 年 ， 怀 尔 斯 向 几 个 同事 透露 他 已 经 快 完成 对 费 马 大 定理 的 证 明了 . 在 修补 了 他 认为 的 几 个 丝 
漏 后 ， 他 在 剑桥 做 了 一 场 演讲 , 讲 了 证 明 的 提纲 . 尽管 这 个 证 明 看 来 像 其 他 许多 证 明 有 致命 伤 ， 数 学 
家 们 还 是 普遍 认为 怀 尔 斯 得 出 了 一 个 有 效 的 证 明 .在 他 写 完结 论 准 备 发 表 的 时 候 发 现 了 一 个 微小 但 严 
重 的 错误 ， 怀 尔 斯 继续 勤奋 工作 ， 在 以 前 的 一 个 学 生 的 协助 下 ， 用 了 一 年 多 的 时 间 ， 在 几乎 要 放弃 的 
情况 下 ， 他 终于 找到 一 种 方法 补 好 了 这 个 漏洞. 

怀 尔 斯 的 成 功 给 他 带 来 了 数 不 清 的 荣誉 和 嘉奖 ， 同 时 也 带 给 他 心灵 上 的 宁静 . 他 曾经 说 过 “证 明 
了 这 个 问题 后 有 一 种 失落 感 ， 但 是 同时 也 带 来 了 巨大 的 自由 感 . 在 过 去 的 8 年 中 ,我 被 这 个 问题 困扰 
着 ,成 天 想 着 它 ， 从 起 床 开始 一 直到 睡觉 前 .这 个 漫长 的 探索 过 程 终 于 结束 了 . 我 的 心灵 也 可 以 得 到 
休息 了 .” 


沃 尔 夫 斯 克 尔 奖 

证 明 出 费 马 大 定理 除了 带 来 名 声 外 ， 还 有 额外 的 物质 奖励 ，1908 年 ， 德 国 实业 家 保罗 沃 尔 夫 斯 
克 尔 (Paul Wolfskehl) 立 下 遗 电 ， 给 哥 廷 根 科学 院 设 一 个 奖项 ， 奖 励 第 一 个 证 明 出 费 马 大 定理 的 人 10 万 
马克 . 不幸 的 是 ， 在 1908 年 到 1912 年 间 ， 出 现 了 上 千 多 个 不 正确 的 证 明 试 图 染指 这 份 奖金 ， 这 些 证 明 
大 多 印 在 自制 的 小 册子 上 . (很 多 人 没有 经 过 严谨 的 数学 训练 并 且 对 什么 是 正确 的 证 明 没有 清楚 的 认 
识 ， 就 试图 解决 一 些 著名 的 问题 ， 比 如 费 马 大 定理 ,就算 有 的 没有 设立 奖金 也 要 证 明 )， 尽 管 怀 尔 斯 的 
证 明 已 经 被 认为 是 正确 的 ， 哥 廷 根 科学 院 还 是 花 了 两 年 时 间 去 确认 这 个 证 明 是 有 效 的 ， 之 后 他 们 才 把 
奖金 颁发 给 怀 尔 斯 ， 

有 谣言 说 因为 通货 膨胀 奖金 已 经 不 值 几 文 了 ， 也 许可 能 只 有 1 芬 尼 (一 种 德国 硬币 ) 了 ， 但 是 怀 
尔 斯 还 是 得 到 了 大 概 5 万 美元 ，10 万 马克 的 奖金 ， 本 来 值 150 万 美元 左右 ， 一 战 后 由 于 德国 恶性 通 
货 膨 胀 变 得 只 值 50 万 美元 了 .二 战 后 西 德 马克 的 引进 进一步 加 剧 了 它 的 贬值 ， 很 多 人 在 想 为 什么 活 
尔 夫 斯 克 尔 要 留 这 么 一 大 笔 奖金 给 第 一 个 证 明 出 费 马 大 定理 的 人 ， 有 浪漫 倾向 的 人 相信 这 样 一 个 传 
闻 ， 当 沃 尔 夫 斯 克 尔 被 他 爱恋 的 女子 抛弃 后 试图 自杀 ， 让 他 重新 获得 活 下 去 的 意愿 就 是 因为 他 遇 到 
了 费 马 大 定理 .但 是 更 为 现实 的 自传 研究 者 认为 他 的 捐献 是 为 了 报复 他 妻子 玛丽 .他 的 家 族 强迫 他 
刻 了 玛丽 ， 所 以 他 不 想 让 自己 死 后 的 财产 由 他 的 妻子 继承 ， 而 把 它 奖励 给 第 一 个 能 证 明 出 费 马 大 定 
Bii A. 
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n =4 时 的 证 明 


对 于 n=4 所 给 出 的 证 明 使 用 了 费 马 发 明 的 无 穷 下 降 法 .该 方法 基于 正 整 数 的 良 序 性 质 ， 
运用 反 证 法 ， 通 过 揭示 每 一 个 解 都 有 一 个 “更 小 ”的 解 ， 进 而 与 良 序 性 质 相 违背 ， 最 终 达 到 
证 明 丢 番 图 方程 没有 解 的 目的 . 

使 用 无 穷 下 降 法 ， 我 们 将 证 明 丢 番 图 方程 x +y = 和 关于 x，7，z 没有 非 零 整数 解 ， 这 
个 结果 比 n=4 时 的 费 马 大 定理 要 强 ， 因 为 ** +y zl) 的 解 一 定 可 以 导出 x +y oz 
的 解 . 

定理 13,3 £ $EZA 


关于 x,，y,，z 没有 非 零 整数 解 . 

证 明 假设 该 方程 存在 非 零 整数 解 x<，y，z. 因为 用 变量 的 相反 数 代入 该 方程 不 改变 方程 
的 正确 性 ， 所 以 可 以 假设 x*，y，z 都 是 正 整数 . ; 

我 们 还 可 以 假设 (x*，y) =1， 理 由 如 下 : (x, y) =d, 则 x=dxi, y2dy,, 且 (%1, yv) = 
1， 其 中 x Hy, 都 是 正 整 数 ， 由 x* +y* =z*， 我 们 有 

(dx,)* + (dy) = Z, 
于 是 
d'(Xi *y)) z. 
因此 d'|z, B 3.5 节 的 习题 43， 我 们 知道 4 | 因此 ，z=d zx ， 其 中 2 是 正 整数 ， 于 是 ， 
d'(xj € Yi) = (d'a)! = dz, 
所 以 
xi ty) = 

这 就 给 出 了 ey! =z 的 一 组 正 整数 解 x=xi, yy, zsz, Bn, y) =1. 

VUES S xy, y oy, 和 z=z Æx +y =z 的 一 组 解 ， 并 且 (x，y) =1， 以 下 将 证 明 存 
在 另 一 组 正 整 数 解 x, y, a, Khu, y) =1, WE z <z 

由 xo +yo=zo 得 

(xo)? + (yo)”= 20， 
于 是 S. Yos zo 构成 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 .进一步 有 (xo6， y) =1， 因 为 如 果 存 在 素数 使 
得 p|xo, ply, 那么 p|x。 且 p|y。， 这 与 (x。， yo) 212778. ISI, x». Yos a 是 一 个 本 原 毕 
达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 由 定理 13. 1， 我 们 知道 : FEER mAn, (m, n) 21, msSn(mod2), 
使 得 | 
x,-m -mn, 


和 = 2mn, 
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Zo 三 m? t n^, 
其 中 ,为 了 保证 y, 是 偶数 ， 在 必要 的 时 候 我 们 交换 x, 和 yo- 
Hox, 的 表达 式 可 知 - 
à x. tm = m. 
由 于 (m，n) =1， 所 以 x,, n,m 构成 了 一 个 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， Jpn 是 奇数 ， n 218 
数 ， 再 一 次 使 用 定理 13. 1， 存 在 正 整数 "> 和。*， 其 中 (r，s) 21, rss(mod 2), 3H 
Xo = r E. 
n = 2rs, 
m = r 十 3 s 
由 于 m 是 奇数 并 且 (m，n) 21, BiU (m, 2n) 21. 注意 到 y; = (2n) m, 31 15. 3 表明 存在 正 
整数 z 和 w， 使 得 m=z，2n =w .因为 w 是 偶数 ， 所 以 可 令 w =2v， 其 中 wv 是 一 个 正 整数 ， 
进而 ， 
i v = n/2 = rs. 
因为 (r，s*) =1， 引 理 13. 3 表明 存在 正 整数 x My 使 得 r=x?i 和 s=y1， 注 意 到 (r,s) =1, 易 
Al(x,, yx) =1， 因此， 
+ =r7+s m=z, 
其 中 x ，Yyi ,是正 整数 且 (x,，y1) =1， MERNE z <z, #KE 
Zi < zi -m <m +n = Zo. 
为 完成 证 明 ， 我 们 假设 x +y =z 至 少 有 一 个 非 零 整 解 . 由 和 良 序 性 ， 我 们 知道 在 所 有 的 正 
整数 解 中 ， 对 于 变量 z， 存 在 一 个 最 小 值 5g， 然 而， 我 们 已 经 证 明 ， 通 过 这 个 解 ， 我 们 可 以 找 
到 一 个 更 小 的 z， 这 就 导致 了 矛盾 至此， 我 们 用 无 穷 下 降 法 完成 了 对 该 定理 的 证 明 . " 


关于 一 些 丢 番 图 方程 的 猜想 


数学 中 一 个 长 久 得 不 到 证 明 的 猜想 的 解决 往往 会 引出 新 的 狂想， 当然 ， 费 马 大 定理 就 是 这 
样 一 个 典型 的 例子 . 例如， 安德鲁 . 比尔 (Andrew Beal) 一 位 银行 家 和 业余 数学 家 ， 猜 想 
， 费 马 大 定理 在 更 一 般 的 条 件 下 也 是 正确 的 ， 即 ey" =z 中 的 三 个 指数 可 以 是 不 同 的 . 

比尔 猜想 Fexr +y =z, Eaz, b23, c23 A(x, y) 2 (y, z) 2 (x, z) =1 的 情况 
下 ， 不 存在 非 零 整数 解 . 

比尔 猜想 还 没有 被 解决 .为 了 引起 别人 对 这 个 猜想 的 兴趣 ， 安 德 鲁 ' 比尔 为 它 的 证 明和 反 
例 提供 了 十 万 美元 的 奖金 . 

20 世纪 90 年 代 费 马 大 定理 的 证 明 ， 使 得 与 丢 番 图 方程 有 关 的 猜想 中 最 著名 的 一 个 被 解决 
T. 令 人 惊讶 的 是 ， 在 2002 年 ， 另 一 个 众所周知 且 长 时 间 得 不 到 证 明 的 与 丢 番 图 方程 有 关 的 
猜想 也 被 解决 了 ，1844 年 ， 比 利 时 数学 家 尤 金 ， 卡 塔 兰 (Eugene Catalan) 猜想 : 同 为 整数 宕 次 
的 相 邻 整 数 只 有 8 =2” 和 9 23* 一 对 换 句 话 说， 他 做 了 如 下 猜想 : 
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卡 塔 兰 猜想 £482 
x” -y=1 
Æ mz2,nz28, 除了 x=3, y=2 和 m=2, n=3 以外， 没有 其 他 正 整 数 解 . 

早 在 14 世纪 ， 莱 维 ， Zk - 热 尔 松 (Levi ben Gerson) 就 证 明了 8 和 9 是 唯一 以 2 和 3 为 底数 
的 连续 整数 ， 即 他 证 明了 在 m 二 2，n 二 2 时 ,如果 3” -2”= +1， 那 么 必 有 m=2, n=3. 从 那 
之 后 ， 卡 塔 兰 猜想 的 某 些 情形 逐渐 被 解决 ， 到 了 18 世纪 ， 欧 拉 使 用 无 穷 下 降 法 证 明了 连续 的 
三 次 方 数 和 二 次 方 数 只 有 8 和 9 这 一 对 . 即 他 证 明了 丢 番 图 方程 x” -y = +1 存在 唯一 解 一 一 
x=2 和 y=3. 19 世纪 和 20 世纪 初 又 有 了 一 些 新 的 进展 ， 在 1976 Æ, dE QE E (R. Tijdeman) 证 
明了 卡 塔 兰 方程 至 多 存在 有 限 个 解 . 直到 2002 年 ， 才 最 终 由 普 雷 达 . 米 哈 伊 列 斯 库 ( Preda Mi- 
hailescu) 证 明了 卡 塔 兰 猜想 的 正确 性 . 


莱 维 . 本， 热 尔 松 (Levi ben Gerson, 1288—1344) 出 生 于 法 国 南 部 的 巴 诺 斯 ， 是 一 个 多 才 多 艺 的 人 ， 他 
是 犹太 哲学 家 和 圣经 专家 、 数 学 家 、 天 文学 家 和 物理 学 家 .他 很 有 可 能 是 靠 行 医 来 谋生 的 ， 尤 其 是 因 S 
为 他 从 未 获得 犹太 法 学 博士 的 职位 ， 人 们 除了 知道 他 曾经 在 奥 汉 吉 和 阿 维尼 仿生 活 过 外 ， 对 于 他 的 生 
活 细 节 一 无 所 知 ，1321 年 ， 菜 维 写 了 《数字 之 书 》 (The Book of Numbers) ， 这 是 一 本 有 关 算 术 运 算 的 
书 ,包括 开 根 . 后 来 他 还 写 过 《 论 正弦 、 弦 和 红 》 (On Sines, Chords and Ares) ， 这 是 一 本 讲述 三 角 学 
的 书 ， 因 其 精确 的 正弦 函数 取 值 在 很 长 时 间 里 被 引用 . 1343 年 ， 莫 城主 教 邀 请 莱 维 写 一 本 关于 欧 几 里 
得 的 前 五 部 书 的 注释 的 书 ， 这 本 书 他 称 之 为 《 数 之 和 谐 》( The Harmony of Numbers)， 莱 维 还 发 明了 一 
种 名 叫 雅 各 布 标尺 (Jacob s staff) 的 仪器 以 测量 天 体 之 间 的 角 距 离 ， 他 观察 日 食 和 月 食 并 建立 了 一 种 基 
于 他 所 收集 的 数据 的 新 天 文 模 型 ， 他 的 哲学 著作 很 多 ， 对 中 世纪 的 哲学 做 出 了 重要 的 贡献. 

药 维 跟 一 些 著名 的 基督 教徒 都 保持 联系 ， 而 且 他 的 思想 以 广博 著称 .教皇 克 莱 门 特 六 世 曾 经 把 一 
些 莱 维 的 天 文学 方面 的 书 翻译 成 拉丁 文 ， 天 文学 家 开 普 勤 后 来 参考 过 这 个 翻译 版 本 ， 很 幸运 的 是 莱 维 
居住 在 普罗 是 斯， 教皇 对 这 个 地 方 的 犹太 人 提供 了 一 些 保 护 ， 不 像 法 国 其 他 的 任何 地 方 . 但是， 在 宗 
教 迫 害 时 期 ， 莱 维 的 工作 异常 困难 ， 甚 至 使 得 他 无 法 获得 几 个 重要 的 犹太 奖学金 . 


为 了 统一 费 马 大 定理 和 用 于 证 明 卡 塔 兰 猜想 的 米 哈 伊 列 斯 库 定理 ， 一 个 新 的 猜想 被 提 了 
出 来 

费 马 - 卡 堪 兰 猜想 方程 x* +y =z Æla, y) (y, z) = (a, z) =1 且 二 + 户 + 一 <1 的 
条 件 下 至 多 存在 有 限 多 个 解 


费 马 - 卡 塔 兰 猜 想 现在 还 是 悬而未决 . 到 目前 为 止 ， 满 足 该 猜想 的 丢 番 图 方程 的 解 仅 有 
10 个 ， 它 们 是 : 


142'23", 
2 .T 23', 
T £13 = 22, 
2 +17 = 71? ， 


35 + 114 = 122°, 


A sbdb AL X d EAS | 391 


177 + 76271? = 21063928", 
1414? + 2213459? = 65, 
9262? + 15312283! = 113', 
43* + 96222? = 30042907', 
33* + 1549034? = 15613. . 


尤 金 . 卡 塔 兰 ( Eugene Catalan, 1814—1894) 出 生 于 比利时 布 鲁 日 ，1835 年 毕业 于 综 
合 工 科学 院 ， 之 后 他 分 配 到 马 恩河 昱 沙 Chalons- sur- Mame 教书 ，1838 年 ， 在 他 的 校 
友 约 瑟 夫 . 刘 维尔 的 帮助 下 ， 他 在 综合 工科 学 院 获得 一 个 教 几何 的 讲师 的 职位 ， 刘 
维尔 很 欣赏 卡 塔 兰 的 数学 天 赋 ， 但 是 由 于 他 支持 法 国共 和 的 政治 活动 ， 卡 塔 兰 的 职 
业 受 到 了 当局 的 干扰 ， 卡 塔 拉 在 数论 和 数学 其 他 领域 发 表 了 大 量 的 论文 ， 其 中 最 
著名 的 就 是 他 定义 了 一 些 名 为 “ 卡 塔 兰 数 ”的 数字 ， 这 些 数字 经 常 出 现在 计数 间 
题 中 ， 利 用 这 些 数字 ， 他 确定 了 由 不 相交 对 角 线 把 一 个 多 边 形 分 割 成 三 角形 的 数目 ， 卡 塔 兰 并 不 是 
第 一 个 解决 这 个 问题 的 人 ，18 世纪 的 谢 格 奈 ( Segner) 解决 过 这 个 问题 ， 但 他 的 证 明 不 如 盯 塔 兰 的 证 
明 优 美 . 


— abc 猜想 


1985 Æ, AER . 欧 斯 特 列 (Joseph Oesterlé) AKE * 5525 (David Masser) 提出 了 一 个 猜 
想 ， 并 激 起 了 众多 数学 家 的 兴趣 .如果 这 个 猜想 是 成 立 的， 那么 它 可 以 用 来 求解 很 多 著名 的 于 
番 图 方程 ， 在 介绍 这 个 猜想 之 前 ， 我 们 先 引 入 一些 符 号 ， 

定义 设 nn 为 一 个 正 整 数 ，rad(n) 表 示 nn 的 不 同 素 因子 的 来 积 ，rad(n) 也 被 称 为 n 的 无 平 
方 部 分 ， 因 为 它 Wm te ici qe 得 到 . 

例 13.4 如 果 m=2 :3 .57 ， 那 么 rad(n) =2 .3 .5 .7 11 22310. 4 

d uu 

abc 猜想 Re 都 存在 一 个 常数 K(s)， 使 得 如 果 存 在 整数 a, b, 满足 
a+b=c 有 (a, b) =1， 那 么 就 有 

|b], 1e] ) « KCe) Crad(abc) )*. 

一 些 很 深刻 的 结果 已 经 被 证 明 是 该 猜想 的 推论 . 如 果 要 展开 讲 这 个 猜想 的 背景 和 动机 ， 那 
我 们 就 会 跑 得 太 远 了 . 若 想 了 解 该 猜想 的 由 来 和 有 关 结 果 ， 瑟 可 以 参阅 [ GrTu02] 和 [ Ma00]. 在 
下 面 的 例子 中 ,我们 将 展示 abc 猜想 是 如 何 用 于 证 明 与 费 马 大 定理 相关 的 结论 的 . 

例 13.5 . 应 用 abc 猜想 得 到 一 个 费 马 大 定理 的 局 部 解 . 下 面 讨论 的 依据 是 格 兰 维尔 ( Gran- 
ville) 和 塔 克 ( ose [GrTu02] 的 结果 . 假设 有 

x +y mz, 
其 中 x, y, S 是 两 两 互 素 的 整数 amat, boy, coz. 可 从 下 式 估计 rad Cabe) = 
rad(x yz) ， l 
rad(x"y'z") = rad(xyz) < xyz <z. 
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等 式 rad (x"y'z^) =rad(xyz) 成 立 是 因为 整除 x"y"z" 的 素数 和 整除 xyz 的 素数 是 一 样 的 ， 上 式 中 
第 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 rad (m) <m 对 任意 正 整 数 m 成 立 ， 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 x 和 7 
都 是 正 数 ， 并 且 x 二 z, y<z. 
现在 应 用 abc 猜想 并 注意 到 max( |a| |b], lel) 2z, 于 是 对 于 任意 实数 e>0， 都 存 
在 一 个 常数 K(e)>0， 使 得 
E < K(e)(2)'*. 
MRS s-21/6, nz4, RABA n- Ko e e 进而 可 推出 


< K(1/6), 
mn K(1/6) 是 对 应 2 -1/6 ERK. 所 以 zs K(176)™. 因此 ， 当 nz4 RE, xX 十” zz 
的 解 x，y，z 都 小 于 一 个 固定 的 上 界 . 进而 ， 该 方程 只 存在 有 限 个 解 . < 


13. 2 节 习 题 


1. 证明: 如 果 x，y,，z 构 成 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 并且 整数 n>>2， 那 么 x y xz. 
2. 在 命题 “ 当 p 为 奇 素数 时 ， u^ +y =z 无 非 零 整数 解 ” 成 立 的 条 件 下 ， 试 证 明 费 马 大 定理 是 定理 13.3 的 
推论 . 
3. Bt p 为 素数 ， 利 用 费 马 小 定理 证 明 : 
a) BR at ey Sz, 那么 p | xyz. 
b) a^ «yz, 那么 p | (x+y~z). 
4. 使 用 无 穷 下 降 法 证 明 丢 番 图 方程 x* -y r — 
5. 利用 习题 4 证明 : 整数 边 长 的 直角 三 角形 的 面积 不 可 能 是 完全 平方 数 . 
*6. 证 明 丢 番 图 方程 * 45 2z 没有 非 零 整数 解 ，- 
*7. 证 明 丢 番 图 方程 x** +8yY =z 没有 非 零 整数 解 . 
8. uEB] ZE d E Jr E a d =? 有 无 穷 多 解 . 
9. 玉 由 过 得 图 方程 =x +1 的 所 有 有 理 数 解 . 
令 上 为 一 整数 ，y = + 形式 的 丢 严 图 方程 被 称 为 巴 会 方程 ， 它 是 以 17 世纪 早期 的 法 国 数学 家 克 劳 德 ， 
E, & (Claude Bachet) 的 名 字 命名 的 . 


克 劳 德 ， 葛 斯 派 . 巴 含 . 德 梅 齐 里 亚 克 (Claude Gaspar Bachet de Méziriac, 1581—1638) 
出 生 于 法 国 布雷 斯 地 区 的 布尔 格 ， 他 的 父亲 是 位 贵族 ， 在 省 最 高 法 院 任 职 ， 他 在 萨 伏 
依 公国 的 耶稣 会 接受 了 早期 教育 ， 后来， 他 又 在 帕 多 瓦 、 里 晶 和 米兰 -o 
1601 年 ， 他 进入 米兰 耶稣 修道 会 教书 ， 不幸 的 是 1602 年 他 生病 并 离开 了 耶稣 修道 
他 决定 依靠 他 在 布雷 斯 地 区 的 布尔 格 的 庄园 过 悠闲 的 生活 ， 那里 的 庄园 给 他 提供 了 在 
厚 的 收入 ， 巴 舍 于 1612 年 结婚 ， 除 了 1619 ~ 1620 年 住 在 巴黎 外 ， 巴 含 基 本 上 住 在 他 的 
庄园 里 ， 在 巴黎 的 时 候 ， 有 人 建议 他 担任 路 易 十 三 的 家 庭 教 师 ， 这 导致 了 他 匆忙 离开 了 皇宫 . 

巴 舍 在 数论 方面 的 工作 主要 是 丢 番 图 方程 .1612 年 ， 他 给 出 了 关于 线性 丢 番 图 方程 的 一 个 完整 
的 讨论 ，1621 年 ， 巴 舍 猜 想 每 个 正 整数 都 可 以 表示 成 4 个 整数 的 平方 和 ， 他 对 猜想 一 直 验 证 到 了 
325. 1621 年 ， 巴 舍 还 讨论 了 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 丢 番 图 方程 ， 然 而， 他 最 有 名 的 工作 就 是 把 丢 番 
图 的 《算术 》 从 希腊 文 翻译 成 拉丁 文 ， 就 是 在 这 一 版 书 中 ， 费 马 在 空白 处 对 现在 所 谓 的 费 马 大 定理 
写 下 了 一 些 笔记 ， 巴 使 还 写 了 一 些 关于 数学 谜 题 方面 的 书 ， 他 的 著作 成 为 后 来 天 多 数 数学 娱乐 读物 
的 基础 。 巴 合 还 提出 一 种 构造 幻 方 的 方法 ，1635 年 他 当选 为 法 兰 西学 院 院士 . 
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10. 证 明 巴 舍 方 程 7 ci^ +7 无 解 ， (提示: 先 在 方程 两 边 各 加 1， 再 考虑 模 4 的 同 余 运算 . ) 
*11. ERBESTE y =i «23 ERR My (提示 : 考虑 此 方程 模 4 的 同 余 运算 . ) 
*12. 证 明 巴 会 方程 多 =x +45 无 整数 解 x 和 7 (提示 : 考虑 此 方程 模 8 的 运算 同 余 . ) 

13. 证 明 : 在 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 中 ， 至 多 存在 一 个 完全 平方 数 . 

14. 对 于 委 番 图 方程 只 + 刀 s2, WER: 由 任意 正 整数 上 ， 可 由 它 构 造 出 一 组 解 =3 妇 1, y=k(k -3) z= 
b +1， 进 而 证 明 该 方程 有 无 穷 多 组 整数 解 . 

15. 这 道 习题 是 索 菲 . 热 尔 曼 于 1805 年 所 证 的 一 个 定理 ， 假设 有 奇 素数 n 和 p， 使 得 只 要 整数 x*，y，z 满足 
如 + 加 + 如 =0(modp)， 就 有 P | xy 进一步 假设 同 余 方程 w=n(mod p) Ef. WWR: 如 果 整 数 *，y，z 
使 得 x* y' ez" =0， 那么 就 有 n | xyz. : 

16. 证 明 丢 番 图 方程 w+x ty sz 有 无 穷 多 个 非 平凡 解 . (提示 : $ w=9zk, x=z(1 -9k ), y=3zk(1 - 
3k), ， 其 中 z 和 大 都 是 非 零 整数 . ) 

17. 能 否 找 到 四 个 连续 的 正 整数 ， 使 得 前 三 个 数 的 三 次 方 之 和 等 于 第 四 个 数 的 三 次 方 ? 

18. iEBL ERE FEL ZEE w ea =y ez 有 无 穷 多 个 非 平凡 解 ，( 提 示 ; 欧 拉 通 过 设 w=m emn. -2m'i! +3m n+ 
mnf, x=mn-mn -2mn +mn +n , y sm? 4 mn? - 2m? n^ - 3m! ? + mn5, z 2 m*n +3m n - 2m* i? + 
mn! +n 证 明了 该 命题 ,其 中 m，n 为 正 整数 . ) 

19. 证 明 委 番 图 方程 3" -2”= -1 的 唯一 正 整 数 解 为 m=2, n=1. 

20. ERRERA 3" -2" - 1 的 了 唯一 正 整 数 解 为 m=3,， n=2. 

21. 丢 番 图 方程 x** +y ez =3xyz 被 称 为 马尔 可 夫 (Markov) 方 程 . 

a) 证 明 : 如 果 *=a, y=45 和 z=c 是 马尔 可 夫 方 程 的 解 ， 那么 x=a, y=5 和 z=3ab -< 为 其 另 一 组 解 ，. 
b) EH: 马尔 可 夫 方程 的 每 一 组 解 都 能 从 x —1, y=1,z=1 开始 通过 (a) 中 的 公式 迭代 产生 . 
sx 22. 将 abc 猜想 应 用 到 卡 塔 兰 方程 如 -y =1 中 ， 用 以 得 到 卡 塔 兰 猜想 的 局 部 解 ， 其 中 整数 m 和 n 都 大 于 等 于 2. 
x23. 应 用 abc 猜想 证 明 : 当 次 数 足够 大 时 ， 比 尔 猜想 中 的 相应 方程 无 解 . | 
一 个 面积 为 正 整数 d 的 直角 三 角形 ， 如 果 它 三 条 边 的 边 长 都 为 有 理 数 ， 那 么 d 就 称 为 同 余数 (不幸 的 是 ， 
同 余数 这 个 概念 经 常 被 误解 为 数 的 同 余 )， 确 定 一 个 数 是 否 是 同 余数 的 问题 已 经 有 1000 多 年 的 历史 了 (参阅 
` [6u94]). 
24. a) EH d 是 同 余数 当 且 仅 当 存在 正 有 理 数 a, 00 e, 4818 ab -2d fll a? «9? «c. 
b)3R E 3/2, 20/3 8141/6 为 边 长 的 直角 三 角形 ; 013, 4 和 5 为 边 长 的 直角 三 角形 ; WA 35/12, 24/5 和 
337/60 为 边 长 的 直角 三 角形 ， 分 别 证 明 S, 6, 7 是 同 余数 并 且 由 此 证 明 24 和 30 也 是 同 余 数 . 
25. a) 证 明 : 1 是 同 余数 当 且 仅 当 存 在 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 ， 其 面积 为 完全 平方 数 . 
b) 根 据 (a) 和 定理 13.1 证 明 : 如 果 1 是 同 余数 ， 那 么 丢 番 图 方程 *” +y i 就 存在 整数 解 ， 由 此 以 及 习题 
4 推出 1 不 是 间 余 数 . l 
1983 Æ, WRJ. Tunneli) 通过 椭圆 曲线 刻画 出 了 同 余数 (细节 请 参阅 [Ko96]). 设 d 是 一 个 无 平方 因 
子 的 正 整 数 ， 当 d 是 奇数 时 a=1， 当 qd 是 偶数 时 a=2， 满足 x*+2ay +8z =d/a 的 整数 三 元 组 (x,，Y， z) 的 个 
REA n, HEE +2ay «322 =d/a 的 整数 三 元 组 (x，y，z) 的 个 数 记 为 m. 腾 内 尔 证 明了 : WR n 2m, W 
么 4d 就 不 是 同 余 数 . 他 还 证 明了 : 如 果 n=2m， 并 上 且 一 个 关于 椭圆 曲 线 的 著名 猜想 成 立 的 话 ， 那 么 d 就 是 同 
余数 . . 
26. a) EH: 当 d=1 或 4=2 时 , m=n=2. 
b): 当 d=3 或 4d=10 时 , m=n=4. ^ 
ce) 证明: 当 d=11 时 , n 12 fü m -2. i ; i l 
d) 证 明 ; 34-34 Bf, n=8 和 m=4. 
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6) 证 明 : 当 4d 形 如 8k+j 时 ， 其 中 上 为 正 整 数 , j=5, 6 或 7, 就 有 n=m=0. 
人 运用 滕 内 尔 定理 和 (a)、(b)、(c), 证 明 1,，2,， 3, 10 和 11 不 是 同 余数 . 
8) 腾 内 尔 猜想 可 以 推出 34 是 同 余数 . 请 通过 找到 一 个 面积 为 34、 边 长 都 为 有 理 数 的 直角 三 角形 证 明 34 是 


同 余数 . 
13. 2 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


-用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 

1. 欧 拉 曾 经 猜想 : 总 数 少 于 的 若干 个 非 零 整数 的 ”次 寡 之 和 ， 不 可 能 等 于 一 个 整数 的 m” 次 寡 ， 通 过 找到 四 个 
整数 使 得 其 五 次 方 之 和 等 于 另 一 个 整数 的 五 次 方 ,来 说 明 该 猜想 是 不 对 的 (1966 年 由 兰 德 (Lander) 和 帕 金 
(Parkin) 证 明了 这 一 点 )， 你 能 找 出 更 多 的 反例 吗 ? 

2. 任 给 一 个 正 整数 n， 尽 可 能 多 地 找 出 次 方 之 和 相等 的 数 对 

程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

1. 任 给 一 个 正 整 数 n， 寻 找 丢 番 图 方程 x* +y =z" 的 解 . 

2. 生成 丢 番 图 方程 +y =z 的 解 (参见 习题 16). 

3. 任 给 一 个 正 整数 下 ， 寻 找 巴 舍 方 程 y = x + 的 整数 解 . 

4. 生成 习题 21 中 所 定义 的 马尔 可 夫 方程 的 解 . 


13.3 平方 和 


历史 上 数学 家 一 直 对 将 整数 表示 为 整数 的 平方 和 这 个 问题 很 感 兴趣 ， 这 些 数学 家 中 ， 丢 番 
图 、 费 马 、 欧 拉 和 拉 格 朗 日 等 对 该 问题 做 出 了 重要 贡献 。 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 两 个 这 样 的 问 
题 : 哪些 整数 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 ? 能 够 使 得 任意 正 整数 表示 成 n 个 整数 的 平方 和 的 
最 小 的 n 是 多 少 ? 

首先 考虑 第 一 个 问题 。 并 不 是 所 有 的 正 整 数 都 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 事 实 上 ， 如 果 
n dE Ak «3 这 样 的 形式 ， 那 么 它 就 不 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 这 是 因为 对 于 任意 整数 a， 
HI a^ =0 xk 1(mod 4), HET x +y*=0, 1, 2(mod 4). 

为 了 推测 哪些 整数 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 我 们 首先 检验 一 些小 的 正 整 数 . 

例 13.6 在 前 20 个 整数 中 ,我 们 有 

1 20* +1’, 11 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 


2 =12+12， 12 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 
3 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 13 =3 ”+2?， 
4=? +0°, ”14 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 
5=22+12?， 15 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 
6 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 16 24* +0°, 


7 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 17 54^ +1’, 
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8 =2 «2!, 18 =3 +3°, 
9 =32 +0°, 19 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 
10 =32 +1°, 20 22? «4*. 4 


从 例 13.6 中 ,我 们 并 不 能 明显 地 看 出 哪些 整数 可 以 写成 两 个 整数 的 平方 和 . (你 能 从 那些 
无 法 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 的 数 中 找到 一 些 规律 吗 ?) 
现在 开始 一 步 步 地 揭示 : 一 个 整数 能 否 表 示 成 两 个 整数 的 平方 和 和， 取决 于 这 个 整数 的 素 因 
子 分 解 ， 这 有 两 个 原因 : 第 一 ， 两 个 整数 如 果 都 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 那么 它们 的 乘积 
也 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ; 第 二 ， 一 个 素数 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 当 且 仅 当 它 不 是 
4k +3 的 形式 ， 我 们 将 证 明 这 两 个 结论 ， 然 后 给 出 一 个 定理 及 其 证 明 ， 它 能 够 指出 哪些 整数 可 
以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 . 
能 够 表示 成 两 个 整数 平方 和 的 整数 的 乘积 ， 仍 然 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 这 个 定理 
的 证 明基 于 一 个 重要 的 代数 恒等式 ， 在 本 节 中 我 们 将 多 次 使 用 . 
定理 13.4 如 果 m 和 nn 都 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 那 么 mn 同样 也 可 以 表示 为 两 个 
整数 的 平方 和 . 
证 明 令 m=a + 如 且 n=c +d. 那么 有 
^omn = (d +b (e+d) = (ac * bd)? + (ad - bc)’. - (13.2) 
读者 可 以 通过 将 上 式 两 边 展开 很 容易 地 验证 等 式 成 立 . 
例 13.7 因为 5=22+12，13 =3 «2^, 由 (13.2) 我 们 有 | 
65 =5.13 = (22 « 1) (9? +2’) 
2(2*541-2)!*(2-2-153)! € 8 +1 4 
一 个 非常 重要 的 结论 是 : 每 一 个 4# + 形式 的 素数 都 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 为 证 
明 这 个 结论 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 13.4 deX p 是 一 个 4m+1 形式 的 素数 ， 其 中 阁 是 整数 ， 那 么 就 存在 整数 和 7y， 使 
x ty skp TRADI p 的 正 整 数 上 成 立 . 
证明” 由 定理 11.4 知 ，-1 是 p 的 二 次 剩余 ， 因 此 存在 整数 a, a 二 p, 使 得 a = -1(mod p), 
从 而 存在 某 个 正 整 数 ， 使 得 a* +1 skp RA AE, EUR x «y dp, 其 中 x=a, y=1. 由 
KER kp=x y x(p-1)' +1<p RIA k< p. " 
我 们 现在 可 以 证 明 下 面 的 定理 了 ， 它 将 告诉 我 们 ， 不 是 AR +3 形式 的 所 有 素数 都 可 以 表示 
成 两 个 整数 的 平方 和 . 
定理 13.5 如 果 间 是 一 个 素数 ， 并 且 不 是 45+3 的 形式 ， 那么 就 存在 整数 xx 和 Y 使 得 % + 
y ZP. 
证 明 注意 到 2 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 ， 即 1 +1 =2， 现在 ， 假设 素数 p 是 
Ak MEER. Am HEAR y emp HIR s My 的 最 小 正 整 数 ， 由 引 理 13. 4 READ, m ff 
在 并 且 m 二 p， 由 良 序 性 可 知 ， 使 得 ** +y = mp 有 解 的 最 小 正 整数 是 存在 的 ， 下 面 将 证 明 


m=1. 
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Bi m1, EX 
a = x(mod m), b = y( mod m) 
并 且 
-m/2-asm/2, -m/2-«bszm/2. 
Td a +b =x +y =mp= O(mod m). 因此 存在 整数 下， 使 得 
a^ + b = km. 
我 们 有 
(a? + i) (x +y) = (km) (mp) = km’p. 
H(13.2), RITE 
(a? +b) (x ty) = (ax + by)? + (ay - bx)’. 
进一步 ， 由 于 a=x(mod m), bzy(mod m), ， 所 以 
ax + by = x +y z 0(mod m) 
ay — bx = xy - yx = O(mod m). 
因此 ，(ax + by)/m 和 (ay - bx) /m 都 是 整数 ， 于 是 
ax + by y? ax - by? 2 2 
Ux) (Rp eem. 
是 两 个 整数 的 平方 和 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 0 — k— m, PARI m 是 使 得 x** ey = mp EROR 
的 最 小 正 整数 矛盾 .我 们 知道 a +b = fm， 其 中 -m/2-aszm/2, -m/2-bzm/2. 因此 
a sm/4, V «m! /4. FÈ 
Ozxkn-a +b x 2(m*^/4) = m/72. 
进而 0<k<m/2， 这 样 就 有 km， 最 后 剩 下 的 部 分 就 是 要 证 明 k 关 0， 如 果 记 =0， 就 有 4? +b = 
0. TiÉa-bz-O, 故 x=y=0(mod m),， 即 m|x， m|y. XB x «y =mp， Br EL m? | mp, 3 
Wim|p. 因为 m 小 于 p， 所 以 m=1， 这 样 就 完成 了 证 明 . " 
现在 ， 我 们 就 可 以 将 各 个 部 分 组 合 在 一 起 ， 进而 证 明 根据 正 整数 能 否 表示 为 两 个 整数 的 平 
方 和 对 其 分 类 的 重要 结论 . 
定理 13.6 正 整 数 nn 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 当 且 仅 当 n 的 每 一 个 4k+3 形式 的 素 
因子 在 壮 的 素 肾 分 解 形 式 中 为 偶 次 方 . 
BRE n 的 素 因子 分 解 中 ， 没 有 45 +3 形式 的 素 因子 以 奇 次 方 出 现 . R n 写 为 nn 
-tu, AP u 是 素数 的 乘积 ， 并 且 没 有 4# +3 形式 的 素数 在 中 出 现 ， 根 据 定理 13. 5, uhi 
每 一 A A 应 用 定理 13. AEFKE u 中 不 同 素 因子 的 个 数 
少 一 ) ， 我 们 就 可 以 将 u 写 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 即 


u =x? ty. 


ps 


进而 就 可 和 写 为 两 个 整数 的 平方 和 

n = (ta)? + (1y)*. 
接 下 来 ， 假 设 存在 一 个 素数 p，p= 3(mod 4), CHAE n 的 素 因 子 分 解 中 ， 并 且 为 奇 次 方 ， 
记 其 指数 为 (2 +1)， 进 一 步 ， 假 设 ”能够 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 即 有 


2 2 
n=x +y. 
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S(x, y) =d, a=x/d, b-y/d, 并 且 mzn/d. 于 是 (a, b) =1， 并 且 

a! 4b - m. 
Et p 是 使 得 p 能 够 整除 d WEKRE, WA m 就 被 p" IR, EX 2j 2121 因为 它 是 
非 负 的 ; 从 而 p | m， 我 们 知道 p 不 整除 <， 因为 如 果 整除 ,那么 由 大 -m-a A plo, 
这 与 (a, b) = 1 F. | 

所 以 ， 存 在 一 个 整数 z 使 得 az— b (mod p). 从 而 有 
a^ +b? =a + (az)? =a (14 Z)(mod p). 
HP a b) -m3tHplim, WA 

a^(1 4 zZ) = O(mod p). 

因为 (a, p) =1， 所 以 1 ez eO (mod p). 这 意味 着 = -1(mod P) ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
由 p=3(mod 4) 可 知 -1 不 可 能 是 p 的 二 次 剩余 这 个 矛盾 就 说 明 n 不 能 表示 为 两 个 整数 的 平 
方 和 . = 

因为 存在 整数 不 能 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 那 么 我 们 要 问 是 否 所 有 的 正 整 数 都 可 以 表示 
为 三 个 整数 的 平方 和 呢 ? 答案 是 否定 的 ， 因 为 7 就 无 法 写 为 三 个 整数 的 平方 和 (读者 可 以 自己 
验证 )， 由 于 三 次 方 不 满足 ， 我 们 就 考虑 四 次 方 . 答案 是 肯定 的 ， 正 如 我 们 要 证 明 的 一 样 . 3 
马 曾 写 道 他 对 此 有 一 个 证 明 ， 但 是 他 从 未 发 表 ( 绝 大 多 数 的 数学 史学 家 相信 他 确实 有 一 个 证 
明 )， 欧 拉 昌 然 不 能 给 出 证 明 ， 但 是 他 已 经 取得 了 实质 性 的 进展 ， 最 终 ,， 在 1770 年 ， ARR 
给 出 了 第 一 个 公开 发 表 的 证 明 . 

证 明 每 一 个 正 整数 都 可 以 写 为 四 个 整数 的 平方 和 依赖 于 下 面 的 定理 ， 它 表 明 任何 两 个 能 名 
写 为 四 个 整数 的 平方 和 的 整数 的 乘积 ， 也 可 以 写 为 四 个 整数 的 平方 和 .， 作 为 与 两 个 平方 和 相对 
应 的 结论 ， 在 证 明 中 我 们 将 用 到 一 个 重要 的 代数 恒等式 . 

定理 13.7 Be a a 那么 mn 也 可 以 表示 成 四 
个 整数 的 平方 和 . 0 

证 明 9 m-a cb cd ,nze «fg +k, M m 也 可 以 表示 成 四 个 整数 的 平方 和 
是 基于 下 面 的 代数 恒等式 : : 


mn 2 (a +b «c ed')(e +f «g +h) (13.3) 
= (ae + bf + cg * dh)? + (af - be + ch - dg)? 
+ (ag - bh — ce + df)? + (ah + bg - cf - de)’. " 


我 们 用 一 个 例子 来 说 明定 理 13. 7. 
例 13.8 DH 722 «1*1 «Y, 1023 «1? «0? +0, 由 (13.3) 有 
7027-10 (241^ «1? e 1)(32 e P «09 +0) 
= (2.3+1.1+1.0+1.0) 2 (2-1-1-3*41-0-1-0) 
+(2.0-1.0-1.3+1.1)2+(2.0+1.0-1.1_1.3) 
27 1 425 44. l 
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”下面 开始 证 明 每 个 素数 都 可 以 表示 为 四 个 整数 的 平方 和 .首先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 13.5 如 果 p 是 一 个 奇 素数 ， 那 么 就 存在 一 个 整数 ， 上 二 p 使 得 
kp-x +y + +w 
存在 整数 解 x%，y，z，w. 
证 明 首先 证 明 存 在 整数 * 和 yy， 使 得 
x! +y +1 2 0(mod p), 
其 中 0<x<p/2, 0zy-p/2. 


令 


S 中 的 任意 两 个 都 不 是 模 p 同 余 的 (因为 **=y (mod p) 可 以 推出 x= +y(modp)). 同样 ，7 中 
的 任意 两 个 都 不 是 模 p HRK. PMAL, SUT 中 含有 p +L 个 不 同 的 整数 .根据 铝 逢 原理 ， 
在 这 个 并 集中 一 定 有 两 个 整数 模 p RR. (E UL. FERR x ML y, 使 得 **= -1-y (mod 
p), 其 中 0<x<(p -1)/2， PES EENI 我 们 有 

x! +y +1 2 O0(mod p); 
于 是 ， 就 存在 某 个 整数 k， WI ax +y +1 +0 kp. Bx «y +1<2((p-1)/2) +1<p 
RJ 8l k <p. . 

下 面 证 明 每 一 个 素数 都 可 以 表示 为 四 个 整数 的 平方 和 . 

定理 13.8 设 p 是 一 个 素数 .那么 方程 x* +y +z +w =p HERR x, y, z, w. l 

证 明 ” 当 p =2 时 结论 是 正确 的 ， 因 为 2=1 «1 +0 «0. 现在 假设 p 是 一 个 奇 素数 ， 令 
m 是 使 得 x +y +z w^ =mp 有 整数 解 的 最 小 的 整数 .〈 由 引 理 13. 5 和 良 序 性 可 知 ， 这 样 的 整 
数 是 存在 的 . ) 如 果 我 们 能 够 证 明 m =1， 那 么 定理 得 证 .为 了 达到 这 个 目的 ,我 们 采用 反 证 法 ， 
Rit m>1 且 找 到 了 一 个 这 样 小 的 整数 . 

如 果 普 是 一 个 偶数 ， 那 么 x，y，z 和 w 或 者 同 奇 ， 或 者 同 偶 ， 或 者 两 个 为 奇 、 两 个 为 偶 . 
综合 这 几 种 情形 ， 我 们 可 以 重 排 这 些 整数 (如 果 需 要 的 话 ) ,使 得 x%=y(mod 2), z=w(mod 2). 
这 样 一 来 ，(% -7y)/2，(x «y)/2, (z-w)/2, (z+w)/2 就 都 是 整数 ， 并 且 
(2 mco heroe eR 
这 与 m 是 使 得 mp 表示 成 为 四 个 整数 的 平方 和 的 最 小 整数 相 矛 盾 . 

ETX, 设 m dÉ—4 AUR. HH m1. $a, b, c, d 为 这 样 的 整数 ， 使 得 

a = x(mod m) ,b = y(mod m),c = z( mod m) ,d = w(mod m), 


并 且 
- m/2-a-«m/2,-m/2«b-«m/2, 
- m/2 «c« m/2, - m/2«d-« m/2. 
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我 们 有 
a^ tet ma +y + +w (mod m); 
因此 ， 存 在 某 个 整数 使 得 
| a +b +c +d = km, 
而 且 


OSa +b rcg d «4A(m/2) = m. 


BE, Ok-m. "Ek-O, 那么 我 们 就 有 4 =4b=c=d=0， 进 而 x*=y=z=w=0(mod m). 由 


此 可 推出 m^ | mp， 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 1 一 严 二 p。 从 而 必 有 天 > 0. 
我 们 有 
GO ey! eZ c w)(a «Wc +d) = mp: km = m'kp. 
通过 定理 13. 7 证 明 中 的 恒等式 ， 我 们 又 有 | 
(ax + by + cz + dw)! + (bx — ay + dz — cw)? 
+ (ex — dy — az + bw)? + (dx + cy - bz - aw)? = m kp. 
上 式 左 边 的 四 项 都 可 以 被 m 整除 ， 因 为 . 
ax + by + cz + dw = x +y +2 +w =0(mod m), 
bx — ay + dz — cw = yx — xy + wz — zw = 0( mod m), 
cx — dy - az + bw = zx -wy — xz + yw = O(mod m), 
dx + cy - bz - aw = wx + zy — yz — xw = 0( mod m). 
4 X, Y, Z f W J& x CER VA m. 所 得 的 整数 ， 即 
X = (ax + by + cz + dw)/m, 
Y = (bx — ay + dz - cw)/m, 
Z = (cx - dy - az + bw)/m, 
W = (dx + cy - bz - aw)/m. 
这 样 就 有 
X +Y +Z +W = mkp/m = kp. 
但 是 ， 这 就 与 m 的 定义 相 矛 盾 了 ， 因 此 m 一 定 等 于 1. 
我 们 现在 就 可 以 给 出 并 证 明 这 个 有 关 整 数 表示 为 四 个 整数 平方 和 的 基本 定理 了 . 
定理 13.9 每 一 个 正 整数 都 可 以 表示 为 四 个 整数 的 平方 和 : 


证 明 假设 ”是 一 个 正 整数 ， 通 过 算术 基本 定理 ,= 可 以 表示 为 素数 的 乘积 ， 由 定理 
13.8， 它 的 每 一 个 素 因 子 都 可 以 写 为 四 个 整数 的 平方 和 .反复 应 用 定理 13. 7 足够 多 次 ， 就 得 


到 也 为 四 个 整数 的 平方 和 . 


我 们 已 经 证 明了 每 一 个 正 整数 可 以 写成 四 个 整数 的 平方 和 . 正如 前 面 所 提 到 的 ， 这 个 定理 
”最 早 是 由 拉 格 朗 日 于 1770 年 证 明 的 .大 约 在 同一 时 间 ， 英 国 数学 家 爱德华 . 华 林 ( 了 dward Wa- 
ring) 将 这 个 问题 进行 了 推广 ， 他 提出 但 并 未 证 明 : 每 一 个 正 整 数 都 可 以 表示 为 9 个 非 负 整 数 的 
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三 次 方 和 ， 还 可 以 表示 成 为 19 个 非 负 整数 的 四 次 方 和 ， 等 等 . 我 们 以 下 面 这 种 方式 来 表达 这 
个 猜想 


爱德华 ， 华 林 (Edward Waring, 1736—1798) 出 生 于 英格兰 什 风 普 郡 的 老 城 ， 他 的 父 
亲 是 那里 的 一 个 农场 主 ， 年 轻 时 他 在 什 鲁 斯 伯 里 学 院 就 读 ，1753 年 进入 剑桥 莫 德 琳 
学 院 ，1753 年 他 获得 了 一 个 勤工俭学 的 机 会 以 减免 学 费 ， 他 的 数学 天 赋 很 快 引起 了 
老师 的 注意 ，1754 年 他 被 推选 为 学 院 的 研究 生 ，1757 年 毕业 ， 由 于 他 的 非凡 成 就 ， 
1759 年 他 被 提名 为 剑桥 卢 卡 斯 数学 教授 ， 经 过 一 番 争 议 后 ，1760 年 仅 23 岁 的 他 正 
式 当选 为 卢 卡 斯 教授 . 

华 林 最 重要 的 著作 是 《代数 沉思 录 》 (Meditationes algebraicae) ， 内 容 包含 了 方程 理论 、 数 论 、 几 
何 学 等 方面 ， 在 这 本 书 中 他 对 抽象 代数 的 一 部 分 早期 理 论 做 出 了 重要 的 贡献 ， 他 的 结论 现在 被 称 之 为 
MMB TEE (Galois theory)， 在 书 中 他 还 不 加 证 明 的 提出 了 一 个 命题 ， 那 就 是 每 个 整数 都 可 写成 不 超过 
9 个 数 的 立方 和 ， 每 个 整数 都 可 写成 不 超过 19 个 数 的 四 次 方 和 ， 如 此 等 等 ， 这 个 结论 我 们 现在 称 之 为 
华 林 定 理 (Waring's theorem)， 为 了 表彰 他 在 《代数 沉思 录 》 中 的 贡献 ， 华 林 在 1763 年 当选 为 英国 皇家 
FARA 然而 因为 这 本 书 主题 太 深奥 了 而 且 华 林 又 不 善 表达 、 使 用 的 记号 难 屏 ， 所 以 很 少 有 学 者 读 
过 这 本 书 . | : 

令 人 惊讶 的 是 ， 华 林 在 担任 数学 教授 的 同时 也 学 习 医 学 ， 于 1767 年 获得 医学 博士 ， 在 1770 年 放弃 
行医 之 前 ,他 在 几 所 医院 短期 实习 过 ， 他 在 医学 上 没有 获得 成 功 的 主要 原因 是 他 容易 害羞 且 视力 不 佳 . 
华 林 在 当 数 学 教授 的 时 候 还 能 继续 从 事 医学 活动 ， 是 因为 他 不 需要 讲 数学 课 . es 
达 闻 名 ， 他 的 书写 基本 上 没 人 能 看 懂 ， 遗憾 的 是 ， 这 种 缺点 在 数学 教授 中 并 不 少见 

1776 年 华 林 与 玛丽 - i UU BR he pp E E 
的 妻子 不 喜欢 这 个 地 方 ， 他 们 后 来 搬 到 了 华 林 乡下 的 庄园 

与 华 林 同 时 代 的 人 认为 他 是 一 个 自负 和 谦虚 的 结合 体 ， 不 过 自负 占 大 部 分 ， 尽 管 他 的 不 善 表达 限 

” 制 了 他 在 活着 的 时 候 进 一 步 提高 他 的 名 声 ， 但 人 们 还 是 认为 他 是 当时 最 伟大 的 英国 数学 家 之 一 ， 在 晚 
年 的 时 候 ， 他 深 陷 于 宗教 性 的 抑郁 中 并 且 变 得 神经 质 ， 这 使 得 他 有 儿 个 奖项 没 能 接受 . 


华 林 问题 如果 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 是 否 存在 整数 g(%) ， 使 得 每 一 个 正 整 数 都 可 以 写 
为 g(%) 个 非 负 整数 的 次 备 之 和 ， 且 是 否 有 比 g(%) 小 的 整数 满足 这 个 条 件 ? 

拉 格 朗 日 定理 告诉 我 们 ，g (2) =4( 因 为 存在 整数 不 能 表示 为 三 个 整数 的 平方 和 ). 在 19 
世纪 ， 数 学 家 证 明了 对 于 3<k<8 和 名 =10 的 情形 ， 这 样 的 整数 g(%) 存 在 的 ， 直 到 1906 年 ， 
FARE PARER: 对 于 每 一 个 正 整数 ， 都 存在 一 个 常数 CK), 使 得 每 一 个 正 整数 都 
可 以 表示 为 gz( 人 个 非 负 整数 的 天 次 寡 之 和 .， 希 尔 伯 特 的 证 明 非 常 复 杂 ， 而 且 不 是 构造 性 的 ， 
所 以 他 没有 给 出 计算 eR) 的 公式 .现在 已 知 g(3) =9, g(4) 219, g(5) -37, 并且 对 于 6< 
k<471 600 000， 有 | 

g(k) = [(3/2)^] +2* -2. 
这 些 公 式 的 证 明 依 赖 于 解析 数论 中 的 非 初等 结果 .并且 关于 glk), 仍然 还 有 很 多 没有 解决 的 
问题 . 
虽然 每 一 个 正 整数 都 可 以 写成 9 个 整数 的 三 次 方 的 形式 ， 但 是 ， 不 能 表示 成 8 个 正 整数 的 
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三 次 方 的 数 只 有 两 个 : 23 A239. 我 们 还 知道 ， 如 果 一 个 数 足够 大 ， 那 么 它 一 定 可 以 表示 为 至 
多 7 个 整数 的 三 次 方 的 形式 ， 这 种 观察 可 以 引出 函数 GO) EL: 所 有 足够 大 的 整数 都 可 以 
表示 成 至 多 G(%) 个 正 整数 的 次 方 的 和 ， 由 前 面 的 叙述 我 们 知道 , 6(3) <7， 同样 不 难得 知 
G(3) 宇 4， 因 为 没有 满足 n= +4(mod 9) 的 正 整 数 n 可 以 表示 为 3 个 正 整数 的 三 次 方 (见习 题 
22). 这 样 就 有 ,4 万 6(3) <7， 可 能 让 你 大 吃 一 惊 的 是 : 现在 我 们 还 不 知道 COG) 到 底 是 等 于 
4, 5, 6, 7 中 的 哪 一 个 ，C(k) 的 值 是 非常 难以 确定 的 ; 现在 唯一 已 知 的 两 个 C(1) 是 C(2) =4 
和 G(4) 216. ?4k-5, 6, 7, 8 时， 已 知 的 关于 G(%) 的 最 好 的 不 等 式 为 : 6865) «17, 9« 
G(6) <24, 8€G(7) «32, 32«G(8) «42. 

有 兴趣 的 读者 可 以 从 [Le74] 等 众多 的 文献 中 了 解 华 林 问题 的 最 新 结果 . 翁 德 利 希 
( Wunderlich ) 和 库 比 纳 (Kubina) 的 一 篇 文章 [WuKu90] 给 出 了 eCk) B9 E BR. 


13. 3 节 习 题 
1. 已 知 13 «3^ «27, 29 25? «2? 和 50=7?+1?, 将 下 列 整 数 写 为 两 个 整数 的 平方 和 . 
a)377 x13 - 29 b)650 213 - 50 c)1450 2-29 - 50 d)18 850213 -29 - 50 
2. 判断 下 列 各 整数 能 否 写 为 两 个 整数 的 平方 和 
a)19 b)25 c)29 d)45 e)65 
1)80 g)99 h)999 i) 1000 
3. 将 下 列 各 整数 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 . | 
a)34 b)90 c)101 d)490 e)21 658 f)324 608 


4. EH: 一 个 正 整 数 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 差 当 且 仅 当 该 整数 不 是 45+2 的 形式 ， 其 中 为 整数 . 

5. 如 果 可 能 的 话 ， 将 下 列 正 整数 表示 为 三 个 整数 的 平方 和 . 
a)3 b)90 c)11 d)18 - ...e)23 f)28 

6. 证 明 : 若 一 个 正 整 数 n 是 8k «7 的 形式 ， 其 中 上 为 整数 ， 那 么 mn 不 能 表示 为 三 个 整数 的 平方 和 ， 

7. 证 明 : 若 一 个 正 整 数 n 是 4"(8k +7) 的 形式 ， HP k, m 为 非 负 整数 ， 那 么 n 不 能 表示 为 三 个 整数 的 平 
方 和 . 

8. 证 明 或 者 推翻 命题 : 若 两 个 整数 都 可 以 表示 为 三 个 整数 的 平方 和 ， 那么 这 两 个 整数 的 和 也 可 以 表示 为 三 个 
整数 的 平方 和 ， 

9. 8651722 «1 «1* «17, 1523 4322 «1 «36H 34 2 4 «4^ & 1? +12， 将 下 列 整数 写 为 四 个 整数 的 平 
方 和 . - 
a)105 «7 - 15 b)510 215 - 34 


c)238 27.34 ` d)3570 27 . 15 - 34 
10. 将 下 列 整数 写 为 四 个 整数 的 平方 和 . 
a)6 b)12 c)21 d)89 e)99 f)555 


li. EH: 每 一 个 大 于 等 于 170 的 整数 nm， 都 可 以 表示 为 五 个 正 整数 的 平方 和 .,， (提示 : H mon -169 写 为 四 
个 整数 的 平方 和 ， 并 且 注 意 到 169 213! 212! +5 2122 +4 +3 =10 +8 +2? +1.) 

12. EH: 不 能 表示 为 五 个 正 整 数 的 平方 和 的 整数 只 有 1，2,， 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 18, 33. (提示 : 

运用 习题 11， 证 明 以 上 整数 无 法 按照 上 述 要 求 表达 ， 并 且 证 明 所 有 小 于 170 的 整数 都 可 以 按照 上 述 要 求 表 

x.) 

*13. 证 明 : 存在 任意 大 的 正 整 数 不 能 表示 为 四 个 正 整 数 的 平方 和 . 
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* 14. 


20. 


21. 


22. 
23. 


24. 


我 们 在 习题 14 ~ 15 中 给 出 定理 13.5 的 另 一 个 证 明 的 概要 . 
证 明 : 如 果 p 为 一 个 素数 ， 并 且 整 数 a 不 能 被 p 整除 ， 那么 就 存在 整数 x 和 y， 使 得 we=y(mod p), ， 其 中 
0c |x|«p, 0<|y |«/p. 这 个 结果 被 称 为 图 尼 引 理 ， 是 以 挪威 数学 家 图 厄 (Axel Thue) 命名 的 . (AF: 
应 用 鲍 笼 原理 证 明 : 存在 两 个 形 如 aw-v» Hk, Ep o<] u | <i], 0o«|v|-«I/pl. EE p AA. 
SAh u M o 的 两 个 值 构造 出 x 和 y. ) 


MAER- 图 厄 (Axel Thue，1863 一 1922) 出 生 于 挪威 腾 斯 贝 格 . 1889 年 在 奥 斯 
陆 大 学 获得 博士 学 位 ，1891 年 到 1894 年 间 ， 他 在 莱比锡 和 柏林 师 从 德国 数学 
. RÆ (Lie), 1903 年 到 1922 年 他 在 奥斯陆 大 学 担任 应 用 力学 教授 ， 图 厄 第 一 
个 研究 了 通过 有 限 的 字母 表 构 造 一 个 无 限 的 序列 ， 使 得 这 个 序列 不 包含 两 个 相 
邻 的 相同 的 字符 串 的 问题 ， 后 来 席 格 (Siegel) 和 罗斯 (Ro 也 ) 发 展 了 他 的 关于 代 
数 数 的 逼近 理论 .根据 他 的 结论 ， 他 证 明了 某 些 特 定 的 丢 番 图 方程 如 刀 -2x =1 
有 有 限 个 解 WR- 朗 道 (Edmund Landau) 评 价 图 厄 的 逼近 理论 是 “我 所 知道 的 初等 数论 中 最 重 
要 的 发 现 


. 由 习题 14 证 明定 理 13.5. (提示 : 证 明 存 在 整数 a， 使 得 a = -1(mod p). 然后 对 a EARJE H. ) 
. WER: 23 可 以 表示 为 9 个 非 负 整数 的 三 次 方 之 和 ， 但 是 无 法 表示 为 8 个 非 负 整数 的 三 次 方 之 和 . 


习题 17 ~21 给 出 了 g(4) «50 的 一 个 初等 的 证 明 . 


. 证 明 


2 


> CC; t x) + (x; 7 x)*) -e( x4) . 


Isi«js4 k=1 


(提示 : BERR (A, x) + (x, 7x)! 22x; +12x?x? *2x;. ) 


. 根据 习题 17 证 明 ; 每 一 个 形 如 6n^ 的 整数 都 可 以 写 为 12 个 整数 的 4 次 寡 之 和 ， 其 中 为 正 整数 . 
. 由 习题 18 和 每 一 个 正 整数 都 可 以 表示 为 4 个 整数 的 平方 和 的 事实 ， 证 明 每 一 个 形 如 6m 的 正 整 数 ， 都 可 以 


写 为 48 个 整数 的 4 KEZA. 

证 明 ; 0, 1, 2, 81, 16, 17 构成 一 个 模 6 的 完全 剩余 系 ， 并且 这 些 数 都 可 以 表示 为 至 多 两 个 整数 的 4 次 
知之 和 .由 此 ,证 明 任 意 一 个 大 于 81 的 整数 n 都 可 以 写 为 6m +k 的 形式 ,其 中 m 是 正 整数 ,k 是 上 述 剩 
余 系 中 的 元 素 . 进一步 ， 由 此 推出 任意 一 个 小 于 81 的 整数 ， 都 可 以 表示 为 50 个 整数 的 4 REZA. 
证 明 : 每 一 个 小 于 等 于 81 的 正 整数 n， 都 可 以 表示 为 至 多 50 个 整数 的 .4 REZA. (提示 : WFS Sns 
81 的 情形 ， 令 前 三 项 都 为 2. ) 由 此 ， 结 合 习 题 20 推出 g(4) <50. 

证 明 : 形 如 n= +4(mod 9) 的 正 整数 n， 无 法 表示 为 3 个 整数 的 三 次 方 之 和 |. 

证 明 : IEEE n 如 果 满 足 n=15(mod 16) ， 那 么 大 和 全 入 人生 个 整数 的 4 REZA. 进而 证 明 G 
(4) «15. 

利用 31 无 法 表示 为 15 个 整数 4 次 短 之 和 的 事实 及 无 穷 下 降 法 ,证明 : 具有 31* 16" 形式 的 整数 无 法 表示 为 15 


个 整数 的 4 次 短 之 和 . (提示 : 假设 》 x) =31* 167. 证 明 x, 必 为 偶数 ， 进 而 有 D, (%:/2)* 231 167.) 


13. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 - 
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1. 找 出 所 有 小 于 100 的 整数 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 的 不 同方 式 的 个 数 . ( 计 ( r) + C €) 为 四 次 ， Lo 
次 对 应 不 同 的 正 负 号 组 合 . ) 
2. 根据 数值 观察 ， 提 出 一 个 关于 正 整 数 能 够 表示 为 3 个 整数 的 平方 和 的 猜想 . (参考 习题 7. ) 
3. 对 于 n=2，3, 4, S 的 情况 ， 研 究 哪些 整数 可 以 表示 为 二 个 非 负 整数 的 立方 和 . 
程序 设计 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
* 1. 确定 一 个 正 整数 ”是 否 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 如 果 可 以 的 话 ， 给 出 其 具体 的 表示 形式 . 
*2. 给 定 一 个 正 整 数 n， 将 n 表示 为 四 个 整数 的 平方 和 . 


13.4 . 佩 尔 方程 

在 本 节 中 ,我 们 将 研究 形 如 

x -dy =n (13.4) 
的 丢 番 图 方程 ， 其 中 d 和 n 是 固定 的 整数 当 d<0, n 二 0 时，(13.4) 无 解 . 当 d<0,.n>0 
时 ， 最 多 存在 有 限 个 解 ， Re 
是 一 个 完全 平方 数 时 ， 不妨 设 d=D*?， 那 么 | | 
x -dyf zx -D'y = (x + Dy)(x - Dy) =n. 
因此 ， 4 d 是 一 个 完全 平方 数 时 ，(13.4) 的 任何 一 个 解 都 对 应 于 方程 组 
x+Dy=a 
- Dy =b | 
HR, AP, a, b 满足 n=ab， 在 这 种 情形 下 ， 原 方程 仅 有 有 限 多 个 解 ， 因 为 对 于 n=ab 
的 每 一 种 因子 分 解 方式 ， 上 述 方程 组 至 多 有 一 个 解 ， 

在 本 节余 下 的 部 分 中 ， 我 们 将 把 兴趣 转向 丢 番 图 方程 -dy =n, KP dAn ERR, d 
是 正 整数 并 且 不 是 完全 平方 数 ， 正 如 下 面 的 定理 所 要 表明 的 ; Vd 的 简单 连 分 数 对 于 研究 该 方程 
将 发 挥 举足轻重 的 作用 ， M | 

定理 13.10. 4 d fen X EK, d 0, JEE. dE REESE EK, [n <i. dX x^ - dy =n, 
那么 x/y 就 是 Vd 的 简单 连 分 数 的 一 个 收效 子 ， 

证 明 首先 考虑 m>0 的 情况 ， 因 为 -dy =n, WA 

(x+ yyd)(x - yd) = n. (13.5) 
由 (13.5) ， 我 们 有 x -7yVd>0， 进 而 *>yVd 所 以 ， | | 


X 490, 
HEH O< n< yT | 
2 d 2 Ld») 
pé 


y 
2 xXx -dy.| 
y(x + y 4d) 
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n 


< 
y(2y 4d) 


2y 
因为 0 < 二 -d<r RER 12. 19 表明 a/y REVTI AEAF: 


X n<0 时 ， 等 式 x -dy =n 两 边 同 除 以 -d， 得 
y! - (1/d)x’ =-n/d, 
240 n 2 0 的 情形 ，y/x 是 1MVd 的 简单 连 分 数 展开 的 一 个 收敛 子 ， 因此， 由 12.3 节 的 习题 7， 
我 们 知道 x*/y = 1/(y/x) — Ede d = 1/(1//d) 的 简单 连 分 数 的 一 个 收敛 子 . EL 

” 现在， 在 |n |<Yd 情 况 下 ， 通 过 Vd 的 简单 连 分数 展 开 的 收敛 子 ， 我 们 给 出 了 丢 番 图 方程 
x -dy =n 的 解 ， 下 面 重新 叙述 定理 12.24， 用 d 代替 mn， 因为 这 将 帮助 我 们 使 用 收敛 子 来 找 
到 丢 番 图 方程 的 解 . 

定理 12.24 令 d 为 正 整数 ， 并 且 不 是 完全 平方 数 ， 定义 al = (P, 8 d)/0,, a, = [o], 
P ai =Q- P,, Q5 (d - P,,)/Q,, k=0, 1, 2, =, 其 中 Qo 24d. 进一步 令 p/q 表 
示 Vd 的 简单 连 分 数 展开 的 第 个 收敛 子 ， 那么 ， 

| Bs pi -d -(-1"9,. 

EREDE r -dj =n 在 n=1 的 特殊 情形 称 为 佩 尔 方程 ， 它 以 约翰 佩 尔 (John Pell) 的 
”名 字 命 名 ， 尽 管 佩 尔 在 他 那个 时 代 的 数学 界 里 有 着 重要 的 地 位 ,但 是 对 于 求解 这 个 以 他 名 字 命 
名 的 方程 ， 他 的 贡献 并 不 大 .求解 这 个 方程 的 历史 十 分 漫长 . 一些 特定 的 佩 尔 方程 早 在 阿 基 米 
. 德 和 委 盔 图 的 工作 中 就 已 经 被 讨论 过 了 .而 且 在 12 世纪 ， 印 度数 学 家 婆 什 迦 罗 ( Bhaskara) 给 
出 了 一 种 求解 佩 尔 方程 的 方法 .到 后 来 ， 在 一 封 写 于 1657 年 的 信 中 ， 费 马 将 “证 明 方 程 ** - 
dy =1 存在 无 穷 多 个 整数 解 ， 其 中 d 为 大 于 1 的 正 整数 ， 并 且 不 是 平方 数 ” 这 个 问题 ， 摆 在 了 
“全 欧洲 数学 家 ”的 面前 ， 不 久之 后 ， 英 国 数学 家 沃 利 斯 (Wallis) 和 布 龙 克 尔 ( Brouncker) 提出 
了 一 种 求解 方法 ， 但 是 没有 证 明 出 该 方法 确实 可 行 . 在 一 篇 1767 年 发 表 的 论文 中 ， 欧 拉 给 出 
了 证 明 该 定理 所 需要 的 全 部 理论 ， 而 在 1768 年 ， 拉 格 朗 日 发 表 了 相应 的 证 明 .， 沃 利 斯 、 布 龙 
克 尔 、 欧 拉 和 拉 格 朗 日 所 使 用 的 方法 ， 都 与 Vd 的 连 分 数 的 使 用 有 着 紧密 的 联系 ， 我 们 将 给 出 如 
. 何 通过 连 分 数 来 求解 佩 尔 方程 的 方法 ， 特 别 地 ， 我 们 将 应 用 定理 13.9 和 定理 12. 24 来 求 出 佩 
尔 方程 和 相关 方程 < -dy = -1 的 所 有 解 ， 若 想 了 解 关于 佩 尔 方程 的 更 多 信息 ， 可 以 参阅 
[Ba03 ] ， 这 是 一 本 专门 讲述 佩 尔 方程 的 著作 . 
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| 约翰 : 佩 尔 (john Pell, 1611—1683) 是 一 位 牧师 的 儿子 ， 出 生 于 英格兰 苏 塞 克 斯 ， 就 读 于 剑桥 三 一 学 
院 ， 他 成 为 了 一 名 教师 而 不 是 像 他 父亲 期 待 的 那样 进入 教会 .在 语言 学 和 数学 上 胃 露 头角 后 ， 他 在 阿 
姆 斯 特 丹 大 学 获得 了 一 个 职位 .他 一 直 待 在 那里 ， 直 到 在 奥 伦 治 亲王 的 邀请 下 ， 他 加 入 了 一 所 在 布雷 
达 的 新 的 大 学 . 佩 尔 在 数学 上 的 著作 包括 一 本 名 为 《数学 的 思想 》 (Idea of Mathematics) 的 书 ， deg 
多 小 册子 和 文章 . 他 和 当时 的 一 些 一 流 数 学 家 都 有 过 通信 ， 包 括 微 积分 的 创始 人 莱 布 尼 兹 和 牛顿 ， 欧 
RA r -dy =1 称 为 “ 佩 尔 方程 ”是 因为 在 他 熟悉 的 一 本 书 中 ， 佩 尔 推广 了 一 些 其 他 数学 家 解决 方程 
x! -12y! =n 的 工作 . 

佩 尔后 来 加 入 了 外 交 使 团 ， 他 在 瑞士 担任 过 奥利弗 克 伦 威 尔 ( Oliver Cromwell) 的 发 言 人 ，1654 年 
进入 英国 外 交 部 ， 最终 他 决定 成 为 一 位 教士 ， 并 于 1661 年 接受 了 神职 ， 伦 敦 主教 推荐 他 为 下 师 ， 不 幸 


的 是 ， 直 到 去 世 ， 他 都 一 直 生活 在 赤 贫 中 . 
pits 


婆 什 迦 罗 (Bhaskara，1114 一 1185 ) 出 生 于 印度 迈 索 尔 邦 的 比 贾 布 尔 ， ELE GRUP Jc S ER C e 9 f 3E 
人 ， 几 个 世纪 以 来 乌 贾 因 一 直 是 印度 的 数学 研究 中 心 . 他 是 当时 最 著名 的 印度 数学 家 . 婆 什 迦 罗 在 数 
学 上 的 著作 有 《 美 》 (Lilavati) 和 《代数 学 》(Bijaganita) ， 这 两 本 教材 涵盖 了 代数 、 算 术 和 几何 学 的 部 
分 内 容 . 婆 什 和 迦 罗 研 究 了 变量 比方 程 更 多 的 线性 方程 组 ， 通 晓 很 多 组 合 公 式 ， 他 研究 了 很 多 不 同 的 丢 
番 图 方程 ， 尤 其 是 用 他 称 之 为 “循环 法 ”的 办 法 解决 了 方程 * -dy =1 在 d=8, 11, 32, 6180167 的 
情形 ， 对 于 方程 x* -61y =1， 他 解 出 了 x =1766 319 049 和 y=226 153 980， 他 深厚 的 计算 功力 由 此 可 
一 斑 ， 小 什 迦 罗 也 写 过 几 本 重要 的 天 文学 方面 的 书 ， 包 括 《 历 算 书 》 (Siddhantasiromani). 


定理 13.11 设 以 为 正 整数 ， 并 且 不 是 完全 平方 数 ， 令 p/q 表示 Vd 的 简单 连 分 数 的 第 天 
个 收 和 化 子 ， 天 =1，2，3.…， 令 于 表示 连 分 数 的 循环 节 长 度 .， PRA, Sn BKH, Ez 
X -dy =1 的 正 整数 解 为 X=pi_1， y24,4, j71, 2, So, XR ARAB AES -dy = -1 无 
E. Kna, FEBE -df =1 的 正 整数 解 为 x=pa ii，y=gn ijJ=1，2，3…， 
8 »5x -dy = -1 的 整数 解 为 X =Pij-iyn-19 Y 700j-12-1» j=1, 2, 3, 

证 明 定理 13.9 表明 : 如 果 x， yo dE x^ -dy = +1 的 正 整 数 解 ， 那么 to =p Yo = qi， 
其 中 p,/q, 表示 Vd 的 简单 连 i eh 另 一 方面 ， 由 定理 12. 24 知 ， 

p,-dq, = (-1) Quo 
其 中 Q;,, 正 如 定理 12. 24 上 所 定义 
由 于 vd 的 简单 连 分 数 的 循环 节 长 度 是 nm， 所 以 0 = 0, =1， 其 中 j=1，2，3，…; 这 是 因 
Ed 因此 ， 
. Pai -do =(-1) ”0 = (- 0^. 
这 个 等 式 表明 ， Mn ,是 偶数 时 ， Paio dad IE x -dy =1 的 一 组 解 ， 其 中 j=1， 2,35 73503 
Tii n ERA, p. ba MÆ ^ -dy 2 1 的 一 组 解 ， 同 时 pogani g-a- 就是- 
dy = -1 的 一 组 解 ， 其 中 j =1，2，3， | 

A TES EXE x -dy =1 A x -dy = -1 除了 上 述 解 之 外 没有 其 他 的 解 ， 我 们 将 

证 明 Q,,, =1 意味 着 n|k, 并 且 Qj -1, j=1, 2, 3, 
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首先 注意 到 ， 如 果 0,,, 21, WA 
"PS EN 

因为 al = [ai Qu, cn]. BEL w, 的 连 分 数 展开 是 纯 循 环 的 ， 因此， 由 定理 12.23 知 ， 

-1«a,, =P, -Vd<0， 由 此 推出 ，P,,, = [4d], ， 进 而 o, =a, HE n |k. 

NEBDSET j21, 2, 3, Qj -1， 注 意 到 0, = -1 意味 着 a = -已 -VE 因为 a 有 一 

个 纯 循环 的 简单 连 分 数 展 开 ， 所 以 我 们 有 
-1<a’=-P,+Vd<0 
XB 
a; =- P; - Jd 1. 
由 第 一 个 不 等 式 ， 我 们 有 P, -Yada， 而 由 第 二 个 不 等 式 , 我 们 又 有 P; 二 -1 -VE 这 两 个 不 等 
RIJ P, 来 说 是 矛盾 的 ， 所 以 我 们 有 0# -1. 

现在 ,我们 已 经 找到 了 -dy =1 Mx -dy = -1 的 所 有 正 整 数 解 ， 从 而 完成 了 定理 的 
证 明 . | | z 

我 们 用 下 面 的 例子 来 描述 定理 13. 10 的 用 法 . 

例 13.9 由 于 V13 的 简单 连 分 数 为 [3; 1，1，1，1，6] ， 所 以 丢 番 图 方程 ^ -137 =1 的 
ERIH pua. qas Xj 21, 2, 3, 7, pay] d.i 2 V13 的 简单 连 分 数 展开 的 第 
10j - 1 个 收敛 子 ; 最 小 的 正 整数 解 为 p 2649, 9, 2180. ERASE r -137 = - 1 的 正 整数 
解 为 pw-s，go-5， 其 中 j =1，2，3，…; 最 小 的 正 整 数 解 为 m =18 q, =5. 4 

例 13. 10 由 于 VI4 的 简单 连 分 数 为 [3; 1，2，1，6] ， 所 以 丢 番 图 方程 只 ~ 14y* = 1 的 正 
整数 解 为 py-1，qy-1， 其 中 j=1，2，3…，py-1/9y-! 是 V1i4 的 简单 连 分 数 展开 的 第 名 -1 个 收 
敛 子 ， 最 小 的 正 整数 解 为 m 215, q, =4. 丢 番 图 方程 x** -14y* = -1 无 解 ， 因 为 V14 的 简单 连 
分 数 展开 的 循环 节 长 度 是 偶数 . < 

我 们 以 下 面 的 定理 来 结束 本 节 ， 它 告诉 我 们 ， 对 于 佩 尔 方程 *” - dy* =1， 如 何 由 其 最 小 的 
正 整数 解 确定 所 有 正 整数 解 ， 而 不 用 求 出 Vd 的 简单 连 分 数 展 开 式 的 收敛 子 . 

定理 13.12 Ex, y, E E EA Ex -dy =1 的 最 小 正 整 数 解 ， 其 中 d 为 正 整 数 ， 并 且 
不 是 完全 平方 数 ， 那么 所 有 的 正 整数 解 +, ，y; 可 由 

x, + y, d = (x, + y, vd) 
Rh, #Fk=1, 2,3, ©. (EE, x, fo y, 是 用 引 理 13.4 求 出 的 . ) 

证 明 ”我 们 必须 证 明 每 一 个 这 样 的 x,，y 都 是 方程 的 解 ， 且 每 一 个 解 都 是 这 种 形式 . 

要 证 明 x,，y 是 一 个 解 ， 我 们 首先 注意 到 取 共 e， 由 引 理 12.4, JtSE RUEDAS TRE G 
RH, RIRE x, -y, Vd = (x -yiVd)*， 现 在 ， 注 意 到 

x, — dy, = (x, + y, Jd) (x, - y, dd) 
= (x, +y, vd)" (a, — y, vd)" 


某 些 非 线 性 丢 番 图 方程 


因此 ， Xi» Yk 为 一 个 解 ， k=1, 2; 35 


` 407 


(aj - dy) 
S 


为 证 明 每 个 正 整 数 解 等 于 x,，y;， 这 里 为 菜 个 正 整数 ， 假 设 X，Y 为 不 同 于 a, y 的 一 
个 正解 ，k=1，2，3，…， 则 存在 整数 n， 
(x, +y Md)" «X + Yd (x, +y yd)". 
ERRERA, +y, d) “， 我 们 就 得 到 
1 <(x, - y, Jd) QC Y4d) <x, + y, Md, 

这 是 因为 对 -dy =1 能 够 推出 y, Jd = (x, +y d). 


HE, $ 


并 且 注 意 到 


满足 


s t t/d = (x, - y, Jd)" (X + Yd) 


s? - dé = (s - tJd) (s * t/d) 
= (x t» Jd)" (X = Y /d) (x, -=y vd)" (X + Y /d) 


zl: 


Gi = dyi)" OC - Y) 


STE SI, tÆ x -dj =1 的 一 个 解 ， 并 且 1<s+iVE<x «y, d. VB, 因为 s+tVd>1， 


所 以 我 们 有 0 一 (s +iVd) -一 1， 因 此 ， 


s = [Gs +d) + (s -1a) | >0 


并 且 


t= zl +D -6 -1/0 ] >o. 


这 表明 s, i 是正 整数 解 ， 因 此 由 x, y, 是 最 小 的 正 整 数 解 ， 我 们 有 s 宇 x, ，t 宇 y,， 但 是 这 与 不 
等 式 s+tVd< zx, +y VAFA. 因此， 一 定 存 在 某 个 k， 使 得 =x，，Y = 
我 们 用 下 面 这 个 例子 来 演示 定理 13. 11 的 用 法 . 
例 13.11 由 例 13.9， 我们 知道 丢 盔 图 方程 x -13y =1 的 最 小 正 整数 解 为 xı 72649, y, = 
180. 因此， 所 有 的 正 整 数 解 s, y, 就 可 以 由 下 式 得 到 : 


x, + y, VI3 = (649 +180 /13)*. 


比如 说 ， 我 们 有 


x, + y, A3 = 842401 + 233 640 V13. 


FÆ, x, 2842401, y, 2233 640 是 除 x, 


.13. 4 节 习 题 


-649, y, «180 以 外 的 最 小 的 正 整 数 解 . < 


1. 求 出 下 列 方程 的 所 有 的 正 整 数 解 ， 其 中 x 和 y 都 是 整数 . 


* 8. 
9. 


10. 
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a)x 435! =4 : b)x +5y = 7 c)2x* +7y 230 
. 求 出 下 列 方程 的 所 有 的 正 整 数 解 ， 其 中 x 和 7y 都 是 整数 . 
a)x? - y! 28 b)x! +4y 240 e)4x* «95? 2100 
JUS ZEIT RE L -31y =n， 当 n 取 下 列 值 时 ， 哪 个 方程 有 解 ? | 
a)l b) -1 c)2 d) -3 e)4 f) -45 
. 求 出 下 列 丢 番 图 方程 的 最 小 正 整 数 解 . 
a)x -29y = -1 b)? -29y =1 


, 求 出 丢 番 图 方程 ^ -37y =1 的 三 个 最 小 的 正 整数 解 . 
. 根据 下 列 d 的 值 ， 确 定 丢 番 图 方程 x - dy = -1 是 否 有 整数 解 . 


a)2 b)3 c)6 d)13 
e)17 £)31 g)41 h)50 . 


CARENE 6y eL MENTER a 01766319 049, 7, 7226 153 980. 请 找 出 该 方程 除  ，y， 外 


的 最 小 正 整数 解 . 

证 明 : 如 果 p/q 是 Vd 的 简单 连 分 数 展开 式 的 收敛 子 ， 那 么 | p? -daz | c1 2 Vd. 

证 明 : 如 果 正 整数 4 含有 44+3 形式 的 素 因子 ， 那 么 委 番 图 方程 妈 -d = -1 无 解 ，、 

Wd n 是 正 整数 . 

a) 证 明 : 如 果 r，* 是 丢 番 图 方程 x* -dy =1 的 一 个 解 ， 并 且 X，Y 是 丢 番 图 方程 x* -dy =n 的 一 个 解 ， 那 
么 Xrtdys，Xs 土 Yr 也 是 x? -dy =n 的 解 . 

b) 证 明 : EREDE r -df =n 或 者 没有 解 ， 或 者 有 无 穷 多 个 解 


. 找 出 所 有 的 两 条 直角 边 是 相 邻 的 整数 的 直角 三 角形 . (提示 : 运用 定理 13.1， 将 两 条 直角 边 写 为 *=s - 


有， 7 =2st， 其中，s 和 上 是 互 素 的 正 整数 ， 并 且 s>:，* 和 :上 具有 不 同 的 奇偶 性 ， 那么 x-y = +1 就 意味 着 


(s-t)? -28 = &1.) 


. VEHI E IEUERE x -2y =1 没有 非 平凡 解 . 
. EBEFA x -2y = -1 没有 非 平凡 解 . 
. ER: MRE n PEAR t, 等 于 m 的 平方 Bün(n*1)/22m', A x-2n«1, yo m 就 是 丢 番 图 方程 


x^ -8y =1 的 解 ， 按 照 x 以 及 对 应 的 三 角 数 和 平方 数 的 对 的 值 的 增 序 ， 找 到 该 方程 这 种 形式 的 前 五 个 解 . 


13. 4 节 计算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


1. 
2. 
3. 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
REFRE r -109y = 1 的 最 小 正 整数 解 . (该 问题 是 费 马 于 17 世纪 中 叶 给 英国 数学 家 提出 的 . ) 
EGET RE a^ -991y* = 1 的 最 小 正 整数 解 . 

REGE EPI x -1000 0995? = 1 的 最 小 正 整数 解 . 


程序 设计 


1. 
2. 
3. 


用 Maple, Mathematica —— —M € 
求 整 数 x，| n | <Vd， 使 得 丢 番 图 方程 好- dy? =n 无 解 . 
求 丢 番 图 方程 x? -dy =1 和 x -dy = -1 的 最 小 正 整 数 解 . 
由 佩 尔 方程 的 最 小 正 整数 解 求 出 它 所 有 的 解 ( 见 定理 13. 12). 
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在 前 面 的 章 节 中 我 们 研究 了 整数 集合 的 一 些 性 质 . 有 意思 的 是 ， 在 其 他 的 一 些 数 集中 也 存 
在 着 类 似 于 整数 的 一 些 关于 整除 、 素 数 和 因子 分 解 的 性 质 ， 本 章 中 ， 我 们 研究 高 斯 整数 ， 即 形 
如 a+bi 的 数 ， 其 中 a。, b 是 整数 ，i= V -1. 我 们 将 介绍 高 斯 整数 的 整除 概念 ， 对 高 斯 整数 给 
出 一 种 带 余 除 法 ， 并 描述 一 个 高 斯 整数 是 素数 的 条 件 . 然后 ， 对 于 一 对 高 斯 整数 ， 我 们 引入 最 
大 公 因 子 的 概念 ， 并 且 证 明 一 个 高 斯 整数 (在 某 种 意义 下 ) 能 够 唯一 地 表示 成 高 斯 素数 的 乘 可. 
最 后 ， 我 们 将 证 明 如 何 利 用 高 斯 整数 来 确定 一 个 正 整数 可 以 用 多 少 种 方式 表 为 两 个 整数 的 平方 
和 .本 章 中 的 内 容 仅 是 数论 的 一 个 分 支 一 一 代数 数论 (主要 研究 代数 数 及 其 性 质 ) 的 入 门 知识 ， 继 
续 学 习 数论 的 同学 们 将 会 发 现 对 于 高 斯 整数 的 这 些 相 当 具 体 的 讨论 对 于 进一步 研究 是 非常 有 益 的 
过 渡 ， 学习 代数 数论 极 好 的 参考 文献 包括 [AIWi03] 、[ Mo96]、[ Mo99] 、[Po99] 和 [Ri01]. 


14. 1 高 斯 整数 和 高 斯 素数 


本 章 中 我 们 把 数论 的 研究 扩展 到 复数 的 领域 . Gda i EE SAERU 
下 ， 我 们 先 简要 地 回顾 一 下 复数 的 基本 性 质 . 
复数 就 是 形 如 x yi 的 数 ， 其 中 i= W -1， 复 数 可 以 按 如 下 法 则 进行 加 、 减 、 乘 和 除 运算 : 
(a+bi)+(c+di) =(a+c)+(b+d)i 
(a +bi)-(c+di)=(a-c)+(b-d)i 
(a * bi) (c + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac - bd) + (ad + bc)i 
a + bi . 9 *bi.c - di . ac * bd (- ad * bc)i 
c*tdi c+di c-di ed e +E 
注意 ， 复 数 的 加 法 和 乘法 是 可 交换 的 . 我 们 利用 整数 的 绝对 值 来 衡量 整数 的 大 小 . 对 于 复 
数 ， 一 般 用 下 面 几 种 方法 来 衡量 其 大 小 . 
定义 若 z=x+iy 是 复数 ， 则 z 的 绝对 值 |z | 等 于 


lel = Vx y, 


而 z 的 范 数 N(z) 等 于 
Iz zx: 

给 定 一 个 复数 ， 通 过 改变 这 个 数 的 虚 部 的 符号 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 与 其 有 相同 的 绝对 值 和 
范 数 的 复数 . 

定义 AE z-acbi EE z-a-bi, i6, 4E z. 

注意 到 若 w 和 z 是 两 个 复数 ， 则 wz HIENE w M z RRE. Iwz) = (0) (G). Ë 
z=x +iy ER, M i E l 
zz = (x + iy) (x -iy) = X +y = N(z). 
下 面 我 们 将 证 明 范 数 的 几 个 有 用 的 性 质 . ue 
定理 14.1 把 复数 映 成 非 负 实数 的 范 数 函数 NN 满足 下 列 性 质 : 
( 1 ) 对 任意 复数 z,，N(z) 是 非 负 实数 . : l 
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Cd )H4E X zF w, N(zw) = NG)NGO). 

(ili) N(z) 20 当 且 仅 当 z=0. ES 

证 明 对 ( i )， 假设 z 是 一 个 复数 ， roseis. 其 中 x 和 yy 是 实数 .由 于 x my 都 是 
非 负 实数 ， 所 以 N(z) =x e y^ 是 非 负 实数 ， 

XC), CEIA Aw 为 复数 时 ， 有 

N(zw) = (zw) (zw) = (zw)(zw) = (zz) (ww) = N(z)N(w). 

HG), ， 注 意 到 0 =0 + 0i， 所 以 N(0) -0 +0 =0， 反 之 ,假设 N(x +iy) =0， 其 中 x 和 y 是 实 

XC, Wa ey -0. mix Ry 都 是 非 负 的 ， 所 以 x=0, y=0， 从 而 可 得 x*+iy=0+i0=0. u 


高 斯 整数 


在 前 面 的 章节 里 我 们 主要 研究 的 是 有 理 数 和 整数 ， 数 论 的 一 个 重要 分 支 一 一 代数 数论 把 束 
数 的 一 些 理论 推广 到 了 一 些 特殊 的 代数 整数 集合 .所 谓 代数 整数 就 是 首 一 ( 首 项 系数 是 1) 整 系 
数 多 项 式 的 根 ， 下面 我 们 将 介绍 本 章 的 研究 对 象 一 一 一 类 特殊 的 代数 整数 集合 . 

定义 ” 形 如 a+bi( 其 中 4a, 5b 是 整数 ) 的 复数 被 称 为 高 斯 整数 ， 高 斯 整数 全 体 记 作 Z [i]. 

注意 到 若 y =a + bi 是 高 斯 整数 ， 则 它 是 满足 如 下 方程 的 代数 整数 

y! -2ay + (a +b) =0, 
这 一 点 读者 可 自行 验证 .由 于 满足 首 一 二 次 整 系数 多 项 式 ， 所 以 它 被 称 为 二 次 无 理 教 ， 反 
Z, 车 a=r+si,， 其 中 r,s 是 有 理 数 ， 而 且 a 是 一 个 首 一 二 次 整 系数 多 项 式 的 根 ， 则 o 是 高 斯 
整数 (见习 题 20)， 高 斯 整数 是 以 伟大 的 德国 数学 家 高 斯 的 名 字 命名 的 ， 他 是 第 一 位 深入 研究 
这 类 数 性 质 的 数学 家 . 

通常 我 们 使 用 希腊 字母 来 表示 高 斯 整数 ， 例 如 a,，B，y 815. 注意 到 若 是 一 个 整数 ， 则 
有 =za+oi 也 是 高 斯 整数 ， 当 我 们 讨论 高 斯 整数 的 时 候 ， 把 通常 的 整数 称 为 有 理 整 数 . 

高 斯 整数 在 加 、 减 、 乘 运算 下 是 封闭 的 ， 正 如 下 面 定理 所 述 . 

定理 14.2 设 w=x+i 和 B=w+ 这 是 高 斯 整数 ， 其 中 x，y， 和 z 是 有 理 整 数 ， 则 w+ 
B，a-B 和 oag 都 是 高 斯 整数 . 

证 明 我 们 有 a+B6=(x+iy) +(z+iz)=(x+mo)+iy+z)， aoa-B=(x+iy)- (w+iz) = 
(x-w) +i(y-z), aB=(x+iy)(w +iz) =xw +iyw + ixz +iyz = (xw -yz) +i(yw +xz). 因为 有 
理 整 数 在 加 、 减 、 乘 运算 下 封闭 ， 从 而 a +B，a -B 和 op 都 是 高 斯 整数 . m 

虽然 高 斯 整数 在 加 、 减 和 乘 运算 下 封闭 ， 但 是 它们 在 除法 运算 下 并 不 封闭 ， 这 一 点 与 有 理 
整数 类 似 ， 此 外 ,， 若 a =a + 六 是 高 斯 整数 ， 则 N(a) = oz +b? 是 非 负 有 理 整数 . 


高 斯 整数 的 整除 性 


我 们 可 以 像 研 究 有 理 整 数 那 样 去 研究 高 斯 整数 . 整数 的 许多 基本 性 质 可 以 直接 类 推 到 高 斯 
整数 上 .要 讨论 高 斯 整数 的 这 些 性 质 ， 我 们 需要 介绍 高 斯 整数 类 似 于 通常 整数 的 一 些 概 念 ， 特 
别 地 ， 我 们 需要 说 明 一 个 高 斯 整数 整除 另 一 个 高 斯 整数 的 意义 . 然后 ， POTENTA 
一 对 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 以 及 其 他 一 些 重 要 概念 . 

定义 设 w 和 有 B 是 高 斯 整数 ， 我 们 称 a 整除 B， 是 指 存在 一 个 高 斯 整数 7 使 得 B=ay， 若 
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a 整除 B， 我 们 记 作 a |B; 若 w 不 整除 B， 记 作 a B. 
例 14.1 B T(2-i)(543i) =13 «i, WA 2-i|13 4i. 但 是 3+2i16+5i， 因 为 
6+5i_ (6+5i)(3-2i) 28 «3i 28 ,3i 
3 «215. (3 421) (3 - 21) 13 13 13 
不 是 高 斯 整数 . | 4 
例 14.2 可 以 看 出 对 任意 高 斯 整数 a+bi, 均 有 -i|(a+ 失 )， 这 是 因为 不 论 a, b 取 何 整 
数值 ， 都 有 a +bi= -i( -5+0i)， 除了 -i 之 外 ， 能 够 整除 任意 一 个 高 斯 整数 的 只 有 1，-1 
Mi 在 本 节 的 后 半 部 分 ,我 们 将 会 看 到 为 什么 会 是 这 样 . .< 
例 14.3 能 够 被 3+2i 整除 的 高 斯 整数 是 (3 +2i) (a e bi), 其 中 a, b 是 有 理 整数 ， 注 意 
到 (3 +2i) (a +bi) 23a *2ia +3ib +2i°b = (3a -2b) *i(2a *3b). 
我 们 在 图 14. 1 中 标示 出 了 这 些 高 斯 整数 . < 


. 图 14.1 被 3+2i 整 除 的 高 斯 整数 


高 斯 整数 的 整除 也 满足 有 理 整 数 整除 的 一 些 相同 的 性 质 ， 例 如 ,， 若 w，B 和 是 高 斯 整数 ， 
alg, Bly, Waly. HX, Xo, B, y, v 和 凡是 高 斯 整数 ，y lo, y lg, W y| (ua vB). 
这 些 性 质 留 给 读者 自行 验证 . 

在 有 理 整 数 中 ， 恰 有 两 个 整数 是 1 的 因子 ， 就 是 1 和 -1， 现在 我 们 要 决定 哪些 高 斯 整数 
是 1 的 因子 .首先 ， 我 们 给 出 下 述 定义 . 

定义 若 e|1， 则 称 高 斯 整数 e 是 单位 ， 若是 单位 ， 则 称 sa 为 高 斯 整数 a 的 一 个 
下 面 我 们 用 便于 计算 的 方法 来 刻画 高 斯 整数 是 单位 的 条 件 . 
定理 14.3 一 个 高 斯 整数 & 是 单位 当 且 仅 当 N(e) =1. 
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证 明 首先 假设 是 单位 ， 则 存在 一 个 高 斯 整数 v 使 得 zz =1. 由 定理 14.1 BjGDn] An, 
NGez) =N(e)N(v) =1 AF e 和 vw 都 是 高 斯 整数 ， 所 以 N(s) 和 NWN(v) 都 是 正 整数 ， 于 是 
N(e) « N(v) =1. | ; . 

反之 , BRN e)=1. Wes=N(e)=1. Miell, e 是 单位 . a 

下 面 我 们 决定 哪些 高 斯 整数 是 单位 . 

定理 14.4 高 斯 整数 的 单位 为 1，-1, i 和 -i 

证 明 ”由 定理 14，3 可 知 ， 高 斯 整数 e =a + 后 是 单位 当 且 仅 当 N(e) 21. 由 于 N(e) = 
N(a*bi) za! +b， 所 以 是 单位 当 且 仅 当 a +b =1. 而 a, b 都 是 有 理 整数 ， 所 以 我 们 有 
e =a+bi 是 单位 当 且 仅 当 (a, 5) = (1, 0), (71, 0), (0, 1) 或 (0，-1). 从 而 是 单位 当 
HN e=1, -1, i3 -i | 站 

现在 我 们 已 经 知道 哪些 高 斯 整数 是 单位 ， 所 以 对 于 一 个 高 斯 整数 B 来 说 ， 它 的 全 部 相伴 是 
四 个 高 斯 整数 B，-B， 认 F- ig. l 

例 14.4 高 斯 整数 -2 +3i 的 相伴 是 -2+3i，-(-2+3i) -2-3i, i( -243i) = -2i« 
3i! = -3 -2i M -i( -2 43i) 22i -3i? -3 42i. 4 


高 斯 素数 


一 个 有 理 整数 是 素数 当 且 仅 当 它 不 能 被 除了 1，-1， 它 自身 及 其 相反 数 以 外 的 其 他 整数 
整除 ， 为 了 定义 高 斯 素数 ， 我 们 希望 整除 性 能 够 忽略 掉 单 位 和 相伴 . 

定义 ”若非 零 高 斯 整数 7 不 是 单位 ,而 且 只 能 够 被 单位 和 它 的 相伴 整除 ， 则 称 之 为 高 斯 
素数 . 

由 高 斯 素数 的 定义 可 知 一 个 高 斯 整数 7 是 素 的 当 且 仅 当 它 恰 有 8 个 因子 一 4 个 单位 和 它 
的 4 个 相伴 ， 即 1，-1, i，-i, zr，-7，in dm. (高 斯 整数 中 的 单位 恰 有 4 个 因子 ， 也 
就 是 4 个 单位 ， 既 不 是 单位 也 不 是 素数 的 高 斯 整数 必 有 多 于 8 个 的 相 异 因子 . ) 

整数 集合 中 的 素数 被 称 为 有 理 素数 .下 面 我 们 将 会 看 到 有 些 有 理 素 数 仍然 是 高 斯 素数 ， 但 
是 有 些 就 不 再 是 高 斯 素数 .在 给 出 高 斯 素数 的 例子 之 前 ， 我 们 先 证 明 一 个 有 用 的 结论 ， 可 以 用 
来 帮助 我 们 判断 一 个 高 斯 整数 是 否 为 素数 . 

. 定理 14.5 Xon READER, 8B Nr) =P， 其 中 己 是 有 理 素 教 ， TIT 
数 ， 而 不 是 高 斯 素数 . 

证 明 假设 7 =aBp， 其 中 a，B 是 高 斯 整数 ， 则 N(7) =N(a)N(B)， 因 此 p=N(a)N(B). 
由 于 N(a) 和 WN(pB) 是 正 整 数 ， 所 以 N(a) 21 B.N(B) =p, 或 者 N(a) =p ENB) =1， 由 定理 
14.3 可 知 或 者 a 是 单位 ,或 者 B 是 单位 ， 这 意味 着 了 不 能 分 解 成 两 个 非 单位 的 高 斯 整数 的 乘 
积 ， 因 此 它 必 然 是 一 个 高 斯 素数 . 

注意 到 N(7) =r T. 因为 VCr) =p, ATA p= rT, ADN p 不 是 高 斯 素数 而 


”NG7) =p， 所 以 也 是 高 斯 素数 . | iis 


现在 我 们 给 出 高 斯 素数 的 一 些 例子 . 
例 14.5 我 们 可 以 用 定理 14. 5 来 证 明 2 -i 是 高 斯 素数 ， 因为 N(2 -i) =2* «1 =5， 而 
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5 是 有 理 素数 .再 由 5= (2 +i) (2 -i) 可 知 ，5 不 是 高 斯 素数 ,类似 地 ，2 +3i 是 高 斯 素数 ， 
因为 N(2+3i) 22 «3! =13， 而 13 是 有 理 素数 . 进而 13 不 是 高 斯 素数 ， 因 为 13 = (2 31) 
(2 -3i). 4 

定理 14.5 的 逆 命 题 不 成 立 ， 我 们 将 在 例 14.6 中 看 到 ， 存 在 高 斯 素数 ,: 它 的 范 数 不 是 有 理 
素数 . 

例 14.6 整数 3 是 高 斯 素数 ， 我 们 下 面 会 给 出 证 明 , 但 是 N(3) 2 N(3 +0i) 235 +0 =9 
不 是 有 理 素数 .现在 证 明 3 是 高 斯 素数 . 假设 3 = a 
位 ， 等 式 两 边 同 时 取 范 数 ， 我 们 有 

N(3) = N((a + bi) * (c + di) ). 
由 定理 14.1 的 ( 这) 可 得 
9 = N(a + ib) N(c + id). 
AX atib A ce+id gR EAM, N(a +ib) #1, N(c+id) #1, 所 以 N(aib) 2 N(c*id) «3 
也 就 是 说 N(a+ 访 ) =a «b =3， 而 这 是 不 可 能 的 ， 因为 3 不 是 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 . 从 而 
证 明了 3 是 高 斯 素数 . < 

下 面 我 们 来 看 有 理 素数 2 是 否 为 高 斯 素数 . 

例 14.7 为 判断 2 是 否 是 高 斯 素数 ， 我 们 来 看 是 否 存在 非 单位 高 斯 整数 w 和 有 使 得 2 = 
aB， 其 中 a=a+ 记 , B=c+id 若 2=aB， 取 范 数 ， 则 有 

N(2) = N(a)N(B). 
因为 N(2) 2N(240i) =2* +0 =4， 所 以 有 
N(a)N(B) = (à « )(c +Ë) = 4， 
由 a 和 pp 都 不 是 单位 可 知 N(a) 关 1，N(B) 头 1， ZRH a^ «b =e +d 22, 所 以 a, b, c, d 
只 能 取 1 或 -1. 因此, a 和 pp 只 可 能 是 1+i，-1+i, 1-i 或 -1-i 通过 验证 ,我 们 发 现 ， 
当 a=1+i, 8=1-i 时 ,有 2=ao39. 因此 我 们 断定 2 不 是 高 斯 素数 ， 因 为 有 2 = (00 €i) (1 ~-i). 

由 于 N(1+i) =N(1 -i) =2， 而 2 是 素数 ， 由 定理 14.5 即 可 得 知 1+i 和 1-i 都 是 高 斯 素 
数 . 4 

通过 例 14.5, 14.6 和 14. 7， 我们 发 现 有 些 有 理 素数 仍然 是 高 斯 素数 ， 例 如 3; 但 是 有 些 
有 理 素数 ， 例 如 2=(1-i)(1+i) 和 5 =(2+i)(2 -i) 就 不 再 是 高 斯 素数 .在 14.3 节 中 ， 我 们 
将 确定 哪些 有 理 素数 仍 是 高 斯 素数 ， 而 哪些 不 再 是 高 斯 素数 . 


高 斯 整数 的 带 余 除法 


在 本 书 的 第 一 章 ， 我 们 介绍 了 有 理 整 数 的 带 余 除 法 ， 也 就 是 用 正 整 数 5 AREK a, 可 得 
到 一 个 小 于 6 的 非 负 整数 (余数)， 而 且 我 们 所 得 到 的 商 和 余数 都 是 唯一 的 .对 于 高 斯 整数 ， 
我 们 也 希望 和 有 类似 的 结论 ， 但 是 在 高 斯 整数 中 ， 说 一 个 除 式 中 的 余数 小 于 除数 是 没有 意义 的 . 
我 们 利用 范 数 ， 可 以 让 除 式 中 余数 的 范 数 小 于 除数 的 范 数 ， 从 而 得 到 推广 的 带 余 除 法 ， 进 而 克 
服 这 个 困难 .但 是 ,不 像 有 理 整 数 的 情况 那样 ， RATER SIN EMRE EIE 的 ， 这 一 
点 我 们 将 会 通过 后 面 的 例题 来 说 明 . 
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定理 14. 6( 高 斯 整数 的 带 余 除法 ) 设 a 和 BB 是 高 斯 整数 ， 且 B0. RIZ E AE AEE y 
PpP， 使 得 | 
a = Py +p, 
MEOSN)<N(B). 这 里 的 y 被 称 为 商 ，p 被 称 为 余数 . 


证 明 假设 a/B =x +iy， 则 复数 x + i 是 高 斯 整数 当 且 仅 当 B 整除 w SE [:*2]. 
t= qn] (它们 分 别 是 距离 < 和 y 最 近 的 整数 ， 若 * 或 y 的 分 数 部 分 是 1/2， 则 合 去 分 数 部 
分 ; 见 图 14. 2 ). 


图 14.2 决定 a 被 B 除 的 商 y 


这 样 选择 和 + 上 以后， 我 们 有 
x tiàiy 2 (s tf) ti(t tg), 

其 中 /和 8& 是 实数 ,并 且 |f| <1/2，|g| «1/2. 现在 令 y=s+#,p =a-By， 由 定理 14.1 可 
Al N(p) z0. 

下 面 证 明 NIp)< N(B). 由 于 a/B=x+iy， 再 利用 定理 14.1( 芷 )， 我 们 有 

N(p) = N(a -By) = N(((a/B) -7)6) = N((x +iy) - y)B) 
= N((x +iy) - y)N(B). 
HX y=s+ti, x-s=f, y-t=g8, 我 们 发 现 
N(p) = N((x +iy) - (s +ti)) N(B) = N(f + ig) N(B). 
最 后 ， 由 于 |f| 12, lgl 大 1/2， 所 以 
N(p) = N(f + ig) N(B) < ( (1/2)? + (1/2)°) N(B) < N(B)/2 < N(B). 
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证 毕 . " 

注 记 ”在 定理 14.6 的 证 明 中 ， 用 非 零 高 斯 整数 B 去 除 高 斯 整数 a， 我 们 构造 了 一 个 余数 p 
使 得 0<N(p) <N(B)/2， 也 就 是 说 ,余数 的 范 数 不 超 过 除数 范 数 的 1/2， 这 是 一 个 很 有 用 且 需 
要 记 住 的 事实 . 

例 14. 8 说 明了 如 何 计算 定理 14. 6 的 证 明 过 程 中 的 商 和 余数 ， 这 个 例子 也 表明 了 这 些 取 值 
并 非 是 唯一 的 ， 从 而 意味 着 存在 其 他 可 能 的 值 也 满足 定理 的 结论 . 

例 14.8 令 a=13+20i, B- -3+5i 我 们 按照 定理 14.6 的 证 明 中 的 步骤 来 找 y 和 p 使 
得 a=By +p, 而且 NW(p)<N(B)， 也 就 是 13 42012 ( -3 45i) y +p HOSN(p)<N( -3+5i) = 
34. Ti45, JH B 去除 oc 可 得 

13 «20i _ 61 125. 


-345i 34 34 
然后 ， 我 们 找到 最 接近 9. 和 -全 的 整数 ， 分 别 是 2 和 - 4， 因此， 我 们 可 以 取 y =2 - 4i 
作为 商 ， 对 应 的 余数 为 p=a-By=(13+20i) -(-3+5)y=(13+20i) -(-3+5i) 
(2 -4i) = -1-2i， 通 过 计算 N( -1-2i) 25«N( -3 45i) =34 可 知 N(p)< N(B). 
除了 按照 定理 14. 6 的 证 明 构 造 出 来 的 y 和 p 以外， 还 可 以 选择 其 他 的 值 ， 同 样 也 满足 
带 余 除法 的 结论 例如， 我 们 可 以 取 y=2-3i, p=4+i 这 是 因为 13+20i=(-3+5i) 
(2-3i)+(4+i), ME N(4 +i) 2172 € N( -345i) 234. (参看 习题 19. ) 4 


14.1 节 习 题 


l. 化 简 下 列表 达 式 ， 并 将 其 表示 为 高 斯 整数 a + bi 的 形式 . 

a) (2 +i)’ (3 +i) b) (2 -3i1)? c) -i( -i 43)? 
2. 化 简 下 列表 达 式 ， 并 将 其 表示 为 高 斯 整数 e+ 六 的 形式 . 

a)(-1+i) (1+i)’ b) (3 +2i) (3 - i)? c) (2 +i)? (5 -i)° 
3. 判定 下 列 4 种 情况 中 哪些 高 斯 整数 a 能 够 整除 B. 


a)a-22-i, B z545i. b)azl-i, 8-8. 
c)a=5, B=2+3i. d)a=3 +2i, B=26. 
4. 判定 下 列 4 种 情况 中 哪些 高 斯 整数 a 能 够 整除 B. 
a)a=3, B=4+7i. b)a=2 +i, B=15. 
c)a=5 +3i, B 30 +6i. d)a=11 +4i, 8-274 


. 给 出 所 有 能 够 被 4 + 3i 整除 的 高 斯 整数 的 表达 式 ， 并 且 在 平面 中 将 这 些 高 斯 整数 标示 出 来 . 
E 给 出 所 有 能 够 被 4 -i 整 除 的 高 斯 整数 的 表达 式 ， 并 且 在 平面 中 将 这 些 高 斯 整数 标示 出 来 . 
. EH: 若 w，B，7 是 高 斯 整数 , Hall, B|y, Jay. 

. EH: #a, B, y, piv 是 高 斯 整数 , Hy |a 和 Yy |B， Ri y | (ua +18). 

. 证 明 : 若 e 是 高 斯 整数 中 的 单位 ， 则 e =e. 

10. 找 出 所 有 的 高 斯 整数 a mace bi, W a dtt a =a -bi Æ a 的 相伴 . 

11. EH: 若 w 和 有 是 高 斯 整数 ,wa |B 且 B|a，: “ 则 a 和 8p 是 相伴 的 . 

12. 证 明 : 若 w 和 有 是 高 斯 整数 ， 且 a | B， W NCa) | NCB). 
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13. 假设 N(a) | N(B), 其 中 a 和 8B 是 高 斯 整数 . 是否 一 定 有 a | 8? 车 是, 请 给 出 证 明 . 否则， 请 举 出 
反例 . . . 

14. 证 明 ; a | B, 其 中 a 和 有 是 高 斯 整数 ， Wl o n 

15. 证 明 : Zia cac bi JédESE ERE, M odo — 1 d8fE B =c+di( 包 括 o 自身 ) ， 其 中 c>0，d>0. 

16. 对 下 列 每 一 组 a 和 BB， 利用 定理 14.6 的 证 明 中 的 构造 方法 找 出 被 6 除 的 商 y 和 余数 p， 并 验证 N(p)-— 
N(B). l 
a)a=14+17i, B-2 «3i b)a 27 -19i, 8-3 -4i c)a 233, B-5 +i 

17. 对 下 列 每 一 组 < Mg, 利用 定理 14. 6 RETE MERERI a 被 6 除 的 商 7 和 余数 p， 并 验证 N(p)< 
N(B). 
a)a 224 -9i, B=3 +3i b)a 218 +15i, B -3 «4i c)a -87i, B -11 -2i 

18. 对 习题 16 中 每 一 组 a 和 B， 找 出 一 组 不 同 于 定理 14. 6 证 明 中 的 构造 方法 得 出 的 高 斯 整数 y 和 p， 使 得 w = 
By+p, H N(p)< N(B). 

19. 对 习题 17 中 每 一 组 a 和 B,: 找 出 一 组 不 同 于 定理 14.6 证 明 中 的 构造 方法 得 出 的 高 斯 整数 y 和 p， 使 得 
a=ßy+p, H. N(p)< N(B). 

20. 证 明 : 对 于 任意 一 组 高 斯 整数 a MB, es 都 至 少 存在 两 组 不 同 的 高 斯 整数 y 和 p， 使 得 a = 
By *p, HN(p)=N(B). 

21. Wt a 和 有 8 是 高 斯 整数 ， 且 .B 关 0， 求 所 有 满足 下 面条 件 的 高 斯 整数 y 和 p 的 可 能 的 数目 ， 要 求 a = By +p, 
且 N(p)<N(pB). (提示 : 用 几何 方法 来 分 析 ， 通 过 观察 o/B 在 包含 它 的 那个 方块 中 的 位 置 以 及 与 格子 的 
四 个 顶点 的 距离 . ) 

22. WEBB: 若 一 个 形 如 r+ si 的 数 是 代数 整数 ， 其 中 r，s 是 有 理 数 ， 则 "> 和 s 是 整数 . 

23. 证 明 : p 1+i 整 除 高 斯 整数 a+bi， 则 a， b 同 为 奇数 ,或 者 同 为 偶数 . 

24. 证 明 : Æ om 是 高 斯 素数 ， 则 N(r) =2 或 者 N(7) =1(mod 4). 

25. 找 出 所 有 形 如 o^ +1 的 高 斯 素数 ， 其 中 a 是 高 斯 整数 . 

26. WER: 若 a+bi 是 高 斯 素数 ， 则 5+ai 也 是 高 斯 素数 . 

27. 利用 例 14. 6 中 证 明 3 是 高 斯 素数 的 方法 来 证 明 有 理 素数 7 也 是 高 斯 素数 ， 

28. 证 明 : 任意 形 如 4k+3 的 有 理 素 数 p 都 是 高 斯 素数 . 

29. 设 a 为 非 零 高 斯 整数 ， 既 不 是 单位 也 不 是 素数 .证 明 : 存在 高 斯 整数 Bp 使 得 B|a 且 1 一 
N(B) < VN(a). 

30. 解释 如 何 利用 埃 拉 托 色 尼 斯 第 法 找 出 所 有 范 数 小 于 给 定 界 的 高 斯 素数 . 

. 找 出 范 数 小 于 100 的 所 有 高 斯 素数 . 

32. 在 平面 的 格 点 上 标示 出 所 有 范 数 小 于 200 的 高 斯 素数 . 
对 高 斯 整数 ， 我 们 也 可 以 定义 同 余 的 概念 . 假设 w，B 和 是 高 斯 整数 ， 而 且 y 关 0. 车 yi (a- B), WE 

a 模 ?7y 间 余 于 B， 记 作 a B(mod y). 

33. 假设 是非 零 高 斯 整数 ， 证 明 下 述 性 质 成 立 . 
a) 若 a 是 高 斯 整数 ， 则 a=a(mod u). 
b) 若 a=B(mod u) ， 则 B= a(mod u}. 
c) Zi a=ß8(mod u) H B=y(mod u), M} az y(mod y). 

34. 假设 a=8(mod u) H y=8(mod y), JEP œ, B, y, 56 和 是 高 斯 整数 ， 且 jz 关 0. 证 明 下 述 性 质 成 立 . 
a)a +y=B+6(mod u) b)a -y=B -ó(mod u) c) ay 7 ó( mod u) 

35. 证 明 : 计算 两 个 高 斯 整数 c = cl +ib 和 = a, +ib, 的 乘积 ， 可 以 通过 只 做 有 理 整 数 的 3 次 乘法 和 5 次 加 减 


w 
-—- 
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法 得 到 ， 而 不 是 如 课文 所 示 的 用 4 KRE. (提示 : 一 种 方法 是 利用 乘积 (ol + 也) (a, +b); 另 一 种 方法 
是 利用 乘积 bla +b). ) 

36. iba 和 5 都 是 实数 ， 令 ja+ 5 la] + (bli, 其 中 1x| 是 最 靠近 实数 x 的 整数 ， 若 分 数 部 分 为 1/2， 则 会 去 
分 数 部 分 ， 证 明 : 若 z 是 复数 ， 则 N(z- {zx} ) <12, 并 且 不 存在 比 {z| 更 靠近 z 的 高 斯 整数 .， 
设 上 是 一 个 非 负 整数 ， 高 斯 - 奖 波 那 问 数 CG 定义 为 C= 天 + 诉 ,1， 习 题 37 ~39 中 的 G4 均 为 高 斯 - 斐 波 那 

PES 

37. a) 列 出 高 斯 - 斐 波 那 契 序列 中 上 =0，1，2， 3, 4, 5 的 项 (回忆 , f, 0). 
b) 对 k=2，3，-…， 证 明 6, -6,., Gz. 

38. 对 任意 非 负 整 数 上， 证 明 N( 6,) = 万 

39. 证 明 CC -C436, =( -1)"(2+i) 对 任意 正 整数 成立 . 

. 40. 证 明 ; 任意 高 斯 整数 均 可 写成 w( -1 +i)" «a, 4(- 1i) "+…+a( 1+i) +a HER, Hp aj =o 

或 1, 这 里 j=0, 1, -,n-1, n. | 

41. 证 明 ; 若 w 形 如 r+si， 其 中 r，s* 是 有 理 数 ， 并 且 a 是 首 一 二 次 整 系数 多 项 式 的 根 ， 则 a 是 高 斯 整数 . 

42. op ye 而 且 (e+1) +bi, (a-1) +bi, a+(b+1)i, a+(b-1i) 半 中 有 一 个 也 是 高 斯 素 
数 ， 则 能 得 到 什么 结 

43. WEB]: 若 mri =a-1+bi, 3e sa EL 7,-at(b-1)i, NODE NE 而 且 [el + 
|a |>5, 则 5 #RaMb, Ea, b 均 不 为 0. 

44. 说 明 可 以 用 列 出 所 有 高 斯 整数 a+ bi 的 乘积 的 方法 来 构造 一 个 不 包含 高 斯 素数 的 高 斯 整数 块 ， Xa, b 
EEMB, 0Oxaxm, 0Ozxbzn. 

45. 找 出 所 有 的 高 斯 整数 w，B8 和 使 得 aBy =a+B+Yy=1. 

46. 证 明 ; 若是 高 其 素数， 并且 NW(z) zz2， 则 恰 有 一 个 相伴 模 4 同 余 于 1 或 3+2i. 


14. 1 节 计 算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ， 或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
. 找 出 所 有 的 高 斯 整数 对 y 和 p， 使 得 180 -181i=(12+13i)y+p 且 NIp)<NC12 +13 认 . 
. 利用 埃 拉 托 色 尼 斯 第 法 ， 找 出 所 有 范 数 小 于 1000 的 高 斯 素数 . 
. 找 出 尽 可 能 多 的 高 斯 素数 对 ， 使 之 相差 为 2. 
. 找 出 尽 可 能 多 的 高 斯 素数 三 元 组 ， 使 之 构成 公差 为 2 的 等 差 数列 . 
. 尽 可 能 多 地 找 出 形 如 o +a+ (9 +4i) 的 高 斯 素数 . 
. 通过 大 量 测试 两 个 随机 选取 的 高 斯 归 是 否 互 素来 估计 两 个 随机 选取 的 高 斯 整数 世 表 的 概 
程序 设计 
用 Maple、 Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
L 给 定 2 个 高 斯 整数 a 和 B， 找 出 所 有 的 高 斯 整数 对 y 和 p 使 得 a - yB * p- 
2. 利用 埃 拉 托 色 尼斯 第 法 ， 找 出 所 有 的 范 数 小 于 一 个 给 定 整 数 的 高 斯 素数 . 
3. 给 定 一 个 正 实数 和 一 个 正 整 数 n, pe ted HUE A es 
数 ， 使 得 由 一 个 高 斯 素数 得 到 另 一 个 高 斯 素数 的 步骤 不 超过 
Pe ett ee 
x 5. 给 定 正 实数 上， 寻找 高 斯 壕 (Gaussian moats) ， 也 就 是 复 平面 上 包围 原 点 宽度 为 且 不 包含 高 斯 整数 的 区 域 


[= 
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( 想 了 解 高 斯 壕 的 更 多 信息 可 参考 [ CeWaWi98] - ) 
14.2 最 大 公 因 子 和 唯一 因子 分 解 


在 第 3 章 ， 我 们 证 明了 任意 一 对 非 零 的 有 理 整数 都 有 最 大 公 因 子 . 利用 最 大 公 因 子 的 性 
质 ， 我 们 证 明了 若 一 个 素数 整除 两 个 整数 的 乘积 ， 则 它 必 然 整 除 其 中 一 个 整数 ， 由 此 事实 ， 我 
们 证 明了 任何 一 个 整数 都 能 够 唯一 地 表示 成 一 些 素 因 子 乘积 的 形式 (这 些 素 因 子 按 递增 顺序 排 
列 )， 本 节 中 ， 对 高 斯 整数 我 们 将 得 到 类 似 的 结论 ， 首 先 ， 我们 给 出 高 斯 整数 最 大 公 因 子 的 定 
X. 我们 将 说 明 任意 一 对 不 全 为 零 的 高 斯 整数 都 有 最 大 公 因 子 . 然后 证 明 若 一 个 高 斯 素数 整除 
两 个 高 斯 整数 的 乘积 ， 则 它 必 然 整除 其 中 一 个 . TASMSESCIOUNMMES QE 因子 
分 解 定理 . 


最 大 公 因 子 


我 们 不 能 直接 照搬 整数 最 大 公 因 子 的 原始 定义 ， 因 为 说 一 个 高 斯 整数 比 另 一 个 大 是 没有 意 
义 的 ， 但 是 ， 利 用 定理 3. 10 中 描述 的 两 个 有 理 整 数 最 大 公 因 子 的 方法 (没有 用 整数 大 小 的 序 关 
系 ) ， 我 们 可 以 定义 出 两 个 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 . 

定义 设 a 和 是 两 个 高 斯 整数 ，a 和 8B 的 最 大 公 因 子 是 满足 如 下 两 个 性 质 的 高 斯 整数 y 

(i)ylaEy|p; 

(站 ) 若 6la 且 61B, A5|y. 

若是 高 斯 整数 a 和 8B 的 最 大 公 因 子 ， 则 可 直接 证 明 y 的 所 有 相伴 也 都 是 a 和 8B 的 最 大 公 
因子 (习题 5)， 因 此 , Ziy 是 a 和 8B 的 最 大 公 因子 , 则 -y, iy 和 -iy 也 都 是 a 和 8 的 最 大 公 
因子 ， 反 之 也 成 立 ， 即 任意 两 个 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 是 相伴 的 ， 这 一 点 将 在 后 面 给 出 证 明 . 
首先 ， 我 们 证 明 任 意 两 个 高 斯 整数 都 存在 最 大 公 因 子 . 

定理 14.7 车 ww 和 有 是 不 全 为 零 的 高 斯 整数 ， 则 

( i ) 存 在 高 斯 整数 yY 是 w 和 有 的 最 大 公 因 子 ; 

(这 ) 若 y 是 w 和 司 的 最 大 公 因子 ， 则 存在 高 斯 整数 信和 zy， 使 得 y Spo +g. 

证 明 v S-ÍiN(ua*vB) | 其 中 由 ，z 为 高 斯 整数 ， 并 且 ua +o}: 因为 当 j 和 vw 是 高 
斯 整数 时 ，Ha + vB 也 是 高 斯 整数 ， 而 非 零 高 斯 整数 的 范 数 都 是 正 整数 ， 所 以 5 中 的 元 素 都 是 
正 整 数 . 显然 5 非 空 ， SORA prO BEN OA QE: a*1*8) =N(B) 不 全 为 0， 至 少 
有 一 个 在 S 中. d 

因为 s 是 一 一 个 非 空 的 正 整数 集 ， 由 良 序 性 质 ， 可 知 5 中 必 有 最 小 元 ， 因 此， 存在 非 零 高 斯 
整数 y=jwoa +voB， 其 中 jo。，vo 为 高 斯 整数 ， 使 得 对 任意 高 斯 整数 上 ，> z， 当 Ha +zo 关 0 时 ， 均 
有 N(y) &N(na +zB). 

下 面 我 们 来 证 明 y 就 是 a 和 8B 的 最 大 公 因 子 . 首先， 假设 5|“ 且 51p. 则 存在 高 斯 整数 p 

fio f$ oa-8p, B-5o. 从 而 由 
y = Hoa + vB = Hopp —S = lup t vo). 
upón à | y.- 
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ZEH yle Hyll, 我 们 只 需 证 明 y 整除 任意 形 如 ua + vB 的 高 斯 整数 .因此 我 们 假设 

7=Ja+wB， 其 中 ji 和 vw 都 是 高 斯 整数 ， 由 定理 14.6 即 高 斯 整数 的 带 余 除法 可 知 
T-yn*í£, 
Et n 和 7Z 都 是 高 斯 整数 ， 并 且 Qe Ce) 40 此 外 , 《也 是 形 如 uo + vB 的 高 斯 整数 ， 这 
可 由 下 式 看 出 | 
£77-yn = (pat viB) - (uo + voB)n = e - Lon)a + (v, 一 v,7) B. 

注意 到 yy 的 取 法 ， 取 的 是 所 有 形 如 ja + vB 的 非 零 高 斯 整数 中 范 数 最 小 的 ， 由 于 上 也 有 此 形式 ， 
HOzN(J)-N(O), WBA Nc) 20.. 由 定理 14.1， 可 知 & =0. 因此 ，r - yn. 从 而 我 们 得 
出 任意 形 如 wa +p 的 高 斯 整数 都 能 被 y 整除 . | | . 

下 面 我 们 将 证 明 两 个 高 斯 整数 的 不 同 的 最 大 公 因 子 必然 是 相伴 的 . 

定理 14.8 X y, fe y, SETS MONS fe B 的 最 大 公园 于 ， 则 y, fe y, 彼此 
相伴 . 

证 明 假设 y, My 都 是 a 和 8B 的 最 大 公 因 子 . cae 有 Yi|y:， 且 
Yı |y 从 而 存在 高 斯 整数 e 和 6， 使 得 Ya FEY, yi = 0y,. 合 两 式 ， 可 得 


yi = bey,- 
两 边 同时 除 以 y,(yi 头 0， 因为 0 不 是 两 个 不 全 为 零 的 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 )， 可 得 
ĝe = 1. 
从 而 2 和 = 都 是 单位 ， 由 于 7y, = 0y,， 所 以 y: 8 y, E. a 


定理 14. 8 的 逆 命 题 同样 也 成 立 ， 我 们 将 其 作为 习题 5 留 给 读者 来 验证 . 
定义 车 1 是 高 斯 整数 w 和 有 的 最 大 公 因 子 ， 则 称 w 和 B 互 素 . 
注意 ,1 是 a 和 8B 的 最 大 公 因子 当 且 仅 当 1 的 相伴 -1, i，-i 也 都 是 a 和 6 的 最 大 公 因 
CT. 例如 ， 若 i 是 a 和 8 的 最 大 公 因 子 ， 则 这 两 个 高 斯 整数 互 素 . 
我 们 可 以 仿照 欧 几 里 得 算法 (定理 3. 11) 来 计算 两 个 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 . 
定理 14.9( 高 斯 整数 的 欧 几 里 得 算法 ) 令 po。=a 和 p=B 为 非 零 高 斯 整数 . 若 连 续 使 用 高 
斯 整数 的 带 余 除法 ,得 到 pj PY tp AP Na) <No), j=0, 1, 2, ©, -2， 
并 且 p,,! =0.， 则 最 后 一 个 非 零 余数 p, 就 是 a 和 BB 的 最 大 公 因 子 . 
我 们 将 定理 14. 9 的 证 明 留 给 读者 ， 可 参考 定理 3. 11 的 证 明 思路 .我 们 可 以 把 高 斯 整数 的 
欧 几 里 得 算法 的 步骤 倒 推 回去 ， 从 而 把 求 出 的 最 大 公 因 子 表示 为 两 个 高 斯 整数 的 线性 组 合 的 形 
x. 下 面 用 例题 来 说 明 这 一 点 . 
例 14.9 假设 a=97+210i, B=123 +16i 利用 欧 几 里 得 算法 (基于 定理 4. 6 的 证 明 过 程 
中 给 出 的 带 余 除 法 ) 可 以 按 下 列 几 个 步骤 来 找 出 a 和 8p 的 最 大 公 因 子 . 
97 + 210i = (123 +16i) (1 +2i) + (6 - 52i) 
123 + 16i = (6 - 52i) (2i) + (19 + 4i) 
6 -52i = (19 +4i)(-3i)+(-6+5i) 
19+4i= (-6 «5i)(-2-2i) * (-3 «2i) 
-6 +5i= (-3 +2i)2 +i 
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-3+2i=i(2+3i) +0. 
我 们 得 出 i 是 97 +210i 和 123 +16i 的 最 大 公 因 子 . 因此 ， 这 两 个 高 斯 整数 的 所 有 的 最 大 
公 因 子 为 i 的 相伴 1，-1, i 和 -i， 从 而 可 知 97 +210i 和 123 «16i E X. 
因为 97 +210i 和 123 «16i 是 互 素 的 ， 所 以 我 们 可 以 把 1 表示 成 这 两 个 高 斯 整数 的 线性 组 
合 的 形式 . 对 上 述 步骤 倒 推 ， 然 后 两 边 同 时 乘 以 -i， 可 以 找到 高 斯 整数 jy 和 >， 使 得 1 =Aa + 
vB. 这 些 计 算 都 留 给 读者 来 完成 ， 最终 结果 是 
(97 + 2101) ( - 24 +21i) + (123 + 161) (57 + 17i) = 1. < 


高 斯 整数 的 唯一 因子 分 解 


算术 基本 定理 表明 任意 一 个 有 理 整 数 都 能 唯一 地 分 解 成 素数 的 乘积 .该 定理 的 证 明 依 赖 于 
这 样 一 个 性 质 : 若 一 个 有 理 素数 p 整除 两 个 有 理 整数 的 乘积 由 ,， 则 p | a 或 者 p | b.， 下 面 证 明 
高 斯 整数 的 一 个 类 似 的 性 质 ， 它 在 证 明 高 斯 整数 的 唯一 分 解 定理 中 起 着 重要 的 作用 . 

引 理 14.1 车 7 是 高 斯 素数 ，a 和 是 高 斯 整数 ， 且 7|aB， 则 7|a 或 者 7|p. 

证 明 假设 7 不 整除 a， 下 面 证 明 r 必然 整除 B， 若 za， 则 知 erla, KP e XA 
位 ， 因 为 7 的 因子 只 有 1，-1, i，-i, m, -m, mW -im, AM r omWmXAWTH 
能 是 单位 ， 也 就 是 说 1 是 7 和 a 的 最 大 公 因 子 . 由 定理 14.7 可 知 ， 存 在 高 斯 整数 人 Mv, 
使 得 

1 = AT + rya. 

等 式 两 边 同 时 乘 以 8， 有 
l B = m(uB) + v(o). 

由 定理 假设 |a8,， 知 了 |z(a8)， XB=rlup)+vlap), ATIE m |B8( 利 用 14.1 节 的 

习题 8). m 

引 理 14.1 是 证 明 高 斯 整数 具有 唯一 因子 分 解 性 的 关键 . 而 其 他 的 一 一 些 代数 整数 集 ， 例如 
Z [MV-5]( 形 如 a+5b MV -5 的 二 次 整数 全 体 ) 并 不 具有 类 似 引 理 14. 1 的 性 质 ， 从 而 也 不 具有 
唯一 因子 分 解 性 . : 

我 们 可 以 把 引 理 14. 1 推广 到 多 个 数 乘积 的 情形 . 

引 理 14.2 #r XE EXC EG, 0,,0,,cc5, o, 是 高 斯 整数 ， 且 TT| Qas…a， 则 存在 一 
个 整数 j，1 志 jm， 使 得 7 | ai 

证 明 ”可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 结论 ， 当 m=1 时 ,结论 是 显然 的 .现在 假设 对 m= 
结论 成 立 ， AIEEE 也 就 是 说 ， 如 果 假 设 

i 7 |a “OQ,, 
其 中 o, 是 高 斯 整数 ，i =1，2,…,， 则 7 | a 对 某 个 整数 TEST 现在 假设 
T | Q0 AA > 

其 中 a 是 高 斯 整数 ，i=1， ,E+1， 则 :7 |a(e…asasi1)， 由 引 理 14.1， 有 7 | a 或 者 
m |a aa Æ r | Qo BE T Ean 人 
从 而 可 知 存在 整数 j，1 <) 和 +1， 使 得 7 | a a 
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下 面 我 们 陈述 并 证 明 高 斯 整数 的 唯一 因子 分 解 定理 ， 当然， 高 斯 首先 给 出 了 此 定理 的 
证 明 . 

定理 14. 10( 高 斯 整数 的 唯一 因子 分 解 定理 ) 假设 y 是 非 零 高 斯 整数 ， 且 ? 不 是 单位 ， 则 

( i )y 能 够 表示 成 一 些 高 斯 素数 的 乘积 ; 并 且 

( 二) 该 分 解 在 某 种 意义 上 来 说 是 唯一 的 ， 也 就 是 说 ， 车 

y = MMUT, = pipz2 “pi, 
其 中 Ti，7Ta，…，T,，pi，p，…，p, 都 是 高 斯 素数 . 则 有 s=t， 并 且 对 这 些 项 重新 标号 (如 
果 必 要 的 话 ) ， 可 使 得 m Fp 是 相伴 的 ， 其 中 i=1, 2, e, s l 

证 明 我们 用 第 二 数学 归纳 法 对 y 的 范 数 N(y) 进行 归 纳 来 证 明 ( i ). 首先 yz0 而 且 y 
不 是 单位 ， 由 定理 14.3 可 知 WIy) 关 1， 从 而 Ny) z2. 

当 N(y) =2 时 ， 由 定理 14.5 可 得 y 是 高 斯 素数 . 因此 ， 在 这 种 情况 下 ，y 恰 为 一 个 高 斯 
素数 ( 它 自 身 ) 的 乘积 . 

现在 假设 NCy)T 2. 我 们 假定 任意 范 数 小 于 NO) 的 高 斯 整数 8 都 可 以 写成 高 斯 素数 的 乘 
fA; 这 是 归纳 法 的 假设 . 若 y 是 高 斯 素数 ， 则 它 显 然 可 以 表示 成 高 斯 素数 的 乘积 ， 就 是 它 自 
H. 否则 ，y =796， 其 中 7 和 9 都 是 高 斯 整数 ， 而 且 不 是 单位 ， 因 为 9 和 0 不 是 单位 ， 由 定理 
14.3 可 知 N(q)7 1, NCO) 1. 进而, h NCY) S NO NCO) RATS 2«& NC) - NCy), 2« 
N(9)<N(y). 由 归纳 假设 可 知 ，7 和 9 均 为 一 些 高 斯 素数 的 乘积 ， 即 nmm emr, 0 =pips*… 
po KP Tm, m, 0, m, 和 pi pus cos, p, 都 是 高 斯 素数 .因此 ， 

Y = ON = MT TPPP 
是 一 些 高 斯 素数 的 乘积 ， 从 而 也 就 证 明了 任意 非 零 高 斯 整数 都 可 写成 高 斯 素数 乘积 的 形式 . 

下 面 我 们 再 用 第 二 数学 归纳 法 来 证 明定 理 的 ( 这) ， 即 在 定理 描述 的 意义 下 分 解 是 唯一 的 . 
假设 y 是 非 零 高 斯 整数 ， 且 不 是 单位 ， 由 定理 14.3 可 知 N(y) 2 下面 开始 归纳 法 的 证 明 . 
首先 ， 当 N(y) =2 Wf, y 是 高 斯 素数 ， 因 此 y 表示 成 高 斯 素数 乘积 只 有 一 种 方式 ， 即 乘积 中 
只 有 一 项 y. 

现在 假定 定理 中 的 ( 站) 对 所 有 范 数 小 于 N(y) 的 高 斯 整数 6 都 成 立 ， 假设 y 能 够 以 两 种 方 
式 表 示 为 高 斯 素数 的 乘积 ， 即 

YE MT UT, = PiP Pi» 
Bh m, m, oct. m, po po cs p 都 是 高 斯 素数， 显然 *> 1; .否则 y 为 高 斯 素数 ， 此 时 
已 知 表示 法 唯一 . 

因为 m |m er, MHE TiT2…pT,=pip PpP MUA m |pipz…p,、， 由 引 理 14.2 知 ， 有 
m, | mm 对 某 个 整数 ECL e) Rr. RITAR pas pi. cs p, 重新 排序 ( 如果 必要 的 话 )， 使 
m lp. 由 于 m 是 高 斯 素数 ， 它 只 能 被 单位 和 它 的 相伴 整除 ， 因 此 r, 和 pi 必然 相伴 ， 所 以 
p.m em,, Rh e 为 单位 . 这 表明 

———— —— 
对 上 式 两 边 同 时 除 以 m, WA. 


mama T, = (6p) ps py. 
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由 于 7 是 高 斯 素数 ， 我 们 有 NOn) 22. Bit 
1 < NOTT3…T,) € N(GTGm0,;0,) = N(y). 

由 归纳 假设 以 及 mm, m, = (6p) psp, RARI DAE s -12:-1, 并 且 通 过 重新 排序 (如 果 
必要 的 话 ) ， 可 使 得 p; 是 r, 的 相伴 ， 这 里 ;=2，3，…，s。 从 而 定理 的 ( 这 ) 得 证 . " 

将 高 斯 整数 分 解 成 高 斯 素数 的 乘积 可 以 通过 计算 范 数 来 完成 ， 由 于 这 些 范 数 是 有 理 整数 ， 
从 而 可 以 分 解 成 一 些 素 数 的 乘积 ， 对 分 解 式 中 的 每 一 个 素数 ， 我 们 来 寻找 以 此 为 范 数 的 高 斯 整 
数 的 可 能 高 斯 素 因 子 ， 可 以 用 每 一 个 可 能 的 高 斯 素 因 子 做 除法 ， 由 此 来 判断 它 是 否 能 够 整除 该 
高 斯 整数 . 

例 14.10 将 20 分 解 成 高 斯 素数 的 乘积 .计算 可 得 N(20) -20^ =400， 因 此 20 的 高 斯 素 因子 的 
范 数 可 能 是 2 或 5. PAR S 可 得 商 为 -5. 而 5= (1+2i)(1-2i)， 故 有 

0=-(1+i)’ (1 +2i)(1 - 2i). 4 


14.2 152] i 


1. 利用 两 个 高 斯 整数 最 大 公 因子 的 定义 来 证 明 : 车 r, 和 7 是 高 斯 素数 ， 且 不 相伴 ， 则 1 是 它们 的 最 大 公 
因子 . 
2. 利用 两 个 高 斯 整数 最 大 公 因 子 的 定义 来 证 明 : 若 是 单位 ，a 是 高 斯 整数 ， 则 1 是 它们 的 最 大 公 因子 . 
3. 证 明 : E y 是 高 斯 整数 a 和 的 最 大 公 因子 , 则 y 是 w“ 和 有 的 最 大 公 因 子 . 
4. a) 对 两 个 高 斯 整数 的 最 大 公 因子 的 定义 进行 推广 ， 给 出 多 个 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 的 定义 . 
b) 由 所 推广 的 定义 来 证 明 三 个 高 斯 整数 a, pA y 的 最 大 公 因 子 也 是 a, B 的 最 大 公 因 子 与 y 的 最 大 公 
因子 . 
5. 证 明 ; 车 a, B 是 高 斯 整数 ，y 是 a, B 的 最 大 公 因 子 ， 则 y 的 相伴 也 是 a, B 的 最 大 公 因 子 . 
6. 证 明 ; £a, B 是 高 斯 整数 ，N(a) 和 N(B) 作 为 有 理 整数 是 互 素 的 ， 则 a 和 8 作为 高 斯 整数 也 是 互 素 的 
7. 证 明 习题 6 中 所 陈述 的 结论 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 ， 即 找 出 一 对 互 素 的 高 斯 整数 a 和 B， 但 是 它们 的 范 数 
N(a) 和 N(B) 并 不 互 素 . 
8. 证 明 ; 车 w，B 是 高 斯 整数 ，y 是 a 和 有 的 最 大 公 因 子 ， 则 NW(y) 整 除 (NCa) ，N(B) ). 
9. 证 明 : # a 和 尹 作 为 有 理 整 数 是 互 素 的 ， 则 它们 作为 高 斯 整数 也 是 互 素 的 . 
10. 证 明 : dto, B 和 是 高 斯 整数 ，n 为 正 整数 使 得 8 =y" 成立， 并 且 a 与 B 互 素 ， 则 wa =e8"， 其 中 e 为 单 
位 ，5 为 一 个 高 斯 整数 
11. a) 利 用 书 中 所 讲 的 高 斯 整数 的 欧 几 里 得 算法 来 求 出 a=44+18i 和 B=12 - 16i 的 最 大 公 因 子 ， 并 写 出 每 一 
个 步 又 . 
b) UH Ca) 中 的 步骤 求 出 高 斯 整数 信和 >， 使 得 了 (44 + 18i) +v(12 -16i) 等 于 (a) 中 所 求 出 的 最 大 公 因 子 
12. a) 利 用 书 中 所 讲 的 高 斯 整数 的 欧 几 里 得 算法 来 证 明 2 - 11i 和 7+8i 互 素 ， 并 写 出 欧 几 里 得 算法 的 每 一 
步 又 . | 
b) 利 用 (a) 中 的 步 又 求 出 高 斯 整数 凡 和 >， 使 得 K(2 - 11i) € v(7 48i) =1. 
13. 证 明 : 对 每 个 正 整数 不 ， 相 邻 的 两 个 高 斯 斐 波 那 契 数 C C,,, (定义 可 参看 14. 1 节 中 习题 37 的 前 言 ) 是 
互 素 的 . 
14. 对 于 正 整 数 上 来 说 ， 求 出 两 个 相 邻 的 高 斯 斐 波 那 契 数 C, 和 6,,, (定义 可 参看 14. 1 节 中 习题 37 的 前 言 ) 的 
最 大 公 因 子 需要 做 多 少 次 除法 ? 证 明 你 的 结论 . 


15. 


16. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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对 求 出 两 个 非 零 高 斯 整数 a 和 有 的 最 大 公 因 子 所 需要 的 运算 次 数 给 出 大 Otit, LEN) N). (GR 
示 : 利用 定理 14. 6 证 明 后 面 的 注 记 . ) 


将 下 列 每 一 个 高 斯 整数 分 解 成 高 斯 素数 和 单位 的 乘积 ， 使 得 每 一 个 高 斯 素 因 子 的 实 部 为 正 整数 ， 而 虚 部 为 
非 负 整数 . 
a)9 +i b)4 c)22 «7i d)210 + 2100i 

. 将 下 列 每 一 个 高 斯 整数 分 解 成 高 斯 素数 和 单位 的 乘积 ， 使 得 每 一 个 高 斯 素 因 子 的 实 部 为 正 整数 ， 而 虚 部 为 
非 负 整数 ， 
a)7 +6i b)3 - 13i 0)28 d)400i 


. 将 高 斯 整数 上 + (7 -Di(E=1，2，3，4，5，6，7) 分 解 成 高 斯 素数 的 乘积 ， 使 得 每 一 个 高 斯 素 因子 的 实 部 


为 正 整数 ， 而 虚 部 为 非 负 整数 . 


. 确定 下 列 高 斯 整数 的 不 同 高 斯 整数 因子 (相伴 视 作 不 同 的 因子 ) 的 个 数 . 


a)10. b)256 + 128i. c)27 000. d)5040 + 40 320i 


. 确定 下 列 高 斯 整数 的 不 同 高 斯 整数 因子 (相伴 视 作 不 同 的 因子 ) 的 个 数 . 


a)198 b)128 +256i c)169 000 d)4004 + 8008i 


. 设 a+ 认 为 高 斯 整数 ，n 为 有理 整数 . 证 明 : n5 atib ERHAN n 与 +ic EX. 
.利用 高 斯 整数 的 唯一 分 解 定理 (定理 14.10) 和 10. 1 节 的 习题 13 来 证 明 : 车 不 计 次 序 ， 则 任意 非 零 高 斯 整 


数 均 可 唯一 写成 erim? omi 的 形式 ， 其 中 oe 为 单位 ，7; =a +ib 为 彼此 本 相伴 的 高 斯 素数 ， 且 a; > 0， 
bz0,e WERS, j=1, 2, =, k. 

利用 欧 几 里 得 证 明 存在 无 穷 多 个 素数 的 方法 (定理 3. 1) 来 证 明 存在 无 穷 多 个 高 斯 素数 . 

习题 24 ~41 中 的 高 斯 整数 的 同 余 概 念 可 参看 14: 1 节 中 习题 33 前 面 导言 中 给 出 的 定义 . 

a) 设 a,，B 和 人 是 高 斯 整数 ， 给 出 at VER B EX. 

b) 若 高 斯 整数 a 和 互 索 ,证 明 存在 高 斯 整数 B， 使 得 8 是 a 模 j 的 逆 . 

求 出 1+2i 模 2+3i 的 一 个 道 . 

求 出 4 模 5+2i 的 一 个 逆 . 


说 明 为 什么 线性 同 余 方 程 wx 一 B(mod u) AR, KP a, pAn 是 高 斯 整数 ， 并 且 aL uS. 
求解 下 列 关 于 高 斯 整数 的 线性 同 余 方程 . 

a) (2 +i)x=3( mod 4 - i) b)4xz -3 +4i( mod 5 +2i) €)2x 5 ( mod 3 - 2i) 
求解 下 列 关于 高 斯 整数 的 线性 同 余 方程 . 

a)3x=2 +i( mod 13) b)5x=3 -2i( mod 4 +i) c) (3 +i)x=4( mod 2 +3i) 
求解 下 列 关 于 高 斯 整数 的 线性 同 余 方 程 . 

a)5xz2 -3i( mod 11) b)4x 27 +i( mod 3 42i) c) (2*4 5i) x &3(mod 4 - 7i) 
对 一 组 高 斯 整数 的 同 余 式 ， 叙 述 并 证 明 类 似 的 中 国 剩 余 定理 ; 


求 出 下 列 高 斯 整数 同 余 方 程 组 的 解 . 
> x = 2(mod 2 + 3i) 
X = 3(mod 1 + 4i). 
求 出 下 列 高 斯 整数 同 余 方 程 组 的 解 . 
l x = 1 +3i(mod 2 + 5i) 
x = 2 —i(mod 3 - 4i). 
求 一 个 高 斯 整数 *， 使 得 x 模 11 余 1, 模 4+3i 余 2, 模 1+7i 余 3. 
doy AR NOEL Ey 的 完全 剩余 系 是 一 个 高 斯 整数 集合 ， 使 得 任意 高 斯 整数 模 y 均 恰 与 该 集合 中 的 一 个 
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35. 求 出 下 列 高 斯 整数 的 一 个 完全 剩余 系 . 

a)l-i b)2. c)2 «3i. 
36. 求 出 下 列 高 斯 整数 的 一 个 完全 剩余 系 . 

a)1+2i b)3. c)4 - i 
37. WEB]: 对 任意 高 斯 整数 a， 其 完全 剩余 系 恰 有 N(a) 个 元 素 . 


设 y 为 高 斯 整数 ， 模 ?7 的 既 约 剩余 系 是 一 个 高 斯 整数 集合 ， 使 得 任意 与 y 互 素 的 高 斯 整数 模 7 恰 与 该 集合 


中 的 一 个 元 素 同 余 . 
38. 求 出 下 列 高 斯 整数 的 一 个 既 约 剩余 系 . 

a) -1+3i. b)2. c)5 -i 
39. 求 出 下 列 高 斯 整数 的 一 个 既 约 剩余 系 . 

a)2 +2i. b)4. c)4 *2i. 


40. 设 r 为 高 斯 素数 ， 确 定 模 o 的 既 约 剩余 系 中 元 素 的 个 数 . 


41. Wm 为 高 斯 素数 .确定 模 r 的 既 约 剩余 系 中 元 素 的 个 数 ， 其 中 e 为 正 整数 . | 

42. a) 证 明 ， 形 如 r+s VY-3 (r 和 s 为 有 理 数 ) 的 代数 整数 均 可 表 为 a+ bw WER, IP a, b 为 有 理 整数 ， 
o-2(-1*4/-3)/2. 在 19 世纪 中 期 , 交 森 斯 坦 研 究 过 具有 此 形式 的 数 ， 后 来 这 些 数 被 称 为 艾 森 斯 坦 
整数 (它们 有 时 也 被 称 为 艾 森 斯 坦 - 雅 可 比 整数 ， 因 为 雅 可 比 也 曾经 研究 过 这 些 数 . ) 艾 森 斯 坦 整 数 的 


全 体 记 作 Z [o]. 


b) 证 明 两 个 艾 森 斯 坦 整 数 的 和 、 差 和 乘积 仍然 是 艾 森 斯 坦 整 数 . 


c) t a 为 艾 森 斯 坦 整 数 ， 试 证 明 a KAHH a dde E SEN E e. 
d) 设 a 为 区 森 斯 坦 整数 ，a =a + bo, a, b 为 整数 ， 我 们 定义 a 的 范 数 为 N(a) =a -ab €". 


意 艾 森 斯 坦 整数 a， 都 有 Na) =aa. 


(3t. 首先 证 明 名 = w?. ) 
证 明 : 对 任 


e) 设 a 和 8B 为 艾 森 斯 坦 整 数 ， 称 a 整除 B 是 指 存 在 yeZ[w] 使 得 6=ay， 判断 1+2w 是 否 整 除 1 +50, 


3 +w 是 否 整除 9 + 8w. 
他 若 艾 森 斯 坦 整 数 e 整除 1， 
g) 设 resZ[oj,， 7 是 艾 森 斯 坦 素数 是 指 mH 


与 单位 的 乘积 )， 试 判断 下 列 艾 森 斯 坦 整 数 中 哪些 是 艾 森 斯 坦 素数 : 
PORCINE AIER: 且 B#0,， 证 明 : 存在 y 和 p, 使 得 a=By+p, 且 N(p)<N(p). 


斯 坦 整 数 的 带 余 除法 . 


则 称 e 为 单位 ， 找 出 艾 森 斯 坦 整数 中 所 有 的 单位 . 
能 被 单位 或 它 的 相伴 整除 (一 个 艾 森 斯 坦 整数 的 相伴 是 该 整数 


1420, 3-20, 5*4o fll -7 -2w. 
icti gk 


i) AE Ch) uEBI TE GE SRÓUL 38 60 n] RO — 3E SREUUIB SUR REL, 若 将 相伴 素数 看 成 同一 个 素数 ， 则 在 


此 意义 下 ， 此 表示 法 唯一 . 


j) 将 下 面 这 些 艾 森 斯 坦 整数 分 解 为 艾 森 斯 坦 素数 的 乘积 : 


6, 5499; 114,.37 +746. 


43. a) 证 明 : 形 如 r+s V-5(r 和 s* 为 有 理 数 ) 的 代数 整数 均 可 表 为 + /-5, 其 中 a, 5 为 有 理 整数 . (第 3 
章 我 们 对 这 些 数 做 了 简单 的 研究 ， 在 这 个 习题 中 ， 我 们 将 更 详细 地 讨论 这 类 数 . ) 
b) 证 明 : Matb VY -5(a,b 是 有 理 整 数 ) 的 两 个 数 的 和 、 差 和 乘积 仍然 具有 此 形式 . 


c) 我 们 把 形 如 a «b w -5 的 数 的 全 体 记 作 Z [ V -5]. 假设 ec, BeZ[vV-5]，, 


称 o 整除 B 是 指 存在 y s 


Z[4/-5M8f8Bz-ay. 判断 -9+11 W-5 是 否 能 够 被 2+3 V -5 整除 ,8 +13 V -5 是 否 能 够 被 +4 


w -5 整除 . 


d) 设 a=a+b VY -5， 我 们 定义 a 的 范 数 为 W (a) 2a «5b. 


证 明 : 对 任意 a, pez [ v -5], 都 有 
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N(aB) = N(a) N(B). | | | 

6e) 设 seZ[vV-5], 车 = 整除 1， 则 称 e 为 单位 ， 证 明 : Z [ V -5 中 的 单位 只 有 1 和 -1， 

f) 我 们 称 Z [ V -5] 的 元 素 a 是 素数 ， 若 它 在 Z [ 二 5] 中 的 因子 只 有 1，-1， a 和 -a 证 明 2, 3, 1+ 
V -5 和 1- MV-5 都 是 素数 ,2 不 能 整除 1+ V-5 和 1- VY-5. 从 而 6=2.3= (1+ WwW-5) (1- 
V -5) 能 够 以 两 种 方式 写成 素数 乘积 的 形式 ， 这 就 表明 在 Z [ V -5] 中 ， 素数 的 唯一 分 解 性 不 成 立 . 

g) 证 明 ; 在 Z [ 二 引 中 不 存在 y Mp, 使 得 7-2 V5=(1+ V -5)y *p, a e 
由 此 可 知 在 Z [ V -5] 中 没有 类 似 的 带 余 除 法 . 

gg 
互相 不 能 整除 . 


14. 2 节 计算 和 程序 设计 练习 


计算 和 研究 | 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
1. 将 高 斯 整数 (2007 — k) + (2008 -Di(k<8 为 正 整数 ) 唯 一 分 解 成 高 斯 素数 和 单位 的 乘积 ， 使 得 每 一 一 个 高 斯 
素 因子 的 实 部 为 正 整 数 ， 而 虚 部 为 非 负 整数 ， 
2. 对 尽量 多 的 正 整数 ”， 构 造 高 斯 整数 w， 使 得 a 为 所 有 范 数 小 于 n 的 高 斯 素数 的 乘积 再 加 1， 试 求 出 a 的 范 
数 最 小 的 素 因 子 ， 你 是 否认 为 这 样 构造 出 来 的 数 a 中 有 无 限 多 个 是 高 斯 素数 ? " 
3. 随机 选取 两 个 高 斯 整数 ， 判 断 它 们 是 否 互 素 . 重复 多 次 ， 由 此 来 估计 两 个 随机 选取 的 高 斯 整数 互 素 的 概率 . 
程序 设计 
用 Maple、Mathematica 或 选择 一 种 语 言 编程 完 成 以 下 问题 : 
1. 利用 高 斯 整数 的 欧 几 里 得 算法 来 求 两 个 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 . 
2. 将 两 个 高 斯 整数 的 最 大 公 因 子 表 成 它们 的 线性 组 合 的 形式 . 
3. 基于 高 斯 整数 的 带 余 除 法 证 明 过 程 中 求 商 和 余数 的 方法 ， 确 定 高 斯 整数 的 欧 几 里 得 算法 中 计算 步 又 的 数目 , 
4. 将 高 斯 整数 唯一 分 解 成 单位 与 高 斯 素数 乘积 的 形式 ， 并 使 得 分 解 中 的 每 一 个 高 斯 素数 都 位 于 第 一 象限 


14.3 高 斯 整数 与 平方 和 


在 13.3 节 中 ,我 们 给 出 了 哪些 正 整 数 可 以 表示 成 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 ， 本 节 中 ,我 们 
将 要 用 所 学 关于 高 斯 素数 的 知识 来 证 明 该 结论 ， 利 用 高 斯 素数 也 可 以 求 出 一 个 正 整数 表示 成 两 
个 数 的 平方 和 的 不 同方 法 数 . 

在 13.3 节 中 ， 我 们 证 明了 任意 形 如 A + 1 的 素数 都 是 两 个 有 理 整数 的 平方 和 . 下 面 用 高 
斯 素数 来 给 出 另 一 种 证 明 . 

定理 14.11 设 p 为 形 如 45+1 的 有 理 素数 ， 其 中 下 为 正 整数 ， M pDROUR ACIER 
的 平方 和 . 

证 明 ”假设 p 形 如 4k+1， 其 中 为 正 整 数 ， 为 了 证 明 p 能 写成 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 ， 
我 们 先 证 明 p 不 是 高 斯 素数 .由 定理 11. 5， 可 知 -1 为 模 二 次 剩余 ， 央 此 ， 存 在 有 理 整 数 i， 
使 得 让 = -1(mod p). 于 是 p1# +1， 由 这 一 有 理 整 数 的 整除 关系 可 得 p | (rei) (1 ~i). 如 果 
Pp 是 高 斯 素数 ， 则 由 引 理 14.1， 有 p1i+i 或 者 p11-i 但 这 两 种 情况 都 不 成 立 ， 因 为 能 够 被 p 
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整除 的 高 斯 整数 均 形 如 p(a bi) =pa pbi, HP a, 56 为 有 理 整 数 ， 而 :+i 和 4 -i 均 不 满足 此 
条 件 . 从 而 推出 p 不 是 高 斯 素数 . 
ELT. p 不 是 高 斯 素数 ， 所 以 存在 非 单位 的 高 斯 整数 a 和， 使 得 p = a8， 等 式 两 边 同 时 取 
范 数 ， 可 得 E 
N(p) = p’ = N(ag) = N(a)N(B). 
因为 a 和 8B 都 不 是 单位 ， 所 以 N(a)1, N(Og) x1. 这 表明 只 可 能 N(a) 2N(B) =p. 所 以 ， 
如 果 a=a+bi 和 B=c+di， 则 有 
p=N(a) =a +b Ap = N(B)scsd. 
从 而 可 写成 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 . a 

为 弄 清 哪些 有 理 整 数 是 两 个 数 的 平方 和 ， 我 们 需要 判定 哪些 有 理 整数 是 高 斯 素数 以 及 哪些 
能 分 解 为 高 斯 素数 .为 此 ， 我 们 需要 以 下 引 理 . i 

引 理 14.3 若是 高 斯 素数 ， 则 有 且 仅 有 一 个 有 理 素 数 p, E4 m |p. 

证 明 首先 ,我们 将 有 理 整数 N(7) 分 解 成 素数 乘积 的 形式 ， 即 N(7) =pip,…p,， 其 中 pp 
为 有 理 素 数 , j =1，2，…,， 上 + 因为 N(7) =7 示 ， 所 以 7T|1N(7), 故 有 |pip,…p,， 由 引 理 
14.2 可 知 ， 必 存在 整数 j(1<j<t) ,使 得 7 1p;， 从 而 证 明了 r 必 整 除 某 个 有 理 素数 p. 

为 完成 证 明 ， 我 们 只 需 说 明 r 不 能 同时 整除 两 个 不 同 的 有 理 素 数 . 假设 |p, Hr lp, 
JP p, I p, 为 互 异 的 有 理 素数 .因为 p, Mp, 互 素 ,， 由 推论 3. 8. 1 可 知 ， 存 在 有 理 整 数 m，n， 
使 得 mp, +np, =1. EN, H mlp, cm |p, 可 得 7|1( 利 用 14.1 节 中 习题 8 的 整除 性 质 )， 这 
表明 r 为 单位 ， 矛盾. 因此 ，z 不 可 能 同时 整除 两 个 不 同 的 有 理 素数 . s 

下 面 来 确定 哪些 有 理 素数 是 高 斯 素数 ， 并 将 那些 不 再 是 高 斯 素数 的 有 理 素数 分 解 成 高 斯 素 
数 的 乘积 . 

定理 14.12 设 p 为 有 理 素数 ， 则 pp 作为 高 斯 整数 可 按 如 下 法 则 进行 分 解 . 

(Ci)#p=2, BI p- -i(14i)! zi(1-i)', 其 中 1+i 和 1 -i 都 是 范 数 为 2 的 高 斯 素数 . 

Cii ) 35 p3(mod 4)， 则 p=7 是 高 斯 素数 且 NN(7) =p. 

( 道 ) 著 p= 二 1(mod 4)， 则 p=77 ,其 中 7 和 77' 是 不 相伴 的 高 斯 素数 ， 且 N(7) =N(7') =p. 

WEBB dCi), 注意 到 2= -i(1+i) zi(1-i)^, 其 中 因子 i 和 -i 是 单位 .进一步 有 ， 
N(1+i) =N(1 -i) =1 ”+1 2. 因为 N(1+i) =N(1 -i) 是 有 理 素 数 ， 由 定理 14.3. 可 知 1 +i 
和 1-i 为 高 斯 素数 . 

Xi), Sp 为 有 理 素数 ， 且 p=3(mod 4). RE p=aß, a-acbifllB-cedi HAWE 
数 ， 而且 a 和 8B 都 不 是 单位 ， 由 定理 14.1 Wi) TA Np) =N(aB) =N(a)N(B). 因为 
N(p) =p, N(a) =a «V, N(B) =c+d, 故 有 p=(a «)(c +d). 而 a 和 8B 都 不 是 单 
位 ， 所 以 它们 的 范 数 都 不 是 1， 从 而 必 有 NN(a) =a +b =p 和 N(B) =c +d =p. 但 这 是 不 可 
能 的 ， 因 为 当 P=3(mod 4) 时 , p 不 能 表 为 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 . 

Hdi), Sp 为 有 理 素数 ， 且 p=1(mod 4)., 由 定理 14. 11 可 知 存在 整数 a， b df p = 
a? +b. Xim,-a-bi, m, =a+bi, Mj p =N(p)=N(m,)N(m,), 从 而 有 NCmi) 2 Nn) =p. 
由 定理 14. 5 即 可 得 知 mr, lr, 均 为 高 斯 素数 . 
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下 面 我 们 将 证 明 m, 与 r, 不 相伴 : 假设 7 = er; ，e 为 单位 ， 由 于 = 是 单位 ， 所 以 e 只 可 
能 为 1，-1, i 或 -i. 

Ére-l, lla, = 7,， 这 表明 x +Yyi=x yi, IUE y -0. Apc ty zx, ics 
数 ， 这 是 不 可 能 的 ， 类似 地 , 若 s= -1, 则 7, = -7 这 表明 x+yi= -x+y， 因 此 x=0. 
从 而 关 =p， 这 也 不 可 能 . XPeczi, Wxciysi(x-iy)-y-ix, Fil x 2y. 类 似 地 ， 若 
e= -i, 则 x+iy= -i(x-iy), Aix -y 这 两 种 情况 ， 均 有 P =x +y =2x , i p 为 奇 素 
数 ， 所 以 也 不 可 能 .对 于 e 的 四 种 可 能 取 值 ， 我 们 都 说 明了 是 不 可 能 的 ， 从 而 也 就 证 明了 ov. 
与 m, 不 相伴 . " 

现在 可 以 用 高 斯 整数 的 唯一 分 解 定理 来 确定 一 个 正 整数 表示 为 两 个 有 理 整 数 平方 和 的 方法 
数 . 回忆 一 下 ,在 13.6 WHEEL SER BET EE ERK BUE PUTOS ETHER IUS 

定理 14. 13 iE n AER, RATARI 

n = 2"pi p? pigi geg, 
其 中 m 为 非 负 整数 ，pi，,， Po n, P 为 4k+1 形式 的 素数 ，g1，9，,，…，9g, 为 4k+3 形式 的 素 
数 ，el，e ，…，e, 为 非 负 整数 ， 矿 ， 户 ，…， 上 天 为 非 负 偶数 ， 则 有 
4(e, +1)(e, +1)…(e +1) 
种 方法 将 球 表 为 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 . (这 里 平方 和 中 次 序 不 同 或 者 符号 不 同 的 表示 法 都 认 
为 是 不 同 的 表示 法 . ) 

证 明 要 计算 将 表示 为 两 个 有 理 整 数 平方 和 的 方法 数 ， 即 方程 +b =n 解 的 个 数 ， 只 
需 计 算 =” 分解 成 共 拒 高 斯 整数 的 乘积 = (u + iv) (u -iy) 的 方法 数 . 

我 们 利用 元 的 分 解 来 计算 n 表 成 两 个 共 示 复 数 乘 积 n = (u tiv) (u -也 ) 的 方法 数 ,， 首先， 由 
定理 14. 11 可 知 ， 对 整除 ”的 形 如 Ak +1 的 素数 p,， 存 在 整数 a, 和 六 ,使 得 =a €. 并且 ， 
由 于 1+i=i(1 -i), RHA 2" 2(14i)"(1-i)" 2 (i(1-1))"(1 -i)" zi" (1 -i)"". 

所 以 ， 我 们 有 

n s in(1 i)'^(a, * bi)^(a, - bi)" (a, + bi)" (a, - bi)? 
(a, - bi)" (a, + bi) "qq, 9). | 
然后 ， 注 意 到 e =i 的 取 值 只 能 是 1，-1, i 或 者 -i， 所 以 它 是 单位 ， 这 表明 n 可 按 如 下 方式 
分 解 成 单位 和 高 斯 素数 的 乘积 
n= e(1 - i)"(a, « bi)" (a, - bi)" (a, + bi)?(a, - bi) 
(a, - bi)*(a, * bi)*q^q,?-- q^. 
因为 高 斯 整数 w+iv 整除 n， 所 以 它 表 示 为 单位 和 高 斯 素数 乘积 的 分 解 式 只 能 为 如 下 形式 
w+iv= e(1 - i)"(a, * bi)" (a, - bi)" (a, + bi) ^ (a, - bi)" 
ica, = bi)" la, - bi) "g "gg", 
其 中 eo ERY, w, nsns go ho s h 和 五 ，…, 为 非 负 整 数 , 且 0<w<2m, 0<g;<e， 
Osh se (Hp isl, =, s), 0<h<f( 其 中 j=1， ssi t). 
对 w+iv RRM, A 
u -iv = &(1 *i)"(a, - bi)" (a, +bi)"(a,-b ^C, : +b 和 
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(a, -= bi) (a, + bi)"g; gh. 
现在 可 将 等 式 n= (uiv) (u -ip) 写 成 如 下 形式 
n 2 

通过 与 原来 的 分 解 式 比较 ,， 可 得 w=m, g;+h=e(i=1, …, s) 和 2k Sf md, =, t). 
可 以 看 出 w 和 名 (j=1，…, ) 的 取 值 是 确定 的 ， 而 对 于 每 一 个 g,， 有 e +1 ARE, URE g, 
=0，1，2，…，e， 而 且 如 果 g 已 经 确定 了 ， 则 h, =e; -g 也 是 确定 的 ， 另外， 对 于 单位 e, 
有 4 种 取 法 .从 而 我 们 可 以 推出 ， 对 于 因子 w+iy Ale +1) (e, +1)…(e +1) 种 取 法 ， 恰 好 
也 是 把 n 表 为 两 个 数 的 平方 和 的 方法 数 . a 

例 14.11 fikn-25-5^. MEEA 14.13 可 知 有 4 . 3 = 12 种 方法 将 25 写成 两 个 有 理 整 
数 的 平方 和 | (C23)! C245, (24) (23), (£5)? «0, 0 +( 5)? 对 于 平方 和 中 
项 的 顺序 不 同 的 表示 ， 我 们 都 看 作 是 不 同 的 表示 法 来 计数 的 . ) 

假设 n=90 =2 .5 .3?， 则 由 定理 14. 13 可 知 有 4 .2 = -8 种 方法 将 90 写成 两 个 有 理 整 数 的 
平方 和 . (( +3)?+(+ 上 9)2，(+ 上 9)2+(+ 上 3)?， 对 于 平方 和 中 项 的 顺序 不 同 的 表示 ， 我 们 都 看 
作 是 不 同 的 表示 法 来 计数 的 . ) 

4 n2z16200-2! -5?.3'. ， 则 由 定理 14. 13 可 知 有 4 . 3 = 12 种 方法 将 16 200 写成 两 个 有 
理 整 数 的 平方 和 ， 读 者 可 自行 找 出 这 些 表示 方法 . 4 


小 结 


本 节 中 ， 我 们 利用 高 斯 整数 来 研究 丢 番 图 方程 +y =n 的 解 的 情况 ， 其 中 ”为 正 整数 ， 
高 斯 整数 在 研究 其 他 类 型 的 丢 番 图 方程 时 也 是 非常 有 用 的 . 例如， 我们 可 以 用 高 斯 整数 来 找 出 
毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 (习题 7) ， 也 可 以 用 高 斯 整数 来 求 出 丢 铸 图 方程 只 + 和 刀 -z 的 有 理 整数 解 
(习题 8). 


14. 3 节 习题 


， 确 定 下 列 有 理 整 数 写 成 两 个 有 理 整 数 平方 和 的 方法 数 . 
a)5 b)20 c)120 d) 1000 
. 确定 下 列 有 理 整 数 写成 两 个 有 理 整 数 平方 和 的 方法 数 . 
a)16 b)99 c)650 d)1001 000 
. 说 明 如 何在 高 斯 整数 范围 内 求解 形 如 ax + By - y 的 线性 丢 番 图 方程 ， 其 中 w，B，y7 为 高 斯 整数 . 
. 求 出 下 列 线性 丢 番 图 方程 的 所 有 高 斯 整数 解 . 


m 


N 


A v 


a) (3 +2i)x +5y=7i, b)5x +(2-i)y=3 
5. 求 出 下 列 线性 丢 番 图 方程 的 所 有 高 斯 整数 解 . 
a) (3 «4i)x + (3 - i) y z 7i b)(7 +i)x+(7-i)y=1 


e 


. 在 此 题 中 ， 我 们 将 用 高 斯 整数 来 求 出 丢 番 图 方程 党 +1 y^ 的 有 理 整数 解 . 

a) 证 明 : 若 * 和 Y 为 满足 方程 x +1=y 的 整数 ， 则 “+i 与 *-i 互 素 . 
人 OUR UD ORE 
”存在 单位 e 和 高 斯 整数 5， 使 得 *+i= (28). ) 

c) 通 过 分 析 (b) 中 关于 +r，s 的 方程 ， KRE +r =y 的 所 有 整数 解 . 
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* B. 
* 9. 


10. 


11. 


. 利用 高 斯 整数 来 证 13. 1 节 的 定理 13. 1， 该 定理 给 出 了 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 也 就 是 方程 +y =z 的 整 


数 解 ， 且 *，y，z 两 两 互 素 . (IR. 首先 分 解 因 式 只 + 大 =(x+iy)(x =- 入)， 然 后 证 明 高 斯 整数 x+ 六 与 
xiy 互 素 ， 再 利用 14. 1 节 的 习题 10. ) 
利用 高 斯 整数 来 求 出 丢 番 图 方程 +y =z 的 所 有 有 理 整数 解 . 
证 明 高 斯 整数 的 费 马 小 定理 : 车 高 斯 整数 a 与 7 互 素 , WaT =1(mod 7). (提示 : 假设 p 是 唯一 的 有 
理 素数 使 得 7 |p， 分 别 考 虑 p=1(mod 4) , pe2(mod 4), p=3(mod 4) 三 种 情形 . ) 
设 为 高 斯 整数 ， 我 们 定义 WE y 的 既 约 剩余 系 中 元 素 的 个 数 ， 证 明 高 斯 整数 的 欧 拉 定理 : 若 y 为 
高 斯 整数 ，a 为 与 y 互 素 的 高 斯 整数 ， 则 

at = 1(mod y). 
证 明 高 斯 整数 的 威尔逊 定理 ， 该 定理 是 说 : 车 是 高 斯 素数 ，{ we ，a e, a) 为 模 '7 的 一 个 既 约 剩余 
系 ， 则 


ajaa, =- l(mod r). 


. 证 明 : 对 艾 森 斯 坦 整 数 (参看 14. 2 节 习 题 42 中 的 定义 ) 来 说 有 


a) 有 理 素数 2 是 艾 森 斯 坦 素 数 . 
b) 形 如 3k+2(& 为 正 整 数 ) 的 有 理 素数 是 艾 森 斯 坦 素数 . 
c)JÉ Wl 3k - 1 Ck 28 1E CIBO) 的 有 理 素 数 可 以 分 解 成 两 个 彼此 不 相伴 的 艾 森 斯 坦 素数 的 乘积 . 


14. 3 节 计 算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 


k 


用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
在 13 章 中 我 们 提 到 卡 塔 兰 猜想 已 被 解决 ， 即 2 和 3? 是 唯一 相差 1 的 有 理 整 数 寡 ， 关 于 高 斯 整数 的 一 个 公 
开 问题 是 找 出 所 有 相差 为 一 个 单位 的 高 斯 整数 震 . 证 明 (11 + 11i) 8G, (O71) 和 (1+2i)2， 以 及 
(78 +78i)? 和 (23i)’ 都 满足 此 条 件 ， 能 否 找到 其 他 的 满足 条 件 的 数 对 ? | 


2. 证 明 : (34181)? + (7 4i)? 2 (3 410)? + (14101), (643i)! & (246i)! 2 (4 2i)* + (2 i)*, (243i)? + 
(2 -3i)! 23! «1, (1461)! + (3-2i)! (6i) +( -22«3i) , (946i)? « (3-101)? (6i)? + (6-5i)* 和 
(15 +14i) + (5 -18i)5 = (18 - 7i)? + (2+3i);， 你 能 否 找 到 方程 x** «y =w" +z" 的 其 他 解 ， 其 中 x，y，z 和 
w 是 高 斯 整数 且 为 正 整 数 . 

3. 比尔 猜想 是 说 : 车 a，b5,，c 均 为 不 小 于 3 的 有 理 整 数 ， 则 丢 番 图 方程 +y =z 没有 非 平凡 的 有 理 整 数 解 .证 
Bj: Ma, y, z 可 以 取 两 两 互 素 的 高 斯 整数 时 ， 这 个 猜想 不 再 成 立 ， 例 如 ( -2+i)?+(-2- 刘 ?= (1 了 i4， 
你 能 否 找到 其 他 的 反例 ? 

程序 设计 

用 Maple 、Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 

1. 找 出 把 一 个 正 整 数 n 写成 两 个 有 理 整 数 平方 和 的 方法 数 . 

2. 写 出 正 整数 nn 表 为 两 个 有 理 整 数 平方 和 的 所 有 表示 法 . 
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在 本 附录 中 ， 我 们 给 出 整数 集 Z =|, -1, 0，1，2，…} 的 一 系列 重要 性 质 ， 在 这 里 
我 们 作为 公理 来 看 待 ， 这 些 公理 在 证 明 数 论 结果 时 是 很 重要 的 .我 们 先 从 整数 集 上 的 加 法 和 乘 
法 开始 研究 ， 与 通常 一 样 ，a 与 5 的 和 我 们 用 a+b RR, RRM a:b 表示 ， 为 方便 起 见 ， 用 
ab 代替 a. b. 

e m4: da, beZ, Wa-beZ,abeZ. 

e 交换 律 : 对 任意 a, beZ, a+b=b+a, ab = ba. 

e 结合 律 : 对 任意 a, b, ceZ , (a+b)+c=a+(b+c), (ab)cza(bc). 

e 分 配 律 : 对 任意 a, b, ceZ , (a+b)c=ac+bce. | 

e 单位 元 : 对 任意 aeZ ,a+0=a, a:1=a. 

e 加 法 逆 元 ;: Vae 7 ,方程 a+x=0 有 整数 解 ， 我们 称 x 为 a WME, 记 作 -a， 另 
外 ,我 们 用 5b -a 表示 b+( -a). 

e 消去 律 : S a,b,ceZ, ÑE ac=be H c#0, Jj a—b. 

我 们 可 以 利用 以 上 这 些 公理 和 等 式 的 基本 性 质 来 推导 整数 集 的 其 他 性 质 ， 下 面 的 例子 就 说 
明了 这 个 问题 ， 我 们 将 那些 可 以 由 这 些 公理 简单 推导 出 结论 的 证 明 过 程 省 略 . 

例 A.1 我 们 说 明 如 何 证 明 0 .a =0. 由 于 0 是 加 法 单位 元 ， 所 以 0 +0 =0， 两 边 同 时 乘 
以 a, 可 得 (0 +0) . a =0 .a, 根据 分 配 律 ， 左 边 等 于 0 .a+0.a， 因此 0.a+0' ao=0.a， 
两 边 同 时 减 去 0. a( 同 时 加 上 0. a 的 加 法 逆 元 ) ， 可 得 0 a =0. . < 

利用 加 法 结合 伴 和 0 是 加 法 单位 元 ， 左 边 变 为 0O0.a+(0.a-0. a)=0.a+0=0.a. f 
边 变 为 0. a-0.a=0. | | 

根据 正 整数 集 {1，2,，3，…} ， 我 们 可 以 定义 整数 的 次 序 . 

定义 设 a,beZ ， 若 -aa 是 正 整 数 ， 则 称 e<8，a<8 有 时 候 也 记 作 忆 >a. 

注意 到 a 是 正 整 数 当 且 仅 当 e > 0. 

下 面 是 整数 次 序 的 基本 性 质 . 

e 正 整数 的 封闭 性 : 只 要 a 和 5 是正 数 ， 则 a+b 和 a 5 一定 也 是 正 的 . 

e 三 分 律 : 对 任意 整数 a, a0, ac=0 和 ae<0 中 有 且 仅 有 一 条 成 立 . 

由 于 整数 集 具 有 在 加 法 和 乘法 运算 下 封闭 的 正 整数 子 集 ， 且 三 分 律 成 立 ， 因 此 我 们 称 整数 
集 为 有 序 集 . 

根据 上 面 的 公理 ， 我 们 可 以 证 明 整 数 次 序 的 基本 性 质 ， 本 节 中 ， 一 些 简单 的 性 质 我 们 均 直 
接 利 用 而 未 加 证 明 ， 请 看 下 面 的 例子 

例 A.2 Bia, b, ceZ, a<b, c>0, WARNI LAWEI ac — be. 首先 根据 定义 ， 由 
a<b UR b -ae>0， 根 据 正 整数 在 乘法 运算 下 的 封闭 性 可 知 ，(! -ea)jc>0， 从 而 可 得 ae< pc < 

。 良 序 性 : 正 整 数 集 的 任意 非 空子 集中 均 含 有 最 小 元 素 . 
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我 们 说 ， 正 整数 集 是 良 序 的 ,但 另 一 方面 ， 整 数 集 并 不 具有 良 序 性 ， 读 者 可 以 自行 验证 ， 
整数 集 的 子 集 并 不 一 定 都 具有 最 小 元 素 : 注意 到 1. 3 节 的 数学 归纳 法 原理 就 是 基于 本 附录 的 公 
理 . 有 时 候 ， 人 们 用 数学 归纳 法 代替 良 序 公 理 ， 此 时 ， 良 序 就 成 了 数学 归纳 法 的 推论 了 . 


习题 

l. 根据 整数 集 的 公理 ， 对 任意 整数 c，2 和 ,证 明 以 下 命题 : 
a)ja* (b+c)=a.:bta:e b) (a+b)? 2a? +2ab +b 
c)a+(b+c)=(c+a)+b d)(b-a) *(c-b) * (a-c) 20 

2. 根据 整数 集 的 公理 ， 对 任意 整数 c 和 45， 证 明 以 下 命题 : 
a)(-1)a= -a b)-(a-*b)2a-(-b) 
c)(-a) -(-b) =ab |. 4)-(a«b)z(-a)*(-b) 

3. -0 的 值 是 多 少 ? 给 出 理由 . 

4. 根据 整数 集 的 公理 证 明 ， 如 果 o =0, 则 a=0 或 b=0. 

5. 证 明 整 数 a 是 正 整数 当 且 仅 当 > 0. 

6. 已 知 a, b, ceZ ,a<b, c<0, 根据 整数 次 序 的 定义 和 正 整 数 的 性 质 ， 证 明 以 下 命题 : 


a)atc<b+te b)a’>0 c)ac>be d)c <0 
7. 证 明 : 如 果 a, b, ceZ Hab, bc, Wa>c. | 
* 8. 证 明 没 有 比 1 小 的 正 整 数 . 


附录 B “二 项 式 系数 


两 个 单项 式 的 和 叫做 二 项 式 . 二 项 式 的 寡 次 在 数论 乃至 整个 数学 中 都 有 比较 重要 的 应 用 ， 在 
本 附录 中 ， 我 们 将 定义 二 项 式 系数 ,证 明 二 项 式 系 数 也 就 是 二 项 式 的 稼 次 展开 中 相应 项 的 系数 . 


定义 PRERE kde mh km, 则 二 项 式 系数 |] | 定义 如 下 : 
m = m! 
的 El(m -Ek)! 
3H kdemJRGEAGE E bm, za (T) =0. 
计算 (7) 时 ， 我 们 可 以 发 现 定义 式 中 是 可 以 约 分 的 ， 因 为 : 


1:2:3--(m-k)(m-k*1)::(m-1)m 


my — m! »" 
Glen ame k1*1*2-3-- (m - k) 


| (qmn-k-t1):--(m-1)m 
P k! 


Bi B.1 计算 (2); 


7 ! Vs 
(a 78144 1.-2.-3:1:-2.-3-4 1:2-3 


3 
下 面 我 们 证 明 有 关 二 项 式 系数 的 儿 个 简单 性 质 : 
EBI Skon RA ksn 的 非 负 整数 ， 则 : 


e) « (2) ei a 


ab (1) -(,^,). 
证 明 为 证 (i) 是 正确 的 ， 注 意 到 


0 
且 
加 "wc! 
对 (有 
P 二 a Cae o = I): 


二 项 式 系 数 的 一 个 重要 的 性 质 是 下 面 的 等 式 . 
定理 B.2 (帕斯卡 (pascal) 等 式 ) — 4- kde n EE ken HFAA, A 
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证 明 我 们 直接 计算 和 式 : 


n A n 2 n! n! i 
(1) [人 
上 式 用 公分 母 k1(n -大 +1)1! 通 分 后 ,得 : 


(«G^ = ar, nk 


En kr)! kin-ksi)! 

n!((n-k+1) +k) 
kl(n-k+1)! 

_ nY(n * 1) 

T kin -k 1)! 


(n * 1)! 
7 kY(n - k 1)! 


n+l 
= ( k Ji [] 
根据 定理 B.2， 我 们 可 以 画 出 帕斯卡 三 角形 ， 这 个 三 角形 在 法 国 数学 家 帕斯卡 (Blaise Pascal) 
研究 博弈 的 时 候 曾经 用 过 ， 在 帕斯卡 三 角形 中 ,第 (n+1) 行 的 第 (h+1) 个 元 素 就 是 二 项 式 系数 
A 图 B. 1 画 出 了 帕斯卡 三 角形 的 前 9 行 所 有 元 素 ， 其 实 帕斯卡 三 角形 在 帕斯卡 研究 之 前 就 早 
已 经 被 印度 和 一 些 伊斯兰 国家 的 数学 家 研究 过 . 


1 
121 
1331 
14641 
15 10 10 5 ! 
161520 15 61 
17213535 217 1 
18 28 56 70 56 28 8 1 


图 B.1 帕斯卡 三 角形 


可 以 发 现在 帕斯卡 三 角形 中 ， 两 边 的 元 素 均 是 1， 为 计算 中 间 的 元 素 ， 我 们 只 需 将 它 上 面 对 
应 位 置 的 两 侧 元 素 求 和 即 可 ， 根 据 定理 B. 2 可 知 该 做 法 的 合理 性 . 

二 项 式 系数 出 现在 和 式 方 宪 的 展开 中 ， 具 体 情况 参看 下 面 二 项 式 定理 . 

定理 B.3( 二 项 式 定理 ) Arty ARË, n 为 正 整数 ， 则 


2.2 


(x*y)'z (0)* 十 sys 5s» 十 … 十 [so px 


TARCAN 
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布 药 兹 。 帕斯卡 (Blaise Pascal，1623 一 1662 ) 很 小 就 显示 出 他 的 数学 天 分 ， 他 的 父亲 
曾 在 分 析 几 何 上 有 很 多 发 现 ， 为 了 鼓励 他 有 其 他 爱好 ， 他 的 父亲 不 让 他 接触 数学 方面 
的 书 ，16 岁 的 时 候 ， 他 就 得 出 了 关于 圆锥 曲线 的 重要 结论 .18 岁 的 时 候 ， 他 设计 制 
造 了 一 个 计算 器 ， 并 且 把 它 成 功 地 销售 出 去 ， 不久， 帕斯卡 在 流体 静 力 学 方面 做 出 了 
重要 的 贡献 帕斯卡 和 费 马 一 起 奠定 了 现代 概率 学 理论 的 基础 ， 就 是 在 他 的 概率 学 的 
著作 中 ， 帕 斯 卡 有 了 新 的 发 现 ， 我 们 今天 称 之 为 帕斯卡 三 角形 ， 同 时 还 第 一 次 清晰 地 
阐述 了 数学 归纳 法 原理 ，1654 年 ， 由 于 强烈 的 宗教 体验 的 推动 ， 帕 斯 卡 放弃 了 对 数学 和 科学 的 追求 而 投 
身 于 神学 ， 他 再 次 重新 开始 数学 研究 是 因为 有 天 晚上 上， 他 牙 疼 失眠 ， 为 了 转移 注意 力 ， 他 研究 了 一 下 关 
于 旋 轮 线 的 数学 性 质 ， 他 的 牙 疼 竟然 奇迹 般 地 好 了 ， 于 是 他 认为 这 是 神 费 成 他 进行 数学 研究 的 信号 


利用 求 和 符号 ， 可 以 写作 : 
(x+7)"= 》， ML 


j=0 `J 


证 明 ”我们 利用 数学 归纳 法 来 证 明 该 命题 的 正确 性 ， 当 n=1 时 候 ， 由 二 项 式 定理 ， 公 式 变 为 


(x+y) = (o)? 十 (i)er. 


但 由 于 { ) = (1) =1， 这 表明 Gent ener, BARY 
MEUN FERK n MARE, B: 
(x+y)"= Y [5t 


j=0 ‘J 


我 们 证 明 对 于 正 整 数 n +1， 命题 也 成 立 ， 根 据 归纳 假设 ， 有 : 


(x € y)" = (x +y)"(x+y) 
| à pe» (x +y) 
m 2 的 aa。 A X yesynt 


n 
j=0 `J 


mM: 


(je gt z Y 人 n Je y! ig 
J ry 


因此 ， 


根据 帕斯卡 等 式 ， 


从 而 


| 
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cip ner us (^) Iyi + ym 
j=} J 
nil NS zm , 
= A )* y 
了 =0 J 5 i 
命题 得 证 . a 


二 项 式 定理 说 明 ，(* +y)" 展开 式 系 数 恰 好 就 是 帕斯卡 三 角形 的 第 n+1 行 中 的 数 ，. 
下 面 给 出 二 项 式 定理 的 一 个 应 用 . 
推论 B.1 An AEA, M: 
2 = (1+1) = Su pt Š £5) 
证 明 令 x=1，y=1， 代 人 二 项 式 定 理 即 可 . a 
推论 B.1 说明， 如果 我 们 对 帕斯卡 三 角形 的 第 n+1 行 元 素 求 和 ， 其 值 为 2"， 例 如 ， 对 于 
第 5 行 ， 我 们 有 : | 
| (4) + (4) + ($) + ($) + (4) =1+4+6+4+1=16=2. 
3H | | 
1. 计算 下 列 二 项 式 系数 的 值 . l 
o(9) (P) oF) »() »() P(o) 


. 计算 二 项 式 系数 (3) ，(5) 和 (加) ,并 双 证 (3) + (4) = (4): 


t3 


4 4 4 
3. 利用 二 项 式 定理 写 出 下 列表 达 式 展开 的 所 有 项 . 
a) (a € b)? b)(x+y)” c) (um - n)? d) (2a «35)* e) (3x - 4y)? f) (5x «7)* 
4. dE (2x +3y)”™ 的 展开 式 中 ，x”y" 的 系数 是 多 少 ? 


a 


设 是 非 负 整数 ， 利 用 二 项 式 定理 将 (1+(-1)) "展开 ， 并 以 此 证 明 : 
5 M =0. 


CN 


. 根据 推论 B. 1 和 习题 5 计算: 


N 


G 


8. Fm 为 正 整 数 ，n 为 整数 满足 0<n<m, 求  ”) 的 最 大 值 并 证 明之 


9. 整数 r+，n 满足 1<r<n, 证 明 : 
EE el siad 


证 明 .: 若 整 数 n, r 和 上 满足 0<k<r 


从 
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HEKK, RERAN, -ARRE (7) uuaa (7) = *， 由 下 式 递归 定义 : 


En Un) 


x 


M LUE PE = Fer: ,其 中 整数 满足 1 <k<x. 
!L 根据 好 归 定 义 证 明 ， 当 «和 是 正 整 数 时 ，(“) + { 7.) = (711). 


12. 二 项 式 系数 ( ，7n 和 上 为 整数 且 0<k<n， 恰 好 就 是 从 n 个 元 素 的 集合 中 选 出 有 个 元 素 子 集合 的 个 数 . 


13. 根据 习题 12， 给 出 二 项 式 定理 的 另 一 个 证 明 . 

14. S 5 为 一 个 n 元 集合 ，P, 和 P, 是 $ 中 元 素 可 能 具有 的 性 质 ，n(P, ) n(P,), n(P,, P,) 4: BIER RAS TE 
EP, P, 和 同时 具 P. P, 的 元 素 的 个 数 ， 试 证 明 $ 中 既 不 具有 性 质 P ， 也 不 具有 性 质 P, 的 元 素 共 有 
n- [n(P,) *n(P,) -n(P,, P,)] 个 

15. S 5 为 一 个 n 元 集合 ，P,，P, RP, 是 $ 中 元 素 可 能 具有 的 性 质 ， 试 证 明 S 中 不 具有 性 质 P, HE P, M 
性 质 P, 的 元 素 个 数 为 : 

n~ [n(P,) +n(P,) *n(P,)] -n(P,, P) -n(P,, P,) - n(P,, P.) CPU P,,P,)]; 
其 中 n(P; e, P ) 表 示 同 时 具备 性 质 P; ，…，P; 的 元 素 的 个 数 . 

*16. 这 后 令 3 为 一 个 TRE, P, Pp, ，…， P, ES 中 元 素 可 能 具有 的 七 个 不 同 
EE, 证明 $ 中 不 具备 上 面 i 个 性 质 的 元 素 个 数 为 : 
n -[n(P,) +n(P,) +… +n(P,)] + [n(P,,P,) +n(P,,P}) ++ * n(P, ,,P,)] 

7 [&( 5, P, P,) e n(P,,P,,P,) * n(P, ,,P P)] te  (-1)'n(P,,P,, P.) 
其 中 m(P ，…，P; ) 表 示 同 时 具备 性 质 P, ，…，P;, 的 元 素 的 个 数 . 第 一 个 方 括号 里 表示 所 有 具有 一 种 
性 质 的 元 素 的 个 数 ， 第 二 个 方 括号 中 表示 所 有 同时 具备 两 种 性 质 的 元 素 的 个 数 ， 第 三 三 个 方 括号 中 表示 同 
时 具有 三 种 性 质 的 元 素 的 和 ， 依 此 类 推 . (提示: 对 于 $ 中 的 每 个 元 素 ， 确定 它 在 上 面 这 个 等 式 中 出 现 的 


次 数 ， 如 果 一 个 元 素 具有 上 个 性 质 ， 证 明 它 出 现 的 次 数 为 1 (1) + (3) - … + ( - (T). oim 
习题 5， 当 上 之 0 时， 此 值 为 0. ) 
* 17. (5, x n tan)" 展开 的 各 项 系数 是 多 少 ? 这 些 系数 我 们 称 之 为 多 项 式 系数 


18. 将 (x +y+z) 的 各 项 系数 写 出 来 . 
19. 在 (2x -37 +52) ”的 展开 式 中 xxz 的 系数 是 多 少 ? 


计算 和 程序 设计 练习 
计算 和 研究 
用 Maple 或 Mathematica 之 类 的 计算 程序 ,或 你 所 编写 的 程序 来 进行 下 面 的 计算 和 研究 . 
L 设 志 为 正 整数 ， 若 二 项 式 系数 (7) 不 超过 1 000 000， 则 整数 最 小 取 和 多少 ? 
程序 设计 | 
用 Maple, Mathematica 或 选择 一 种 语言 编程 完成 以 下 问题 : 
L 计算 二 项 式 系数 . 


2. 任 给 一 个 正 整 数 n， 输 出 帕斯卡 三 角形 的 前 ni. 
3. 任 给 一 个 正 整数 n， 根 据 二 项 式 定理 ， 将 (x+y)" 展开 : 


附录 C Maple 和 Mathematica 在 数论 中 的 应 用 


在 数论 中 研究 问题 时 ， 常 常 涉及 大 整数 的 计算 ， 幸 运 的 是 ， 现 在 已 经 有 许多 有 效 的 工具 可 以 
用 于 这 类 计算 .本 附录 描述 了 两 种 当今 最 流行 的 工具 Maple 和 Mathematica 如 何 用 于 执行 数论 中 
的 这 类 计算 .我 们 将 主要 描述 这 两 种 系统 中 已 经 存在 的 命令 ， 这 些 命令 都 支持 广泛 的 编程 环境 ， 
在 研究 数论 时 这 些 环境 可 以 用 于 创建 一 些 有 用 的 程序 、 但 此 处 我 们 不 讨论 这 些 编程 环境 . 


C. 1 Maple 在 数论 中 的 应 用 


Maple 系统 被 广泛 应 用 于 数值 和 符号 计算 . 它 也 可 以 被 用 于 开发 男 外 的 功能 .我们 将 简单 的 
描述 一 些 Maple 已 有 的 对 于 数论 的 支持 ， 关 于 Maple 的 更 多 信息 ， 可 以 参考 Maple 的 官方 网 站 : 
http ;/ www. maple soft. com. 

在 Maple 中 ， 用 于 数论 计算 的 命令 可 以 在 包 numtheory 中 找到 . Maple 命令 的 标准 集合 中 
也 存在 一 些 对 于 数论 的 计算 有 用 的 命令 ， 当 然 也 有 一 些 命令 可 以 在 其 他 的 包 里 找到 ， 比 如 : 在 包 
combinat 里 可 以 找到 关于 组 合计 算 的 命令 ， 使 用 Maple 时 ， 当 调用 某 个 包 的 命令 时 ， 你 必须 让 
程序 知道 该 命令 来 自 于 哪个 包 ， 有 两 种 方式 可 以 做 到 这 一 点 : 你 可 以 先 加 载 具 体 的 包 ， 然 后 调用 
里 面 的 命令 ; 或 者 预先 就 将 包 名 放 在 你 需要 使 用 的 命令 之 前 ， 比 如， 在 运行 命令 with(numthe- 
ory) 之 后 ， 你 可 以 像 使 用 标准 命令 一 样 使 用 任何 一 个 numtheory 包 的 命令 ; 当然 ， 当 需要 调用 
某 个 包 里 的 命令 时 ， 你 也 可 以 直接 将 包 名 放 在 命令 的 前 面 而 不 选择 执行 with( ) 命 令 ， 只 是 ， 如 ， 
果 不 执行 with( ) 命 令 ， 你 必须 每 次 都 要 这 样 做 . 

另外 ， 我 们 也 可 以 在 Maple 的 共享 库 里 找到 关于 数论 的 命令 ， 而 共享 库 可 以 通过 访问 http:V 
www. cybermath. com/ share_home. html 得 到 . 

有 一 本 很 有 用 的 参考 书 讲述 如 何 使 用 Maple 研究 数论 (和 离散 数学 中 的 其 他 专题 ) ， 书 名 是 
《Exploring Discrete Mathematics with Maple) [Ro97]. 这 本 书 的 内 容 包 括 : 使 用 Maple 求 最 大 公 因 
子 和 最 小 公 倍 数 、 应 用 中 国 剩余 定理 、 因 子 分 解 、 素 性 检验 、 求 上 进 制 展开 式 、 使 用 经 典 的 加 密 
解密 算法 包括 RSA 密码 系统 等 以 及 其 他 的 数论 理论 的 计算 ， 另 外 ，Maple 关于 数论 和 密码 学 方面 
的 相关 知识 ， 可 参考 爱尔兰 都 柏林 St Patrick 大 学 的 John Cosgrave 为 一 门 课程 所 撰写 的 课程 表 ， 
详情 可 以 参阅 网 址 : http:Zwww. spd. dcu. ie/johnbcos/ Maple_3rd_year. htm. 


Maple 中 的 数论 命令 


下 面 ， 我 们 将 与 本 书 相关 的 Maple 命令 按 章节 加 以 简介 . 这 些 命令 对 于 检验 本 书 中 的 计算 结 
果 、 计 算 或 者 检验 一 些 习 题 以 及 对 于 每 节 后 面 的 计算 和 研究 都 有 用 . 此外， 对 于 许多 列 在 每 节 后 
面 的 研究 和 程序 设计 可 以 用 Maple 来 实现 ， 至 于 如 何 编写 Maple 程序 ， 有 许多 关于 Maple 的 书籍 
可 供 参 考 ， 例 如 《Maple V programming Guide) [M096]. 
第 1 章 . : 
combinat[ fibonacci] (m HAE n ÆR SUC. : 
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iquo(int,, int,) 计算 用 int, 去 除 int, 时 的 商 . 
irem(int,, int,)T 3$ Hl int, 去 除 int, 时 的 余数 . 
l floor(expr) 计 算 比 实 表 达 式 expr 小 或 相等 的 最 大 正 整数 . 
numtheory[divisors](n)i fb Ee n BU IEBI T. 

Maple 中 研究 Collatz (3x +1) 问题 的 代码 已 由 Gaston Gonnet 写 出 ， 可 在 .Maple V Release 5 
. Share Library 中 找到 . 
第 2 章 
convert(int, base, posint) 将 int 处 位 置 的 十 进 制 整数 转 为 基 为 posint 的 整数 . 
convert(int，binary ) 将 整数 十 进 制 整 数 inc 转换 二 进 制 表示 . 
convert (int，hex) 将 整数 十 进 制 整数 inc 转换 十 六 进 制 进 制 表示 . 
convert(bin，decimal，binary) 将 二 进 制 数 bin 转换 为 十 进 制 . 
convert(oct，decimal，,，octal) 将 八进制 数 oct 转换 为 十 进 制 . 
` convert(hex, decimal, octal) KHA HAZ hex 转换 为 十 进 制 . 
第 3 章 
isprime(n) 测 试 n 是 否 为 素数 . 
ithprime(z) 计 算 第 ”个 素数 . 
prevprime(n) 计 算 比 n 小 的 最 大 的 素数 . 
numbertheory [fermat ](n) 计 算 第 nn 个 费 马 数 . 
ifactor(n) 求 整数 nn 的 素 短 分 解 . 
ifactors(n) 求 整数 nn BD EIN T. . 
igcd(int,, int,, =, int, ) 计 算 整 数 int, , int, =, int, 的 最 大 公 因 子 . 
igcdex(int, ，int, ) 用 推广 欧 几 里 得 算法 计算 整数 in, inn, 的 最 大 公 因 子 ， 同时 将 其 用 int, ， 

int, 的 线性 组 合 表 示 . 

ilcm(int,, int, =+, int,) b RREZ int, ，int, ，…，int, 的 最 小 公 倍数 ， 
第 4 章 

Maple 可 以 进行 求 模 运算 .比如 直接 输入 17mod 4 就 可 以 计算 17 模 4 的 最 小 剩余 了 . 
msolve(egn，m) 找 出 表达 式 eqn 模 m 的 解 . 
chrem([m, m, *, n,], [m,,m,,-,m,]) ,计算 同 余 方 程 组 int mod m =n, 的 唯一 正 整 数 

f int, FE i=l, e,r. 


第 6 章 
numtheory[ phi](n) 计 算 欧 拉 函数 在 nn 处 的 值 . 
第 7 章 


numtheory[ invphi ](n) 计 算 使 得 $(m) =n 的 正 整 数 m. 
numtheory [sigma](n) 计 算 n 的 所 有 正 因子 的 和 . 
numtheory[tau](n)iF$E n 所 有 正 因 子 的 个 数 . 
numbertheory[bigomega](n) 计 算 n WATARA (n) 的 值 . 
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numtheory [mersenne](n) 判 断 第 nn 个 梅森 数 M, =2 -1 是 否 为 素数 . 

numtheory[mobius](n) 计 算 在 nn 处 的 莫 比 乌 斯 函数 的 值 . 

第 9 章 

numtheory[order](n,, n) H n Bi n, 的 次 数 . 

numtheory[primroot](n) 计 算 模 nn 的 最 小 原 根 . 

numtheory[mlog](n，m，m ) 计 算 n, 关于 底 为 n, 模 n, 的 下 标 或 离散 对 数 (函数 numthe- 
ory [index] 等 同 于 此 函数 . ) 

numtheory[ lambda] (n) HARA n 的 最 小 通用 次 数 . 

第 11 章 

numtheory [quadres ] (int, , ‘int, ) 判断 int, 是 否 是 int, 的 二 次 剩余 . 


numtheory|ilegendre](n,, n,) 计 算 勒 让 德 符号 (一 JL 


numtheory[ jacobi](m, ，m) 计 算 雅 可 比 符号 (7) at. 


numtheory[msart](n,, nm) 计算 nn Bi n, 的 平方 根 . 

第 12 章 

niumtheotry[pdexpand](ra) 将 有 理 数 rat 展开 成 循环 小 数 . 
numtheory[ cfrac](rat) 将 有 理 数 rat 展开 成 连 分 数 . | 
numtheory[invcfrac](cf) NUMERI 


第 13 XE 

numtheory[sum2sqr] (计算 所 有 平方 和 等 于 n 的 整数 对 . 

第 14 章 
Maple 有 支持 高 斯 整数 运算 的 特殊 的 包 ， 在 运行 之 前 ， 首 先 执行 下 面 的 命令 : 
with(GaussInt); 


执行 这 个 命令 之 后 ， 就 可 以 像 平 常 一 样 ， 求 加 减 乘除 乘 方 等 等 ， 注 意 ， vida s 斯 整 

数 + 和 天 为 a+b*xI( 也 就 是 说 ， 用 工 代替 虚数 ji， 用 b 和 工 之 间 必 须 加 “ 

© GaussInt[Ginearest](c) XE ETE S ğe c VE BS SCIT B5 eo Ure C, L DENA 
整数 时 ， 给 出 范 数 最 小 的 一 个 . 

Gaussint[GIquo](m, n)3K n K m 的 高 斯 整数 商 . 

GaussInt[GIrem](m, n) 求 n 除 m 的 高 斯 整数 余数 . 

GaussInt[GInorm](m) 求 复数 m 的 范 数 . 

GaussInt[GIprime](m) 判 断 高 斯 整数 m 是 否 为 高 斯 素数 . 

GaussInt[GIfattor](m) 将 m 分解 为 高 斯 素数 和 单位 的 乘积 . 

GaussInt[GIfactors](m) 寻 找 高 斯 整数 双 的 所 有 因子 . 

GaussInt[GIsieve](m) 找 出 所 有 范 数 不 超 过 m^ 的 高 斯 整数 aceti, 其 中 m EEK, 0s 
a x b. 


GaussInt[GIdivisor](m) 找 出 高 斯 整数 i 因子 . 
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GaussInt[GInodiv](m)iFÉE m 的 所 有 互 不 相伴 的 因子 数 . 

GaussInt[GIgcd](m,, m,, *…, m,) 求 高 斯 整数 m, m, ss, m, 的 在 第 一 象限 的 最 大 公 
因子 . 

GaussInt[GIgcdex](a, b,'s','i') 求 高 斯 整数 a 和 在 第 一 象限 的 最 大 公 因 子 ， 同 时 寻求 
整数 * 和 +， 使 得 as + bt 等 于 该 公 因 子 . 


GaussInt[GIchem]([a,, a, :, Qa,]，[w。，w,…，w,]) 求 解 同 余 方 程 组 x = a; ( mod 
u;) ， 对 所 有 的 1=1，2，…，r 

GaussInt[GIlcm](a,，…， a,) 计 算 高 斯 整数 a;，…，a, 在 第 一 象限 内 的 最 小 公 倍 数 ， 并 以 
a, 0, a, 的 范 数 表达 . 


GaussInt[ GTphi](n) 计 算 高 斯 整数 ”的 简化 剩余 系 中 高 斯 整数 的 个 数 . 
GaussInt[GIquadres](a, 5b) 如果 a 是 5 的 二 次 剩余 ， 则 返回 1， 否 则 给 出 - 1. 
附录 

binomial(n, 7) 计 算 二 项 式 系数 ， 即 从 n 个 物体 中 选择 7 个 的 物体 的 不 同 选择 数 . 


C.2 Mathematica 在 数论 中 的 应 用 


Mathematica 系统 同样 有 一 个 可 以 广泛 用 于 数值 和 符号 计算 的 环境 ， 它 也 可 以 被 用 于 开发 
男 外 的 功能 .我 们 将 简单 的 描述 一 些 在 Mathematica 已 有 的 对 于 数论 的 支持 ， 关 于 Mathematica 
的 另外 的 信息 ， 可 以 参考 Mathematica 的 官方 网 站 : http; //www. mathematica. com. 

Mathematica 把 它 所 支持 的 数论 命令 作为 它 的 基础 系统 的 一 部 分 ， 另 外 的 一 些 数论 方面 的 
命令 可 以 在 Mathematica 的 一 些 包 中 找到 ， 这 个 包 里 集成 了 许多 程序 用 以 实现 一 些 特别 领域 所 
需 的 函数 功能 ，Mathematica 捆绑 了 一 些 附加 的 包 ， 与 它 的 基本 产品 一 起 叫做 标准 包 ， 这 些 标 
准 包 提 供 了 一 组 用 于 支持 数论 计算 的 命令 ， 包 括 ContinuedFractions, FactorInte- 
gerECM, NumberTheoryFunctions 以 及 primeQ. 实际 上 还 有 其 他 的 Mathematica 包 可 以 
通过 互联 网 获得 ， 具 体 网 址 是 : http://www. mathsource. com. 可 以 通过 参考 书 (Mathematica 
Book》[ Wo03] 学 习 如 何 加 载 和 使 用 它们 : 

当 第 一 次 调用 某 个 命令 时 ,如 果 你 不 告诉 Mathematica 它 来 自 于 哪个 包 ， 你 将 不 能 使 用 这 
个 命令 ; 但 是 如 果 你 加 载 了 这 个 包 ， 你 就 能 够 顺利 使 用 它 里 面 的 命令 ， 比 如 ， 加 载 包 “Num- 
berTheoryFunctions”, 你 可 以 使 用 命令 : In[1]: = NumberTheory' NumberTheory- 
Functions. 

另 一 本 由 Stan Wagon $5 H ( Mathematica in Action) [ Wa99 ] 也 讲述 了 如 何 将 Mathematica 
用 于 数论 计算 . 这 本 书 作 了 一 些 有 用 的 讨论 ， 包 括 : 将 Mathematica 用 于 研究 大 素数 、 执 行 扩 
展 的 欧 几 里 得 算法 、 求 解 线性 丢 番 图 方程 组 、 使 用 中 国 剩余 定理 、 使 用 连 分 数 、 以 及 生成 素数 
证 书 等 . 

Mathematica 中 的 数论 命令 
下 面 我 们 将 与 本 书 相关 的 Mathematica 命令 按 章节 次 序 加 以 简介 . (这 些 函 数 如 果 包 含 子 附 
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加 包 则 其 加 载 命令 也 将 介绍 )， 这 些 命令 对 于 检验 本 书 中 的 计算 结果 、 计 算 或 者 检验 一 些 习 题 

以 及 对 于 每 节 后 面 的 计算 和 研究 都 有 用 ， 此外， 对 于 列 在 每 节 后 面 的 许多 研究 和 程序 设计 用 

Mathematica 来 实现 都 是 可 行 的 .至 于 如 何 编写 Mathematica 程序 ， 可 以 参考 许多 Mathematica 方 

面 的 书籍 ， 比 如 : (Mathematica Book) [Wo03 ]. 

第 1 章 

Fibonacci[n] 求 第 nn 个 斐 波 那 契 数 人. 

Quotient[m, n] 求 n 除 m 的 整数 商 . 

Mod [m,n] 求 n 除 m 的 余数 . , 
关于 Collatz(3x +1) 问题 的 Mathematica 包 已 经 由 Ilan. Vardi 完成 . -下载 地 址 是 http: // 

www. mathsouree. com/ Content/ Applications/Mathematics/0200-305.. - 


第 2 章 

IntegerDigits[n, 5] 将 nn 转 化 为 以 5b 为 基 的 表示 . 
第 3 章 
PrimeQ[n]?M n 是 素数 时 ， 输 出 True, TWH False. 
Prime[z] 求 第 ”个 素数 . 
PrimePi[x] 给 出 所 有 不 超过 x 的 素数 . 
In[1]: =Number Theory'NumberTheoryFunctions' 


NextPrime[n] 求 比 n 大 的 最 小 素数 . 

GCD[n,, m, :*, n E n, m, cc, n, 的 最 大 公 因 子 . 
ExtendedGCD[n, m]oK n f m 的 最 大 公 因 子 . 
LCM[m ，m，…，mi] 求 四，mm ，…，ma 的 最 小 公 倍 数 . 
FactorInteger[n] 给 出 nn 的 素数 因子 和 对 应 的 次 数 . 
Divisors[n] 给 出 所 有 的 因子 . 
IntegerExponent[n, b]£51H b SESEER n 的 最 大 次 数 . 


In[1]: sNumberTheory' NumberTheoryFunctions' 
SquareFreeQ[n] 如 果 n 包含 一 个 平方 因子 ,返回 True, FURE False. 
In[1]: =NumberTheory' NumberTheoryFactorIntegerECM 


FactorIntegerECM[n]PH Lenstra 椭圆 曲线 法 ， REGA n 的 一 个 因子 . 

第 4 章 

Mod [k; n R k E n 的 最 小 非 负 剩余 . 

Mod [k, n, 了 1] 求 模 nn 的 最 小 正 剩余 . 

Mod [k, n, Ad kn 的 绝对 什 最 小 的 剩余 ; 
PowerMod [a, b, n] 求 a $ n WE, WR b= -1, WRK a RTA n hx (REFERI). 
In[1]: =NumberTheory' NumberTheoryFunctions' 

ChineseRemainder[|lst, ，list, ] 求 满足 Mod [r, listy ] 为 list, 的 最 小 非 "PT r. (fium, 
ChineseRemainder[ir, n}, {m my 二] 给 出 了 同时 满足 同 余 方程 m r mod m, Hxz 
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r,mod m, 的 解 . ) 

86m 

EulerPhilnj] 给 出 欧 拉 函数 在 nn 处 的 函数 值 . 

第 7 章 

DivisorSigma[k, n]X n MVP BI-F- RU E KERA, 24 k OS 308p, WR n 的 所 有 因子 的 和 ， 
当天 为 0 时 ， 即 为 求 ” 的 因子 数目 . 

MoebiusMu[n]oR u(n) If fü. 

第 8 章 

Stephan Kaufmann 用 Mathematica 实现 了 RSA 公 钥 密码 系统 ， 可 以 在 http: //www. math- 

source. com/ Content/ Applications/ ComputerScience/0204-130 上 下 载 相 应 的 Mathematica 包 ， 使 用 

指南 以 及 一 本 Mathematica 笔记 . 

第 9 章 

MultiplicativeOrder[k, n]oK k Bi n 的 次 数 . 

PrimitiveRoot[zj 判 断 ” 是 否 存在 原 根 ， 当 存在 时 ， 给 出 ”的 一 个 原 根 . 

In[1]: =NumberTheory' NumberTheoryPrimeQ' 

PrimeQCertificate[n]J[Wi n 是 素数 还 是 合 数 . 

CarmichaelLambda[n] 给 出 最 小 通用 次 数 A(n). 

第 11 章 | 


JacobiSymbol[n,，m] 求 雅 可 比 符号 (=) 的 值 . 


SqrtMod [d, n]?4 n 是 奇数 时 ,给 出 d BE n 的 平方 根 . 

第 12 章 

RealDigits[x] 给 出 x 的 十 进 制 展开 各 个 位 上 的 数 . 

RealDigits[x, bj] 给 出 x 的 5b 进 制 展开 各 位 上 的 数 . 

以 下 处 理 十 进 制 的 函数 是 'ContinuedFractions' 包 的 一 部 分 ， 在 调用 它们 之 前 ,首先 


运行 : 

In[1]: =NumberTheory' Continued Fractions' 

periodicForm|ia,, =, la,, -] |}，exp] 求 相应 的 十 进 制 由 循环 小 数 表 达 的 有 理 数 . 
periodicForm[ {和 ao,，…，{a。，…|}}，exp,， 8] 给 出 连 分数 相 应 5 进 制 展 开 . 


Normal[ periodicForm[ args]] 给 出 十 进 制 展开 所 对 应 的 有 理 数 . 
以 下 处 理 连 分 数 的 函数 是 "Cont inuedFractions' 的 一 部 分 ,在 调用 函数 之 前 , :首先 

运行 : | 

In[1]: sNumberTheory 'Continued Fractions' 

ContinuedFraction[x, nj] 给 出 x 的 连 分 数 展开 的 前 n 项 . 

ContinuedFraction[x] 给 出 二 次 元 理 数 的 连 分 数 展开 . 

FromContinued Fraction[1list] 从 连 分 数 展开 中 找 某 数 . 
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ContinuedFractionForm[ {ao。，a1，…| ] 用 部 分 商 ao; a1, … 表 示 连 分 数 . 

ContinuedFractionForml:{a,, a, 20 dpo Po cc) 上] 用 部 分 商 a。，a,，… 和 附加 商 Po, 
Po CORRENTA 

Normal[ ContinuedFractionForm[ quotients] ] 根 据 给 出 的 连 分 数 ， 求 其 对 应 应 的 有 理 数 或 者 
是 二 次 无 理 数 . 

Convergents[rat] 给 出 一 个 有 理 数 或 者 二 次 无 理 数 连 分 数 展开 所 有 项 的 收敛 子 . 

Convergents[num，terms] 给 出 num 连 分 数 展开 中 指定 数目 项 的 收敛 子 . 

Convergents[cf] 产 生 由 ContinuedFractionForm Ek ContinuedFraction 生成 的 特殊 
连 分 数 的 收敛 子 . 

QuadraticIrrationalQ[expr] 判 汤 epr 是 否 是 一 个 二 次 无 理 数 . 

第 14 章 | 

Divisors[n, GaussianIntegers -> True] 列 出 高 斯 整数 nn 的 所 有 高 斯 整数 因子 . . 

DivisorSigma[k, n, GaussianIntegers -> True JK Hi E X n 的 所 有 高 斯 整数 因子 
的 天 次 寡 的 和 . | 

FactorInteger[n, GaussianIntegers -> True] 给 出 高 斯 整数 在 第 一 象限 内 的 因子 ， 
_ 相应 因子 的 次 数 以 及 一 个 单位 . l 

primeQ[n, GaussianIntegers -> True] 如 果 n 是 高 斯 素数 ， 显示 True, 否则 显示 
False. 


附录 
Binomial[n, m] 求 二 项 式 系数 ( 7). 


附录 D ”有 关 数 论 的 网 站 


这 里 我 们 给 出 一 些 主要 数论 网 址 并 加 以 简介 . .这些 网 址 作为 搜寻 网 上 数论 知识 的 起 点 是 很 
好 的 . 在 本 书 出 版 的 时 候 ， 这 些 网 址 可 以 按照 给 出 的 链接 登录 . 但 由 于 网 络 有 瞬间 万 变 ， 这 些 网 
址 可 能 会 有 变动 ， 或 者 被 关 掉 ， 或 者 内 容 有 改变 ， 著 者 和 出 版 商都 不 能 保证 这 些 网 站 上 的 内 
容 ， 如 果 你 无 法 登录 这 些 网 站 ,可 以 尝试 搜索 他 们 是 否 有 新 的 链接 你 可 以 在 http:// 
www. awlonline. com/rosen 上 找到 关于 本 书 网 上 参考 资源 的 一 个 比较 全 面 的 向 导 . 该 向 导 也 可 以 
帮 你 找到 一 些 有 关 数 论 和 密码 学 的 不 易 搜 得 的 网 站 . 

斐 波 那 契 数 和 黄金 分 割 (http ://www. mcs. surrey. ac. uk/Personal/R. Knott/Fibonacci/fib. html) 

该 网 站 搜集 了 大 量 的 有 关 斐 波 那 契 数 的 内 容 ， 包 括 它 的 历史 、 在 自然 界 中 的 背景 、 和 斐 波 
那 契 数 相关 的 恋 题 以 及 它 的 数学 性 质 ， 其 余 的 内 容 主要 和 黄金 分 割 有 关 ， 该 网 站 提供 了 许多 到 
其 他 网 址 的 链接 ， 是 一 个 你 开始 研究 斐 波 那 契 数 的 好 处 所 . 

FK (http://www. utm. edu/research/primes/ ) 

这 是 一 个 关于 素数 的 最 好 网 站 . 从 中 你 可 以 找到 名 词 表 、 信 门 读物 、 研 究 文献 、 关 于 素数 
的 常见 问题 、 最 新 的 纪录 、 猜 想 、 大 量 的 素数 及 其 分 解 式 以 及 很 多 到 其 他 网 站 的 链接 ， 其 中 有 
些 链接 地 址 提供 了 很 有 用 的 软件 ， 这 是 一 个 研究 素数 的 好 去 处 . 

网 上 素数 大 搜索 (http ://www. mersenne. org) 

从 这 个 网 站 你 可 以 找到 关于 梅森 素数 的 最 新 发 现 ， 也 可 以 从 该 站 点 下 载 软 件 来 搜寻 梅森 素 
数 以 及 其 他 具有 特殊 形式 的 素数 ， 该 网 站 上 也 有 关于 找 素 数 和 素数 分 解 的 其 他 网 址 的 链接 ， 要 
想 参与 共同 搜寻 创 纪录 的 新 素数 不 要 错过 . 

MacTutor 数学 历史 档案 馆 (http://www- groups. dcs. st-and. ac. uk/history/index. html) 

这 是 一 个 关于 数学 家 传记 的 主要 网 站 ， 训 括 了 从 古 至 今 的 数 百 位 数学 家 的 传记 ， 你 也 能 从 
中 找到 一 些 有 关 重 要 数学 题材 历史 的 文章 ， 包 括 素数 、 费 马 大 定理 等 . 

数学 中 的 常见 问题 (http://db. uwaterloo. ca/alopez-o/math- faq. html) 

这 是 一 个 来 自 USENET sci. math 新 闻 组 的 常见 数学 问题 汇编 .其 中 有 几 个 和 数论 问题 相关 
的 部 分 ， 包括 素数 、 费 马 大 定理 以 及 一 些 数学 历史 和 琐事 的 大 杂烩 . 

数论 网 (http ://www. numbertheory. org/ ntw/ web. html) 

该 网 站 提供 了 大 量 的 与 数论 内 容 相关 的 链接 ， 你 可 以 在 这 些 链接 网 址 上 找到 诸如 数论 计算 
的 软件 、 课 程 笔 记 、 文 章 、 在 线 论文 、 历 史 传 记 、 会 议 信息 、 招 聘 等 一 切 网 上 和 数论 相关 的 其 
他 事物 . 

RSA 实验 室 一 一 密码 学 常见 问题 (http://www. rsasecurity. com/rsalabs/faq/ ) 

该 网 站 给 出 了 一 个 很 好 的 现代 密码 学 的 概要 .你 能 在 上 面 找到 密码 应 用 的 描述 、 密 码 协 
议 、 公 私密 钥 密码 系统 以 及 相关 的 数学 背景 知识 . 
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38 Hj X SE TR (http://www. best. com/Cgd/home/flt/flt01. htm) 

是 一 个 介绍 费 马 大 定理 的 很 好 的 网 站 ， 并 讨论 了 费 马 大 定理 证 明 中 的 每 个 重要 环节 . 

NOVA 在 线 一 一 证 明 (http://www. pbs. org/wgbh/nova/proof) 

该 网 址 提供 了 关于 费 马 大 定理 证 明 这 个 电视 节目 的 一 些 材料 ， 包 括 节 和 s 
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附录 E R 格 


表 E.1 给 出 了 小 于 10 000 且 不 为 5 整除 的 奇数 的 最 小 素 因子 ， 最 左边 给 出 了 这 个 数 的 前 几 
位 ， 每 列 的 最 上 面 数字 给 出 的 是 这 个 数 的 末 位 ， 如 果 这 个 数 是 素数 ， 则 用 小 横 线 表示 .该 表格 
的 采用 得 到 了 U. Dudley, Elementary Number Theory, Second Edition, Copyright (C) 1969 and 1978 
by W. H. Freeman and Company 的 许可 ， 保 留 所 有 权利 . 

表 E.3 给 出 了 模 小 于 1000 的 素数 的 最 小 原 根 . 

R E. 4 的 采用 得 到 了 J. V. Uspensky and M. A: Heaslet, Elementary Number Theory, McGraw- 
Hill Book Company 1939 的 版 权 许 可 . 


表 E.1 最 小 素 因 子 表 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6. 
7 
8 
9 
40 es 91 — 11 7 一 
IE 3 5 3 7 92 3 13 3 一 
12 11 3 — 3 93: 7 3: — 3 
13 — 7 ~= — 94 — 23 — 13 
14 3 11 3 一 95 3 8 3 7 
15 — 3 — 3 96 3 3 — 3 
16 7 — — 13 97 — 7 — 1l 
17 3 — 3 一 98 3 — 3 23 
18 — 3 11 3 9 — 3 — 3 
19: «— -—— e——— 100 7 17 19 — 
20 3 7 3 1 10 3 — 3 一 
21 — 3 7 3 102- — 3 13 3 
22 13 一 一 一 103 一 — 17 一 
23 3 一 3 一 100 3 7 3 一 
24 — 3 138 3 105 — 3 7 3 
25 — d — 7 100 一 一 11 一 
26 3 — 3 一 107 3 29 3 13 
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一 些 算术 函数 的 值 


表 E.2 


M RE 


454 


AEG 素数 的 最 小 原 根 
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表 EE4 指数 
EE 
数字 
P A 
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1i 12 13 14 15 16 
3 2 1 
5 4 1 3 2 指数 
7. 6 2 1 4 5 3 
11 10 1 8 2 4 9 7 3 6 5 
13 12 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6 
17 16 14 1 12 5 15 11 10 2 3 7 13 4 9 6 8 
19 18 l- 13 2 16 14 6 3 8 17 12 15 5 7 11 4 
23 22 2 16 4 1 18 19 6 10 3 9 20 14 21 17 8 
29 28 1 5 2 22 6 12 3 10 23 25 7 18 13 21 4 
31 30 24 1 18 20 25 28 12 2 14 23 19 11 22 21 l 0 
37 36 1 26 2 23. 27 32 3 16 24 30 28 11 33 13 4 
41 40 26 15 12 22 1 39 38 30 8 3 27 3l 25 37 24 
43 42 27 1 12 25 28 35 39 2 10 30 13 32 20 26 24 
47 46 18 20 36 1 38 32 8. 40 19 7 10 11 4 21 26 
53 52 1 17 2 47 18 14 3 34 48 6 19 24 15 12 4 
59 58 1 50 2 6 51 18 3 42 7 25 52 45 19 56 4 
61 60 1 6 2 22 7 49 3 12 23 15 8 40 50 28 4 
67 66 1 39 2 15 40 23 3 12 16 59 41 19 24 54 4 
71 70 6 26 12 28 32 1 18 52 34 31 38 39 7 54 24 
73 72 8 6 16 1 14 33 24 12 9 55 22 59 41 7 32 
79 78 4 1 8 62 5 53 12 2 66 68 9 34 57 63 16 
83 82 1 72 2 27 73 8 3 62 28 24 74 77 9 17 4 
89 88 16 1 32 70 17 81 48 2 86 84 33 23 9 71 64 
97 96 34 70 68 1 8 31 6 44 35 86 42 25 65 71 40 
数字 
P 
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 21 28 29 30 31 32 33 
19 10 9 
23 7 12 15 5 13 11 指数 
29 21 1t 9 24 17 26 20 8 16 19 15 14 
31 7 .26 4 8 29 17 27 13 10 5 3 16 9 15 
37 7 17 35 25 22 31 15 29 10 12 6 34 21 14 9 5 20 
41 33 16 9 34 14 -29 36 13 4 17 5 11 7 23 28 10 18 
43 38 29 19 37 36 15 16 40 8 17 3 5 41 11 34 9 31 
47 16 12 45 37 6 25 5 28 2 29 14 22 35 39 3 44 27 
53 10 35 37 49 31 pi 39 20 42 25 5l 16 46 13 33 5 23 
59 40 43 38 8 10 26 15 53 12 46 34 20 28 57 49 5 17 
61 47 13 26 24 55 16 57 9 44 41 18 51 35 29 59 5 21 
67 64 13 10 17 62 60 28 42 30 20 51 25 44 55 47 5 32 
7A 49 58 16 40 27 37 15 44 56 45 8 13 68 60 11 30 57 
73 21 20 62 17 39 63 46 30 2 67 18 49 35 15 11 40 61 
79 21 6 32 70 54 72 26 13 46 38 3 61 11 67 56 20 69 
83 56 63 47 29 80 25 60 75 56 78 52 10 12 18 38 5 14 
89 6 18. 35 14 82 12 57 49 52. 39 3 25 59 87 31 80 85 
97 89 78 81 69 5 24 TI 76 2 59 18 13 9 46 74 60 


456 


数字 
p 
| 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 
67 33 
71 63 47 61 4i 35 指数 


83 41 
89 37 61 26 76 45 60 44 下 标 


表 HA 457 
(B) 
指数 
P 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
3 2 1 
5 2 4 3 1 
7 3 2 6 4 5 1 数字 
Ir 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1 
13 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1 
17 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 T 6 1 
19. 2 4 8 16 13 7 14 9 18 17 15 11 3 6 12 5 
23 5 2 10 4 20 8 17 16 11 9 22 18 21 13 19 3 
29 2 4 8 16 3 12 24 19 9 18 7 14 28 27 25 
31 3 9 27 19 26 16 17 20 29 25 13 24 10 30 28 
37 2 4 8 16 32 27 17 34 31 25 13 26 15 30 23 9 
41 6 36 11 25 27 39 29 10 19 32 28 4 24 21 3 18 
43 3 9 27 38 28 41 37 25 32 10 30 4 12 36 22 23 
47 5 25 31 14 23 21 11 8 40 12 13 18 43 27 41 17 
53 2 4 8 16 32 11 22 44 35 17 34 15 30 7 14 28 
59 2 4 16 32 5 10 20 40 21 42 25 50 41 23 46 
61 2 4 8 16 32 3 6 12 24 48 35 9 18 36- 11 22 
67 2 4 8 16 32 64 61 55 43 19 38 9 18 36 5 10. 
71 7 49 59 58 51 2 14 21 47 45 31 4 28 54 23 19 
73 5 25 52 41 59 3 15 2 10 50 31 9 45 6 30 4 . 
79 3 9 27 2 6 18 54 4 12 36 29 8 24 72 58 16 
83 2 4 8 16 32 64 45 7 14 28 56 29 58 33 66 49 
89 3 9 27 81 65 17 51 64 14 42 37 22 66 20 60 2 
97 2 25 28 43 21 8 40 6 30 53 71 64 29 48 46 36 
指数 
P 
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 
19 10 1 ^ 
23 15 6 7 i2 14 数字 
29 21 13 26 23 17 5 -10 20 11 22 15 
31 22 4 12 5 15 14 11^, 2 6 18 23 7 21 1 
37 18 36 35 33 29 21 a 5 10 20 3 6 12 24 11 22 7 14 
41 26 33 34 40 35 5 ^30 16 14 2 12 31 22 9 13 37 17 
43 26 35 19 14 42 40 34 16 5 15 2 6 18 11. 33 13 39 
47 38 2 10 3 15 28 46 42 22 16 33 24 26 36 39 7 35 
53 3 6 12 24 48 43 33 13 26 52 51 49 45 37 21 42 31 
59 33 7 14 28 56 53 47 35 11 22 44 29 58 57 55 51 43 
61 44 27 54 47 33 5 10 20 40 19 38 15 30 60 59 57 53 
67 20 40 13 26 52 37 7 14 28 56 45 23 46 25 50 33 66 
71 62 8 56 37 46 38 53 16 41 3 21 5 35 32 11 6 42 
73 20 27 62 18 17 12 60 8 40 54 51 36 34 24 47 16 7 
79 48 65 37 32 17 RE 74 64 34 23 69 49 68 46 59 19 57 
83 15 30 60 37 74 65 47 11 22 44 5 10 20 40 80 77 71 
89 6 18 54 73 41 34 13 39 28 84 74 44 43 40 31 4 12 
97 83 27 38 93 71 94 82 22 13 65 34 73 74 79 了 35 78 
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97 
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表 E.5 正 整 数 平方 根 的 简单 连 分 数 


Va 
1; 2] 
1; 1, 2] 
2; 4] 
2; 2, 4] 
2; 1, 1, 1, 4] 14] 
2; 1, 4] 1, 14] 
3; 6] 14] 
| [35 3, 6] 
[3; 2, 6] 2, 1, 3, 4. 1, 14] 
[3; 1, 1, 1, 1, 6] 
[3; 1, 2, 1, 6] 
[3; 1, 6] 
[4; 8] 
18 | [4; 4, 8] 5, 2, 1, 1, 7, 1, 1, 2, 5, 16] 
19 | (4; 2, 1, 3, 1, 2, 8] 16] 
20 | [4; 2, 8] 3. 1, 4, 1, 3, 3, 16] 
21 | [4; 1, 1, 2, 1, 1, 8] 1, 2, 1, 2, 16] 
22 | [4; 1, 2, 4, 2, 1, 8] 2, 1, 7, 1, 2, 2, 16] 
23 | [4; 1, 3, 1, 8] 16] 
24 | [4; 1, 8] 1, 5, 5, 1, 1, 16] 
26 | [5; 10] 1, 1, 1, 16] 
27 | [5; 5, 10] 1, 1, 16] 
28. | [5; 3, 2, 3, 10] 2, 1, 1, 5, 4, 5, 1, 1, 2, 1, 16] 
29 |.[5; 2, 1, 1, 2, 10] 3, 2, 3, 1, 16] 
30 | [5; 2, 10] 4, 1,716] 
31 | [5; 1, 1, 3, 5, 3, 1, 1, 10] 7, 1, 16] 
32 | [5; 1, 1, 1, 10] 1, 16] 
33 | [5; 1, 2, 1, 10] 
34 | [5; 1, 4, 1, 10] , 18] 
35 | [5; 5, 10] , 18] 
37 | [6; 12] ,1, 1, 4, 18] 
38 | [6; 6, 12] 1, 1, 1, 8, 1, 1, 1, 3, 18] 
39 | [6 4, 12 , 18] 
40 | [6; 3, 12] 1, 1, 1, 2, 18] 
41 | [6; 2, 2, 12] 3, 3, 2, 18] 
42 ; 2, 12] 18] 
43 1, 5, 1, 5, 1, 1, 
44 1, 2, 4, 2, 1, 1, 
45 1, 1, 4, 6, 4, 1, 
46 2, 3, 1, 1, 5, 1, 
47 2, 1, 18] 
48 3, 1, 18] 
50 5, 1, 1, 1, l, 1, 
51 8, 1, 18] 
52 18] 
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